
GRADO EN INGENIERÍA MECÁNICA
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B.1. Leer datos.m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

B.2. calculo aero.m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

B.3. calcula winkler.m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

B.4. graf env.m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

La generación eléctrica a través de aerogeneradores offshore se incrementa de manera

notable en los páıses industrializados. Las necesidades energéticas y la preocupación por el

creciente deterioro medioambiental del planeta motivan y hacen urgente la toma de decisiones

y el compromiso de los gobiernos en la instalación y uso de formas de producción energética

más limpias y respetuosas con el entorno. En este sentido, la producción de enerǵıa eléctrica

mediante aerogeneradores es una de las opciones técnicamente más desarrolladas, fiables e

implantadas en el momento actual. Su principal inconveniente es la necesidad de gran can-

tidad de espacio para su instalación en una escala que permita considerarlo una alternativa

viable. Por este motivo, la opción de instalación offshore de estos dispositivos representa una

posibilidad a explotar, si bien tiene el inconveniente del mayor costo en montaje y manteni-

miento.

Con todo ello, hasta finales de 2016 ya se hab́ıan instalado más de 3500 aerogeneradores

offshore en Europa, de los cuales el 81% se han cimentado en el fondo marino haciendo

uso de un sólo pilote [4]. Se prevé una expansión importante de esta alternativa y se hace

necesario disponer de herramientas que permitan, entre otros aspectos, el análisis estructural

de estos aparatos y su ayuda en el diseño mejorado de los mismos. Dentro de este ámbito, los

fenómenos de interacción suelo-estructura y el carácter dinámico de la excitación son factores

determinantes. Además de las cargas de viento y oleaje, los efectos dinámicos asociados al

funcionamiento, suelos de baja calidad portante o incluso zonas de peligrosidad śısmica, son

factores que debe incorporar el modelo que se desarrolle con este fin.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Actualmente las normas para el diseño de este tipo de estructuras considera principal-

mente las cargas debidas a viento y, en su caso, a olas, corrientes y hielo, además de las cargas

propias de las distintas condiciones de operación del generador; tratando las cargas śısmicas

de manera superficial y poco rigurosa. Esto se debe a que prácticamente la totalidad de los

parques eólicos offshore están instalados en zonas con una baja actividad śısmica (principal-

mente en el mar del norte de Europa). No obstante, el creciente desarrollo de esta tecnoloǵıa

y el crecimiento del número de parques instalados obliga a ocupar zonas con suelos de peores

caracteŕısticas portantes o con mayor riesgo śısmico. Esta tendencia, junto con el aumento de

las dimensiones de los aerogeneradores (y, con ello, de sus efectos inerciales), hace necesario

el estudio de la respuesta de estos sistemas ante cargas de origen śısmico.

1.2. Objeto del trabajo

El Trabajo de Fin de Grado que se presenta pretende ser el primer paso en el desarrollo de

una herramienta informática que sirva de soporte para el diseño estructural de aerogenerado-

res offshore ubicados en zonas con riesgo śısmico. Esta primera fase se centra en la formulación

e implementación de un modelo matemático que permita simular el comportamiento dinámi-

co y śısmico de la estructura del dispositivo y su cimentación (un único pilote –monopilote-

en este caso). Se trata de un modelo simplificado basado en la teoŕıa de vigas (fuste, pilote)

que empleará estrategias tipo Winkler para representar la interacción pilote-fondo marino.

1.3. Contenido

En este trabajo se presenta el desarrollo e implementación de un modelo numérico que

permita evaluar la respuesta dinámica estructural de aerogeneradores offshore monopilota-

dos. Se trata de un modelo basado en teoŕıa dinámica de vigas que permitiŕıa abordar dos

problemas en esta primera fase:

Caracterizar dinámicamente la estructura del aerogenerador teniendo en cuenta los

efectos de interacción suelo-estructura. Es decir, determinar las frecuencias naturales y

amortiguamiento modal de la misma. El modelo cuantificará e informará al usuario de

los cambios que experimentan estas variables asociados a los fenómenos de interacción

con el fondo marino. Todos estos datos son importantes en la ĺınea de evitar resonancias

vinculadas con las cargas de operación (viento, oleaje, rotor, paso de palas,...) y, por

tanto, son un punto cŕıtico en la evaluación del diseño propuesto.
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Determinar la respuesta del fuste y pilote ante cargas de origen śısmico. Los datos

correspondientes a la excitación śısmica son definidos por el usuario y la respuesta se

presenta en forma de envolventes de esfuerzos a lo largo de todos los tramos de la

estructura.

Es necesario, para esta primera fase de modelización, implementar un pre-procesador y

un post-procesador preliminares para la utilización sencilla de la Aplicación. La herramienta

resultante permite al usuario introducir la geometŕıa y propiedades mecánicas del aerogene-

rador, del pilote y del fondo marino de forma sencilla. A partir de estos datos, el usuario

puede optar por los análisis implementados y se generan los resultados del modelo de forma

clara y amigable.

1.4. Estructura del documento

Este documento está constituido por cinco caṕıtulos, siendo el primero de ellos la presente

introducción. El caṕıtulo 2 hace referencia al modelo, donde se detalla toda la formulación

desarrollada para definir anaĺıticamente el sistema. Además, define los procedimientos emplea-

dos para llevar a cabo los cálculo relativos a los dos problemas a resolver (la caracterización

dinámica y la obtención de la envolvente de esfuerzos frente a cargas śısmicas). El caṕıtulo

3 está orientado a explicar la Aplicación Informática presentada. Se indican claramente los

procesos que ejecuta (apoyándose en un diagrama de flujo) y la manera de interactuar con

ella. El caṕıtulo 4 presenta un conjunto de resultados obtenidos mediante esta aplicación, a

partir de los cuales se realiza su verificación con modelos más rigurosos y un estudio de la in-

fluencia de las caracteŕısticas del sistema en su respuesta. El caṕıtulo 5 recoge las conclusiones

extráıdas a lo largo del trabajo y los desarrollos futuros que se proponen.

Finalmente, se adjuntan dos anexos que incluyen un fichero de datos de entrada, a modo

de ejemplo, y el código de las distintas funciones empleadas en la Aplicación Informática

desarrollada, respectivamente.
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Caṕıtulo 2

Modelo

En este caṕıtulo se desarrolla el modelo matemático que permite el cálculo de la frecuencia

propia de un aerogenerador, aśı como su envolvente de esfuerzos ante cargas de origen śısmico.

El problema presenta una eleva complejidad que impide abordarlo anaĺıticamente de forma

directa, por lo que se recurre a simplificaciones extendidas en el ámbito de trabajo en cuestión.

El tipo de estructura que se trata en este trabajo se ve representada en la figura 2.1, y

consiste en un aerogenerador que es cimentado mediante un monopilote. Para poder tratar

también aerogeneradores offshore, se incluye en el modelo la presencia de una subestructura

sumergida que conecte el aerogenerador con la cimentación, desarrollándose ambas alterna-

tivas en paralelo. A continuación, se detalla cada uno de los procedimientos empleados en la

caracterización del sistema.

Figura 2.1: Sistema modelado. Aerogenerador offshore.

5



6 CAPÍTULO 2. MODELO

El modelo presentado se fundamenta en la teoŕıa de vigas. Cada uno de los tramos que

incluye el sistema se modela como vigas Bernoulli, resolviendo la ecuación de gobierno par-

ticularizada para cada caso. Los tramos de los que se compone el sistema completo son tres:

torre, caracterizada por su sección variable; subestructura, añade la masa de agua para in-

cluir efector hidrodinámicos; y la cimentación, definida por la interacción suelo estructura

mediante un Modelo Winkler.

2.1. Caracterización anaĺıtica del sistema

2.1.1. Ecuación de gobierno

2.1.1.1. Definición general

Para la obtención de la ecuación diferencial que gobierna el sistema se plantea el equili-

brio en el elemento diferencial Euler-Bernoulli, considerando tanto la masa como la inercia

rotacional de dicho elemento diferencial:

Figura 2.2: Elemento diferencial Euler-Bernoulli.

En primer lugar, se plantea el equilibrio de momentos con respecto al punto O:

M(x, t) +
∂M(x, t)

∂x
dx−M(x, t) −Q(x, t) dx − p(x, t) dx

dx

2
= m(x) r(x)2 dx

∂3u(x, t)

∂x ∂t2
(2.1)

Donde x representa la posición en la viga, t el instante de tiempo, u(x, t) el desplazamiento

que sufre e elemento diferencial, M(x, t) el momento flector en la sección, Q(x, t) el cortante
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e la sección, p(x, t) la carga exterior que incide sobre el elemento diferencial, r(x) el radio de

giro de la sección y m(x) la masa por unidad de longitud. Despreciando términos de segundo

orden y simplificando se obtiene:

∂M(x, t)

∂x
−Q(x, t) = m(x) r(x)2

∂3u(x, t)

∂x ∂t2
(2.2)

Teniendo en cuenta la ecuación constitutiva que relaciona el momento con el desplaza-

miento para esta teoŕıa de vigas:

M(x, t) = EI(x)
∂2u(x, t)

∂x2
(2.3)

Se sustituye en la ecuación (2.2) la relación (2.3) y se despeja el cortante:

Q(x, t) =
∂

∂x

(
EI(x)

∂2u(x, t)

∂x2

)
−m(x) r(x)2

∂3u(x, t)

∂x ∂t2
(2.4)

A continuación, se plantea el equilibrio de fuerzas verticales en el elemento diferencial de

la figura 2.2:

p(x, t) dx +Q(x, t)−
(
Q(x, t) +

∂Q(x, t)

∂x
dx

)
= m(x) dx

∂2u(x, t)

∂t2
(2.5)

Simplificando se obtiene:

p(x, t)− ∂Q(x, t)

∂x
= m(x)

∂2u(x, t)

∂t2
(2.6)

Sustituyendo el cortante que aparece en esta ecuación por la expresión obtenida en (2.4):

p(x, t)− ∂2

∂x2

(
EI(x)

∂2u(x, t)

∂x2

)
+

∂

∂x

(
m(x) r(x)2

∂3u(x, t)

∂x ∂t2

)
= m(x)

∂2u(x, t)

∂t2
(2.7)

Agrupando los términos relacionados con la deformada, se obtiene la ecuación diferencial

que gobierna el sistema:

∂2

∂x2

(
EI(x)

∂2u(x, t)

∂x2

)
− ∂

∂x

(
m(x) r(x)2

∂3u(x, t)

∂x ∂t2

)
+m(x)

∂2u(x, t)

∂t2
= p(x, t) (2.8)

2.1.1.2. Sección constante

Una hipótesis común a la hora de tratar los elementos tipo viga es considerar que la

sección es constante. En este caso, los términos EI(x), m(x) y m(x)r(x)2 no tienen una

dependencia de la coordenada x. Aplicando esta particularidad en la ecuación (2.8), se obtiene

la ecuación de gobierno para la viga Euler-Bernoulli de sección constante considerando la

inercia rotacional:

EI
∂4u(x, t)

∂x4
−mr2

∂4u(x, t)

∂x2 ∂t2
+m

∂2u(x, t)

∂t2
= p(x, t) (2.9)
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2.1.1.3. Interacción agua-estructura

Para modelizar la interacción agua-estructura se ha recurrido a la simplificación de que el

efecto del agua en el sistema se puede representar mediante una masa traslacional adicional.

El valor de esta masa adicional viene definida por el producto de la densidad del agua, el área

delimitada por el ĺımite exterior de la sección y el coeficiente de arrastre hidrodinámico Cm

que permite variar su influencia. El valor de este coeficiente suele tomarse como la unidad.

Por otro lado, en el caso de trabajar con una sección tubular, también se debe sumar la masa

de agua contenida dentro de la sección considerada. Esta masa adicional se obtiene como el

producto de la densidad del agua y el área delimitada por el limite interior de la sección.

Figura 2.3: Sección sumergida.

Aplicando estas consideraciones, la masa por unidad de longitud que caracteriza la ecua-

ción de gobierno en el tramo del pilote que se encuentra sumergido es:

m = ρA+ ρagua Ainterior + ρagua CmAexterior (2.10)

Para simplificar esta expresión se hará uso del factor δ = d/D, el cual representa la

relación entre el diámetro interior y el exterior de la sección. Por medio de esta definición, se

puede reformular la expresión clásica del área de la sección tubular como:

A =
π

4

(
D2 − d2

)
=

π

4

(
D2 − δ2 D2

)
=

π

4
D2
(
1− δ2

)
(2.11)

Partiendo de esta nueva expresión, se puede escribir Aexterior y Ainterior en función de A:
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Aexterior =
π

4
D2 =

A

(1− δ2 )
(2.12a)

Ainterior =
π

4
d2 =

π

4
δ2 D2 =

δ2 A

(1− δ2 )
(2.12b)

Introduciendo estas expresiones en la ecuación (2.10):

m = ρA+ ρagua
δ2 A

(1− δ2 )
+ ρagua Cm

A

(1− δ2 )
(2.13)

Y sacando factor común:

m =

(
ρ+ ρagua

δ2 + Cm

(1− δ2 )

)
A (2.14)

Esta ecuación permite obtener el valor de la masa por unidad de longitud que se debe

considerar en la sección para considerar la interacción con el agua. Sin embargo, dado que

la masa aportada por el agua únicamente se considera para el desplazamiento traslacional el

momento de inercia de la sección debe permanecer constante por lo que:

mr2 = mr2 (2.15)

De donde se deduce que:

r = r

√
m

m
(2.16)

Finalmente, para considerar los efectos de la interacción agua-estructura, se emplea la

ecuación de gobierno para la sección constante (2.9) aplicando los cambios aqúı comentados

y anulando la carga exterior aplicada en la sección, ya que todas las fuerzas de interacción

con el agua se modelan mediante la masa añadida anteriormente comentada. Con esto, la

ecuación de gobierno para la subestructura sumergida queda:

EI
∂4u(x, t)

∂x4
−mr2

∂4u(x, t)

∂x2 ∂t2
+m

∂2u(x, t)

∂t2
= 0 (2.17)

2.1.1.4. Interacción suelo-estructura

El modelado de la interacción suelo-estructura es un problema de gran complejidad que

muchas veces requiere del uso de formulaciones (y/o métodos numéricos) del medio continuo

muy elaboradas. No obstante, y dependiendo del problema a resolver, existen aproximaciones

más sencillas que permiten representar los fenómenos de interacción suelo-estructura de forma

anaĺıtica y simplificada. Una de estas aproximaciones, cuyo uso está muy extendido para el
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cálculo de cimentaciones pilotadas, es el Modelo Winkler (ver p.ej. [9, 6, 12]). Dicho modelo

sustituye el suelo por una serie de resortes distribuidos que ejercen una fuerza directamente

proporcional al desplazamiento relativo entre el pilote enterrado y el suelo. Dichos resortes

se definen mediante una rigidez compleja por unidad de longitud k que representa tanto los

fenómenos de rigidez como de amortiguamiento de la interacción suelo-pilote. Dado que en el

caso de un sismo el campo incidente produce un desplazamiento lateral a lo largo del perfil

del suelo, también se considera esta aportación. Este modelo se muestra esquemáticamente

en la figura 2.4.

Figura 2.4: Representación del Modelo Winkler.

El valor de la rigidez asociada al suelo se ha obtenido del trabajo de Novak y otros [10];

considerando que no vaŕıa con la profundidad, lo que facilita considerablemente la resolución

de la ecuación.

Por otro lado, al igual que ocurre con el tramo de la subestructura, en el pilote enterrado

se debe considerar los efectos inerciales asociados a la masa de suelo que se queda en el

interior. Para ello se introduce una masa y una inercia rotacional equivalentes. De modo que:

m =

(
ρ+ ρterreno

δ2

(1− δ2 )

)
A (2.18a)

r = r

√
m

m
(2.18b)

Partiendo de este modelo, la carga externa que recibe el elemento diferencial del pilote

viene dada por:

p(x, t) = k
(
uI(x, t)− u(x, t)

)
(2.19)
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Introduciendo este valor de la carga distribuida en la ecuación (2.9):

EI
∂4u(x, t)

∂x4
−mr2

∂4u(x, t)

∂x2 ∂t2
+m

∂2u(x, t)

∂t2
= k

(
uI(x, t)− u(x, t)

)
(2.20)

Y agrupando los términos relacionados con el desplazamiento del pilote por un lado y

del campo incidente por el otro, se obtiene la ecuación de gobierno para el tramo de la

cimentación:

EI
∂4u(x, t)

∂x4
−mr2

∂4u(x, t)

∂x2 ∂t2
+m

∂2u(x, t)

∂t2
+ k u(x, t) = k uI(x, t) (2.21)

2.1.1.5. Suposición sin inercia rotacional

La solución anaĺıtica para una viga de sección variable que se utiliza para el tramo de

la torre no permite considerar la inercia rotacional de la sección. Teniendo en cuenta que la

inercia rotacional tiene poca influencia sobre la respuesta estructural, se ha desarrollado la

solución del sistema sin considerarla. Para eliminar la contribución de la inercia rotacional

en las ecuaciones ya planteadas, únicamente se debe anular el radio de giro de la sección r.

De esta forma, la ecuación de gobierno general (2.8) queda:

∂2

∂x2

(
EI(x)

∂2u(x, t)

∂x2

)
+m(x)

∂2u(x, t)

∂t2
= p(x, t) (2.22)

En el caso de sección constante, la ecuación (2.9) se reduce a:

EI
∂4u(x, t)

∂x4
+m

∂2u(x, t)

∂t2
= p(x, t) (2.23)

Para el caso del tramo del pilote sumergido, la ecuación (2.17) queda:

EI
∂4u(x, t)

∂x4
+m

∂2u(x, t)

∂t2
= 0 (2.24)

Por último, la ecuación (2.21), relativa a la interacción suelo-estructura del pilote, se

presentaŕıa de la siguiente forma:

EI
∂4u(x, t)

∂x4
+m

∂2u(x, t)

∂t2
+ k u(x, t) = k uI(x, t) (2.25)

2.1.1.6. Sección variable

Para plantear la ecuación diferencial que gobierna la torre, primero se debe definir la

variabilidad de su geometŕıa. Como se aprecia en la figura 2.5, se trata de una estructura

tubular troncocónica.
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Figura 2.5: Geometŕıa de la torre del aerogenerador.

Para definirla se hace uso de su diámetro exterior en la base y dos parámetros adimensio-

nales: δ, ya definido al hablar de la interacción agua-estructura; y α, que indica la variación

del diámetro a lo largo de la torre. Para poder realizar la resolución del problema presentado,

ambos parámetros se asumen constantes.

δ =
d(x)

D(x)
(2.26a)

α =
Dbase −Dextremo

Dbase

(2.26b)

Partiendo de esto, se puede expresar la variación del diámetro a lo largo de la estructura

de la siguiente forma:

D(x) = Dbase

(
1− α

x

L

)
(2.27a)

d(x) = dbase

(
1− α

x

L

)
(2.27b)

Y también las expresiones del área y del momento de inercia de la sección:

A(x) =
π

4
D2

base

(
1− α

x

L

)2
− π

4
d2base

(
1− α

x

L

)2
(2.28a)

I(x) =
π

64
D4

base

(
1− α

x

L

)4
− π

64
d4base

(
1− α

x

L

)4
(2.28b)
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Que pueden simplificarse a:

A(x) = Abase

(
1− α

x

L

)2
(2.29a)

I(x) = Ibase

(
1− α

x

L

)4
(2.29b)

Para analizar un caso algo más general, y siguiendo la formulación propuesta por Taha y

Abohadima [13], se estudiará el sistema con la siguiente definición del área y el momento de

inercia de la sección, que coincide con la evolución troncocónica de la torre para n = 2.

A(x) = Abase

(
1− α

x

L

)n
(2.30a)

I(x) = Ibase

(
1− α

x

L

)n+2
(2.30b)

Una vez definida por completo la geometŕıa, se introducen las expresiones del área y del

momento de inercia en la ecuación de gobierno general sin considerar la inercia rotacional

(2.22) y se anula la carga exterior, obteniéndose aśı la ecuación de gobierno de la torre.

EIbase
∂2

∂x2

((
1− α

x

L

)n+2 ∂2u(x, t)

∂x2

)
+ ρAbase

(
1− α

x

L

)n ∂2u(x, t)

∂t2
= 0 (2.31)

2.1.2. Solución de la ecuación de gobierno

2.1.2.1. Sección constante

Suponiendo nulas las cargas distribuidas exteriores, se procede a la solución de la ecuación

de gobierno de una viga de sección constante. Para ello, se elimina el término correspondiente

a la carga distribuida en la ecuación (2.9), de modo que la ecuación a resolver es la siguiente:

EI
∂4u(x, t)

∂x4
−mr2

∂4u(x, t)

∂x2 ∂t2
+m

∂2u(x, t)

∂t2
= 0 (2.32)

Por otro lado, debido al carácter armónico del problema a resolver, se considera que

la deformada vaŕıa temporalmente siguiendo una función senoidal, siendo su expresión más

general la siguiente:

u(x, t) = U(x) eiωt (2.33)

En esta expresión el término U(x) representa la amplitud compleja de la deformada en

función de la posición, mientras que el término eiωt muestra la variación temporal del conjunto

(independiente de una posición concreta). Además, i hace referencia a la unidad imaginaria
√
−1 y ω a la frecuencia angular de oscilación. Introduciendo la expresión (2.33) en (2.32):

EI
∂4

∂x4
(
U(x) eiωt

)
−mr2

∂4

∂x2 ∂t2
(
U(x) eiωt

)
+m

∂2

∂t2
(
U(x) eiωt

)
= 0 (2.34)
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Sabiendo que las derivada temporal del la deformada en los términos en que se ha des-

compuesto en la relación (2.33) son:

∂

∂t

(
U(x) eiωt

)
= iω U(x) eiωt (2.35a)

∂2

∂t2
(
U(x) eiωt

)
= −ω2 U(x) eiωt (2.35b)

En la ecuación (2.34) se puede aplicar las derivadas temporales halladas en (2.35):

EI
d4U(x)
dx4

eiωt + ω2mr2
d2U(x)
dx2

eiωt − ω2mU(x) eiωt = 0 (2.36)

Sacando factor común eiωt:

(
EI

d4U(x)
dx4

+ ω2 mr2
d2U(x)
dx2

− ω2 mU(x)
)

eiωt = 0 (2.37)

Puesto que eiωt = 0 lleva a una solución trivial, la ecuación que permite conocer la

amplitud de la deformada para cada punto en función de la frecuencia a la que vibre el

sistema queda:

U(x) = EI
d4U(x)
dx4

+ ω2 mr2
d2U(x)
dx2

− ω2 mU(x) = 0 (2.38)

De esta forma, se ha pasado de resolver el problema en el dominio del tiempo de la ecuación

(2.32) a un problema en el dominio de la frecuencia en la ecuación (2.38). La solución de esta

ecuación diferencial homogénea puede ensayarse mediante una función exponencial. Se define

de la siguiente forma:

U(x) = esx (2.39)

Introduciendo esta solución en la ecuación (2.38), se pretende obtener el valor del expo-

nente s que satisfaga la ecuación diferencial:

EI
d4esx

dx4
+ ω2 mr2

d2esx

dx2
− ω2 m esx = 0 (2.40)

Aplicando las derivadas:

EI s4 esx + ω2 mr2 s2 esx − ω2m esx = 0 (2.41)

Sacando factor común de esx:

(
EI s4 + ω2 mr2 s2 − ω2m

)
esx = 0 (2.42)
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Al igual que ocurŕıa en la ecuación (2.37), esx = 0 lleva a una solución trivial. De modo

que se debe resolver la siguiente ecuación:

EI s4 + ω2mr2 s2 − ω2 m = 0 (2.43)

Por simplicidad se divide la ecuación por el factor EI:

s4 +
ω2 mr2

EI
s2 − ω2m

EI
= 0 (2.44)

Aplicando el siguiente cambio de variable:

λ4 =
ω2 m

EI
(2.45)

La ecuación (2.44) queda:

s4 + λ4 r2 s2 − λ4 = 0 (2.46)

Ésta es una ecuación de cuarto grado, por lo que debe tener cuatro soluciones. Dado que

únicamente aparecen exponentes pares, se puede visualizar de la siguiente forma:

(
s2
)2

+ λ4 r2
(
s2
)
− λ4 = 0 (2.47)

De donde se extrae que s2 es igual a las soluciones de la ecuación cuadrática:

s2 =
−λ4 r2 ±

√
λ8 r4 + 4λ4

2
(2.48)

Y las soluciones de la ecuación (2.46) seŕıan las ráıces cuadradas de las obtenidas en 2.48:

s =





±
√

−λ4 r2+
√
λ8 r4+4λ4

2 = ±
√√

λ8 r4+4λ4−λ4 r2

2

±
√

−λ4 r2−
√
λ8 r4+4λ4

2 = ± i

√√
λ8 r4+4λ4+λ4 r2

2

(2.49)

Aplicando los siguientes cambios de variables:

a =

√√
λ8 r4 + 4λ4 − λ4 r2

2
(2.50a)

b =

√√
λ8 r4 + 4λ4 + λ4 r2

2
(2.50b)

Se puede resumir las soluciones a la ecuación (2.46) de la siguiente manera:

s =





a

− a

i b

−i b

(2.51)
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Conocidas las cuatro soluciones, se puede considerar que la solución de la ecuación dife-

rencial (2.38) es una combinación lineal de todas ellas, siendo las condiciones de contorno las

que determinarán la ponderación de cada una de las componentes:

U(x) = Â eax + B̂ e−ax + Ĉ eibx + D̂ e−ibx (2.52)

Aplicando la relación de Euler:

eiα = cos(α) + i sen(α) (2.53)

Se puede expresar la ecuación (2.52) sin exponentes imaginarios:

U(x) = Â eax + B̂ e−ax + Ĉ (cos(bx) + i sen(bx)) + D̂ (cos(−bx) + i sen(−bx)) (2.54)

Agrupando las funciones de seno y coseno:

U(x) = Â eax + B̂ e−ax +
(
Ĉ + D̂

)
cos(bx) +

(
Ĉ − D̂

)
i sen(bx) (2.55)

Y cambiando de coeficientes se puede expresar:

U(x) = A eax +B e−ax + C cos(bx) +D sen(bx) (2.56)

Esta forma de expresarlo permite que, si las caracteŕısticas del problema a resolver son

número reales, los coeficientes de la solución serán reales.

Un vez definida la solución anaĺıtica del problema en cuanto a los desplazamientos, se

procede a definir el resto de variables propias del sistema. En primer lugar, el giro de la

sección:

Θ(x) =
dU(x)
dx

(2.57)

El momento flector en la sección se obtiene a partir de la ecuación (2.3).

M(x) = EI
d2U(x)
dx2

(2.58)

Por último, se obtiene el cortante en la sección a partir de la ecuación (2.4), aplicando las

derivadas temporales de la ecuación (2.35).

Q(x) = EI
d3U(x)
dx3

+mr2 ω2 dU(x)
dx

(2.59)
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2.1.2.2. Interacción agua-estructura

Para resolver la ecuación planteada anteriormente para la interacción agua-estructura

únicamente se debe considerar el cambio de las magnitudes de masa por unidad de longitud

y radio de giro ya comentados. De esta forma la solución en el dominio de la frecuencia de la

ecuación diferencial (2.17) seŕıa la misma que la obtenida para sección constante (2.56). Por

tanto, los cambios de variables propuestos en (2.50) y (2.45) deben referirse como:

a =

√√
λ8 r4 + 4λ4 − λ4 r2

2
(2.60a)

b =

√√
λ8 r4 + 4λ4 + λ4 r2

2
(2.60b)

λ4 =
ω2m

EI
(2.60c)

Por último, también se debe considerar esta particularidad en la relación entre el cortante

y el desplazamiento:

Q(x) = EI
d3U(x)
dx3

+mr2 ω2 dU(x)
dx

(2.61)

2.1.2.3. Interacción suelo-estructura

Para la resolución de la ecuación (2.21), se debe pasar al dominio de la frecuencia siguiendo

un procedimiento análogo al desarrollado para la sección constante. De esta forma se llega a:

EI
d4U(x)
dx4

+ ω2 mr2
d2U(x)
dx2

− ω2 mU(x) + k U(x) = k UI(x) (2.62)

A continuación, se agrupan los términos relativos a U(x) y se divide por EI:

d4U(x)
dx4

+
ω2 mr2

EI

d2U(x)
dx2

− ω2 m− k

EI
U(x) = k

EI
UI(x) (2.63)

Por simplicidad se realizarán los siguientes cambios de variables:

γ1 =
ω2mr2

EI
(2.64a)

γ2 =
ω2m− k

EI
(2.64b)

γ3 =
k

EI
(2.64c)

De esta forma, la ecuación (2.63) queda:

d4U(x)
dx4

+ γ1
d2U(x)
dx2

− γ2 U(x) = γ3 UI(x) (2.65)
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Como se observa, se trata de una ecuación diferencial no homogénea, por lo que su solución

será la suma de la solución de la ecuación homogénea y la solución particular. La ecuación

homogénea a resolver seŕıa:

d4U(x)
dx4

+ γ1
d2U(x)
dx2

− γ2 U(x) = 0 (2.66)

Para el cálculo de la solución de la ecuación homogénea se sigue un procedimiento análogo

al desarrollado para el caso de sección constante, concluyendo en la misma solución que se

obteńıa en (2.56), modificando las expresiones de las variables auxiliares a y b:

a =

√√
γ21 + 4γ2 − γ1

2
(2.67a)

b =

√√
γ21 + 4γ2 + γ1

2
(2.67b)

Para el cálculo de la solución particular, se necesita conocer la expresión del campo inci-

dente. la excitación śısmica se considera compuesta por ondas de corte (ondas S) propagándose

verticalmente por el terreno. Los desplazamientos laterales producidos por este campo inci-

dente se obtienen se obtienen como la suma de la onda incidente y la onda reflejada:

UI(x) = β1 e
−i ks x

︸ ︷︷ ︸
Onda incidente

+ β2 e
i ks x

︸ ︷︷ ︸
Onda reflejada

(2.68)

Donde ks = ω/cs es el número de onda; siendo cs la velocidad de las ondas de corte en

el medio, que es dependiente de las caracteŕısticas del terreno. El valor de β1 y β2 se obtiene

a partir de las condiciones de contorno en la superficie del terreno, donde se considera una

tensión tangencial nula (superficie libre) y un desplazamiento lateral unitario.

Por simplicidad para pasos posteriores, conviene expresar las derivadas segunda y cuarta

del campo incidente con respecto a la expresión original:

d2 UI(x)

dx2
= −β1 k

2
s e

−i ks x − β2 k
2
s e

i ks x = −k2s UI(x) (2.69a)

d4 UI(x)

dx4
= β1 k

4
s e

−i ks x + β2 k
4
s e

i ks x = k4s UI(x) (2.69b)

Conociendo la expresión del campo incidente, ya se puede definir la solución particular de

la ecuación (2.62) como el producto de una constante por el campo incidente, de modo que:

U(x) = ŝUI(x) (2.70)
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Y las derivadas segunda y cuarta:

d2 U(x)
dx2

= −ŝ k2s UI(x) (2.71a)

d4 U(x)
dx4

= ŝ k4s UI(x) (2.71b)

Introduciendo las expresiones (2.70) y (2.71) en la ecuación (2.65), se obtiene:

ŝ k4s UI(x)− γ1 ŝ k
2
s UI(x)− γ2 ŝUI(x) = γ3 UI(x) (2.72)

Agrupando términos:

ŝUI(x)
(
k4s − γ1 k

2
s − γ2

)
= γ3 UI(x) (2.73)

De donde se obtiene que:

ŝ =
γ3

k4s − γ1 k2s − γ2
(2.74)

Una vez definida la solución de la ecuación homogénea y la solución particular, se puede

expresar la solución a la ecuación de gobierno con la interacción suelo-estructura (2.62). Al

igual que en los casos anteriores, esta solución depende de cuatro coeficientes que se obtienen

por medio de las condiciones de contorno.

U(x) = A eax +B e−ax + C cos(bx) +D sen(bx)︸ ︷︷ ︸
Solución de la

ecuación homogénea

+ ŝUI(x)︸ ︷︷ ︸
Solución
particular

(2.75)

Por último, se debe tener en cuenta que la relación del cortante con respecto a la deformada

presenta la misma forma que para el caso de la interacción agua estructura (2.61).

2.1.2.4. Suposición sin inercia rotacional

Como ya se introdujo anteriormente, también se va a resolver el sistema omitiendo la

consideración de la inercia rotacional de la sección. De igual forma que ya se hizo, se adaptan

los resultados de la sección constante, la interacción agua-estructura y la interacción suelo-

estructura a esta hipótesis. Comenzando por la sección constante, el cambio de variable

propuesto en la ecuación (2.50) queda significativamente simplificado:

a = λ (2.76a)

b = λ (2.76b)
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Por lo que la solución (2.56) quedaŕıa:

U(x) = A eλx +B e−λx + C cos(λx) +D sen(λx) (2.77)

Además, la expresión del cortante (2.59) deja de guardar relación directa con la primera

derivada de la deformada. Siendo esta expresión válida para el caso de la interacción agua-

estructura y la interacción suelo-estructura.

Q(x) = EI
d3U(x)
dx3

(2.78)

En cuanto a la interacción agua-estructura, la solución a la ecuación (2.24) presenta

la misma forma que la descrita en este apartado para la sección constante (2.77), con la

matización del cambio de variable ya descrito en la ecuación (2.60c).

Por último, con respecto a la interacción suelo-estructura, se anula la variable γ1 propuesta

en la ecuación (2.64a), por lo que se propone el cambio:

λ4 = γ2 =
ω2m− k

EI
(2.79)

De esta forma, las variables propuestas en (2.67) se simplifican a:

a = 4
√
γ2 = λ (2.80a)

b = 4
√
γ2 = λ (2.80b)

Por otro lado, el factor ŝ (2.74) que aparece en la solución particular se ve afectado de la

siguiente manera:

ŝ =
γ3

k4s − γ2
=

γ3
k4s − λ4

(2.81)

Con todo esto, la solución (2.75) obtenida anteriormente queda:

U(x) = A eλx +B e−λx + C cos(λx) +D sen(λx)︸ ︷︷ ︸
Solución de la

ecuación homogénea

+ ŝUI(x)︸ ︷︷ ︸
Solución
particular

(2.82)

2.1.2.5. Sección variable

Para la resolución de la ecuación de gobierno de la torre, se comienza transformando la

ecuación (2.31) del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia, siguiendo un procedi-

miento análogo al desarrollado en la solución para la sección constante.

EIbase
d2

dx2

((
1− α

x

L

)n+2 d2U(x)
dx2

)
− ω2 ρAbase

(
1− α

x

L

)n
U(x) = 0 (2.83)
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A continuación se propone el siguiente cambio de variable:

η =
x

L
(2.84a)

de modo que: dx = Ldη (2.84b)

Introduciéndolo en la ecuación (2.83):

EIbase
L4

d2

dη2

(
(1− αη)n+2 d2U(η)

dη2

)
− ω2 ρAbase (1− α η)n U(η) = 0 (2.85)

Con el objetivo de reducir la expresión, se divide por EIbase
L4 :

d2

dη2

(
(1− αη)n+2 d2U(η)

dη2

)
− ω2 ρAbase L

4

EIbase
(1− αη)n U(η) = 0 (2.86)

Y se realiza un nuevo cambio de variable:

λ4 =
ω2 ρAbase L

4

EIbase
(2.87)

Obteniéndose la expresión:

d2

dη2

(
(1− αη)n+2 d2U(η)

dη2

)
− λ4 (1− α η)n U(η) = 0 (2.88)

Con esta expresión más reducida, se comienza a desarrollar las derivadas. Debido al ta-

maño de la expresión se realizarán aparte. Se comienza por la primera derivada:

d

dη

(
(1− αη)n+2 d2U(η)

dη2

)
= −α(n + 2)(1 − α η)n+1 d

2U(η)
dη2

+ (1− αη)n+2 d
3U(η)
dη3

(2.89)

Y partiendo de este resultado, la segunda derivada es:

d2

dη2

(
(1− αη)n+2 d2U(η)

dη2

)
= α2(n+ 2)(n + 1)(1 − α η)n

d2U(η)
dη2

−

−α(n+ 2)(1 − αη)n+1 d
3U(η)
dη3

− α(n + 2)(1− α η)n+1 d
3U(η)
dη3

+ (1− αη)n+2 d
4U(η)
dη4

(2.90)

Pudiendo reducirse a:

d2

dη2

(
(1− αη)n+2 d2U(η)

dη2

)
= α2(n+ 2)(n + 1)(1 − α η)n

d2U(η)
dη2

−

−2α(n + 2)(1 − α η)n+1 d
3U(η)
dη3

+ (1− α η)n+2 d
4U(η)
dη4

(2.91)

A continuación, se introduce la expresión de la segunda derivada en la ecuación (2.88):

(1− α η)n+2 d
4U(η)
dη4

− 2α(n + 2)(1 − α η)n+1 d
3U(η)
dη3

+

+α2(n+ 2)(n + 1)(1 − α η)n
d2U(η)
dη2

− λ4 (1− α η)n U(η) = 0 (2.92)
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Y se divide por (1− α η)n:

(1− α η)2
d4U(η)
dη4

− 2α(n + 2)(1 − α η)
d3U(η)
dη3

+ α2(n+ 2)(n + 1)
d2U(η)
dη2

−

−λ4 U(η) = 0 (2.93)

Partiendo de esta ecuación, se pretende buscar un operador diferencial ∆ que permita

factorizar a la siguiente expresión (ver p.ej. [7]):

(∆ + λ2)(∆ − λ2)U(η) = 0 (2.94)

Donde ∆ responde a:

∆ = φ1 (1− α η)
d2

dη2
+ φ2

d

dη
(2.95)

Desarrollando la expresión (2.94) se obtiene:

φ2
1 (1− αη)2

d4U(η)
dη4

+ φ2
1 (1− α η)(−2α φ1 + 2φ2)

d3U(η)
dη3

+

+(φ2
2 − αφ1 φ2)

d2U(η)
dη2

− λ4 U(η) = 0 (2.96)

De donde se concluye el valor de φ1 y φ2 comparando términos con la ecuación (2.93):

φ1 = 1 (2.97a)

φ2 = −α (n+ 1) (2.97b)

Partiendo de la ecuación factorizada (2.94), se puede descomponer la solución U(η) en la

suma de las soluciones U1(η) y U2(η) a las siguientes ecuaciones que se extraen:

(∆ + λ2)U1(η) = 0 (2.98a)

(∆− λ2)U2(η) = 0 (2.98b)

De forma abreviada, se puede agrupar ambas ecuaciones:

(∆± λ2)U(η) = 0 (2.99)

Que desarrollando mediante el factor ∆:

(1− α η)
d2U(η)
dη2

− α (n+ 1)
dU(η)
dη

± λ2 U(η) = 0 (2.100)
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Para continuar con la resolución de la ecuación, se propone otro cambio de variable. A

pesar de que en un principio complique el desarrollo, permitirá la adaptación a una familia

de ecuaciones concreta.

Ω(η)2 =

(
2λ

α

)2

(1− α η) (2.101a)

ϕ(η) = Ω(η)n U(η) (2.101b)

Siendo las derivadas de Ω(η) frente a η:

2Ω(η) dΩ = −
(
2λ

α

)2

α dη (2.102a)

dΩ(η)

dη
= − 2

α
λ2 1

Ω(η)
(2.102b)

d2Ω(η)

dη2
= −

(
2

α

)2

λ4 1

Ω(η)3
(2.102c)

Por otro lado, también conviene cambiar la variable con respecto a la que se deriva U(η):

dU(η)
dη

=
dU(η)
dΩ

dΩ(η)

dη
(2.103a)

d2 U(η)
dη2

=
d

dη

(
dU(η)
dΩ

dΩ(η)

dη

)
=

d2 U(η)
dΩ2

(
dΩ(η)

dη

)2

+
dU(η)
dΩ

d2 Ω(η)

dη2
(2.103b)

Introduciendo las expresiones (2.101a) y (2.103) en la ecuación (2.100):

Ω(η)2
( α

2λ

)2
[
d2 U(η)
dΩ2

(
dΩ(η)

dη

)2

+
dU(η)
dΩ

d2 Ω(η)

dη2

]
−

−α (n+ 1)

[
dU(η)
dΩ

dΩ(η)

dη

]
± λ2 U(η) = 0 (2.104)

Y agrupando términos relacionados con las derivadas de U(η) con respecto de Ω:

Ω(η)2
( α

2λ

)2 (dΩ(η)

dη

)2 d2 U(η)
dΩ2

+

+

[
Ω(η)2

( α

2λ

)2 d2 Ω(η)

dη2
− α (n+ 1)

dΩ(η)

dη

]
dU(η)
dΩ

± λ2 U(η) = 0 (2.105)

A continuación, se sustituyen las derivadas de Ω(η) con respecto de η obtenidas en las

ecuaciones (2.102b) y (2.102c):

Ω(η)2
( α

2λ

)2 [
− 2

α
λ2 1

Ω(η)

]2 d2 U(η)
dΩ2

+

+

[
Ω(η)2

( α

2λ

)2
(
−
(
2

α

)2

λ4 1

Ω(η)3

)
− α (n+ 1)

(
− 2

α
λ2 1

Ω(η)

)]
dU(η)
dΩ

±

±λ2 U(η) = 0 (2.106)
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Cancelando términos:

λ2 d
2 U(η)
dΩ2

+

[
− λ2

Ω(η)
+ (n+ 1)

(
2λ2 1

Ω(η)

)]
dU(η)
dΩ

± λ2 U(η) = 0 (2.107)

Que se puede reducir a:

d2 U(η)
dΩ2

+
1

Ω(η)
(2n+ 1)

dU(η)
dΩ

± U(η) = 0 (2.108)

Partiendo de la relación (2.101b), se sabe que:

U(η) = Ω(η)−n ϕ(η) (2.109)

Y sus derivadas con respecto de Ω:

dU(η)
dΩ

= −nΩ(η)−(n+1) ϕ(η) + Ω(η)−n dϕ(η)

dΩ
(2.110a)

d2 U(η)
dΩ2

= n(n+ 1)Ω(η)−(n+2) ϕ(η) − 2nΩ(η)−(n+1) dϕ(η)

dΩ
+ Ω(η)−n d2 ϕ(η)

dΩ2
(2.110b)

Introduciendo las expresiones de las derivadas en la ecuación (2.108)
[
n(n+ 1)Ω(η)−(n+2) ϕ(η)− 2nΩ(η)−(n+1) dϕ(η)

dΩ
+ Ω(η)−n d2 ϕ(η)

dΩ2

]
+

+
1

Ω(η)
(2n+ 1)

[
−nΩ(η)−(n+1) ϕ(η) + Ω(η)−n dϕ(η)

dΩ

]
± Ω(η)−n ϕ(η) = 0 (2.111)

Agrupando los términos con respecto a la variable ϕ(η):

Ω(η)−n d2 ϕ(η)

dΩ2
+
[
−2nΩ(η)−(n+1) + (2n + 1)Ω(η)−(n+1)

] dϕ(η)

dΩ
+

+
[
n(n+ 1)Ω(η)−(n+2) − n (2n+ 1)Ω(η)−(n+2) ± Ω(η)−n

]
ϕ(η) = 0 (2.112)

Multiplicando la expresión por Ω(η)n+2:

Ω(η)2
d2 ϕ(η)

dΩ2
+ [−2nΩ(η) + (2n + 1)Ω(η)]

dϕ(η)

dΩ
+

+
[
n(n+ 1)− n (2n+ 1)± Ω(η)2

]
ϕ(η) = 0 (2.113)

Pudiendo simplificarse a:

Ω(η)2
d2 ϕ(η)

dΩ2
+Ω(η)

dϕ(η)

dΩ
+
(
−n2 ± Ω(η)2

)
ϕ(η) = 0 (2.114)

Descomponiendo esta ecuación en los términos de la ecuación (2.98) se obtiene dos ecua-

ciones diferenciales pertenecientes a la familia de las Ecuaciones de Bessel Modificadas:

Ω(η)2
d2 ϕ1(η)

dΩ2
+Ω(η)

dϕ1(η)

dΩ
+
(
Ω(η)2 − n2

)
ϕ1(η) = 0 (2.115a)

Ω(η)2
d2 ϕ2(η)

dΩ2
+Ω(η)

dϕ2(η)

dΩ
−
(
Ω(η)2 + n2

)
ϕ2(η) = 0 (2.115b)
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Las soluciones a la ecuación (2.115a) vienen definidas por las funciones de Bessel de

primera especie y segunda especie de orden n:

Jn
(
Ω(η)

)
(2.116a)

Yn

(
Ω(η)

)
(2.116b)

Las soluciones a la ecuación (2.115b) vienen definidas por las funciones de Bessel modifi-

cadas de primera especie y segunda especie de orden n:

In
(
Ω(η)

)
(2.117a)

Kn

(
Ω(η)

)
(2.117b)

De modo que la solución a la ecuación (2.83) seŕıa la combinación lineal de estas cua-

tro soluciones, siendo ponderadas por coeficientes obtenidos a partir de las condiciones de

contorno:

U(x) = AJn

(
Ω
(
η(x)

))
+B Yn

(
Ω
(
η(x)

))
+ C In

(
Ω
(
η(x)

))
+DKn

(
Ω
(
η(x)

))
(2.118)

Para terminar de definir el sistema, se debe formular el resto de variables propias. En

primer lugar, el giro presenta la misma expresión que en el caso de sección constante (2.57).

Por otro lado, las expresiones del momento y el cortante presentan la siguiente forma:

M = EIbase

(
1− α

x

L

)n+2 d2U(x)
dx2

(2.119a)

Q = EIbase
d

dx

((
1− α

x

L

)n+2 d2U(x)
dx2

)
(2.119b)

2.1.3. Concepto de impedancia

Ante la conveniencia de simplificar sistemas con diversos elementos, se recurre a un proceso

de subestructuración. Mediante este proceso se sustituye la influencia de parte del sistema

por una impedancia que resume la interacción de los elementos eliminados con la estructura

a estudiar. Este procedimiento aparece reflejado en la figura 2.6.

En valor de la impedancia que aparece es tal que cumple la siguiente relación para aquella

parte del sistema que se desea excluir:


 Fh

Mg


 =


 Khh Khg

Kgh Kgg




︸ ︷︷ ︸
Matriz de
impedancia

·


 U

Θ


 (2.120)
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Figura 2.6: Representación de subestructuración.

Donde U representa el desplazamiento lateral de la base, Θ el giro de la base, Fh la fuerza

horizontal en la base y Mg el momento en la base.

Esta matriz de impedancia es tal que cuando el sistema a estudio sufre un desplazamiento

cualquiera en en dicho punto, se ejercen sobre él las mismas cargas a las que se veŕıa sometido

si se agregase la porción extráıda. Debido a la propiedad de simetŕıa, el valor de Khg debe

ser igual a Kgh.

Para obtener el valor de los elementos de la matriz de impedancia se debe resolver la parte

del sistema a extraer de forma aislada. Las condiciones de contorno son las mismas que teńıa

en el problema inicial, exceptuando las del punto de estudio, las cuales variarán en función de

los términos de la matriz a calcular. Se necesitan resolver tantos problemas como variables,

en los que se obliga un valor unitario en una de ellas y nulo en el resto, obteniéndose aśı las

cargas que permiten dicha condición. Aplicado al caso de dos grados de libertad comentado

anteriormente:

Se impone un desplazamiento horizontal unitario y se anula el giro:

U = 1

Θ = 0



 =⇒


 Fh

Mg


 =


 Khh

Kgh


 (2.121)
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Se impone un giro unitario y se anula el desplazamiento horizontal:

U = 0

Θ = 1



 =⇒


 Fh

Mg


 =


 Khg

Kgg


 (2.122)

2.1.4. Condiciones de contorno

Hallar la solución a la ecuación de gobierno de cada uno de los elementos del sistema

únicamente corresponde a una parte del problema. Para completar su resolución se debe

definir cómo interaccionan entre ellos y con otros elementos externos que puedan aparecer.

Éstas son las llamadas condiciones de contorno, que definen el valor de los coeficientes A, B,

C y D comentados en la sección anterior. Como es lógico, se requiere de cuatro condiciones

de contorno por cada tramo que componga el sistema. A continuación, se irán detallando las

condiciones de contorno que delimitan cada una de las siguientes situaciones.

2.1.4.1. Torre en base ŕıgida

Se considera que la torre se encuentra en base ŕıgida cuando se suponga que está unida de

forma infinitamente ŕıgida a una base, como podŕıa ser un suelo con una dureza muy elevada.

En este caso, las condiciones de contorno que definen la base consisten en el desplazamiento

y giro a los que se ve sometida esta sección debido directamente a los desplazamientos del

terreno.

Por otro lado, en el extremo superior, se debe considerar la interacción con la góndola.

Este elemento se puede modelar como una masa puntual Mgóndola y una inercia rotacional

puntual Jgóndola, de modo que para equilibrarla aparecerán una fuerza y un momento direc-

tamente proporcionales a la aceleración lineal y a la aceleración angular que sufre la góndola,

respectivamente.

finercia(t) = −Mgóndola
d2utorre(Ltorre, t)

dt2
(2.123a)

minercia(t) = −Jgóndola
d2θtorre(Ltorre, t)

dt2
(2.123b)

Transformando estas expresiones al dominio de la frecuencia:

Finercia = ω2 Mgóndola Utorre(Ltorre) (2.124a)

Minercia = ω2 JgóndolaΘtorre(Ltorre) (2.124b)

Para cumplir el equilibrio, las cargas que actúan en el extremo superior de la torre deben

ser iguales a las fuerzas de inercia. De este modo, y considerando también las condiciones de
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la base, se puede definir las condiciones de contorno en base ŕıgida:

Utorre(0) = Ubase

Θtorre(0) = Θbase

−Qtorre(Ltorre)− ω2Mgóndola Utorre(Ltorre) = 0

Mtorre(Ltorre)− ω2 JgóndolaΘtorre(Ltorre) = 0





(2.125)

2.1.4.2. Torre en base flexible

En contraposición al caso explicado anteriormente, se considera que la torre se encuentra

en base flexible cuando se produce un desplazamiento relativo con respecto al desplazamiento

del suelo. Este caso se modela mediante la aparición de una impedancia (ya explicada en la

sección 2.1.3) que ejerce una fuerza proporcional al desplazamiento relativo. La relación entre

las cargas que recibe y los desplazamientos que sufre se puede extraer de la relación matricial

(2.120), teniendo en cuenta que las cargas son en sentido contrario a los desplazamientos.

Fimpedancia = −Khh Utorre(0) −Khg Θtorre(0) (2.126a)

Mimpedancia = −Kgh Utorre(0) −Kgg Θtorre(0) (2.126b)

Igualando estas fuerzas a las cargas que recibe la torre en la base y considerando la

interacción con la góndola de igual manera que en el caso de base ŕıgida, se obtienen las

condiciones de contorno en base flexible:

Qtorre(0) +Khh Utorre(0) +Khg Θtorre(0) = 0

−Mtorre(0) +Kgh Utorre(0) +Kgg Θtorre(0) = 0

−Qtorre(Ltorre)− ω2 Mgóndola Utorre(Ltorre) = 0

Mtorre(Ltorre)− ω2 JgóndolaΘtorre(Ltorre) = 0





(2.127)

2.1.4.3. Torre sobre subestructura en base ŕıgida

Este caso es muy similar al descrito para la torre en base ŕıgida. Únicamente se debe

diferenciar que la unión ŕıgida con la base se encuentra en la subestructura en lugar de la

torre, además de aplicar las condiciones de continuidad. Dichas condiciones de continuidad

consisten en igualar el desplazamiento, el giro, el cortante y el momento en el punto de unión
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entre la torre y la subestructura.

Usubestructura(0) = Ubase

Θsubestructura(0) = Θbase

Usubestructura(Lsubestructura)− Utorre(0) = 0

Θsubestructura(Lsubestructura)−Θtorre(0) = 0

Qsubestructura(Lsubestructura)−Qtorre(0) = 0

Msubestructura(Lsubestructura)−Mtorre(0) = 0

−Qtorre(Ltorre)− ω2Mgóndola Utorre(Ltorre) = 0

Mtorre(Ltorre)− ω2 JgóndolaΘtorre(Ltorre) = 0





(2.128)

2.1.4.4. Torre sobre subestructura en base flexible

Esta última disposición del aerogenerador que se aborda en este trabajo es conceptual-

mente equivalente al descrito para la torre en base flexible. Al igual que en el anterior caso, se

debe considerar la continuidad entre la subestrurctura y la torre. Las condiciones de contorno

resultan:

Qsubestructura(0) +Khh Usubestructura(0) +Khg Θsubestructura(0) = 0

−Msubestructura(0) +Kgh Usubestructura(0) +Kgg Θsubestructura(0) = 0

Usubestructura(Lsubestructura)− Utorre(0) = 0

Θsubestructura(Lsubestructura)−Θtorre(0) = 0

Qsubestructura(Lsubestructura)−Qtorre(0) = 0

Msubestructura(Lsubestructura)−Mtorre(0) = 0

−Qtorre(Ltorre)− ω2Mgóndola Utorre(Ltorre) = 0

Mtorre(Ltorre)− ω2 JgóndolaΘtorre(Ltorre) = 0





(2.129)

2.1.4.5. Cimentación

Para terminar de definir el problema, se debe determinar las condiciones de contorno de

la cimentación. Se ha optado por considerar la punta del pilote libre, esto quiere decir que

en el extremo inferior se anulan el cortante y el momento. Además, en el extremo superior

se debe imponer las condiciones de desplazamiento o giro necesarias para poder realizar el

procedimiento de cálculo de la impedancia descrito en la sección 2.1.3. De este modo, las
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condiciones de contorno seŕıan de forma general:

Ucimentación(0) = Ubase

Θcimentación(0) = Θbase

Qcimentación(−Lcimentación) = 0

Mcimentación(−Lcimentación) = 0





(2.130)

Empleando los valores de Ubase y Θbase correspondientes a la impedancia que se desee

calcular.

2.1.5. Terreno estratificado

Suponer que las propiedades del terreno permanecerán constantes a lo largo de toda la

longitud del pilote no se ajusta a la realidad. Es probable que aparezcan diferentes estratos

claramente diferenciados o un perfil que vaŕıa paulatinamente con la profundidad. Para poder

abordar estos problemas se va a considerar la introducción de diferentes estratos. A pesar

de que el caso del perfil variable no consiste en múltiples estratos, sino que presenta una

evolución continua, se puede modelar de esta manera dividiendo el terreno en un número

suficiente de estratos de dimensión reducida con las propiedades medias a cada profundidad.

Para cada estrato, el modo de definir y resolver la ecuación de gobierno para la inter-

acción suelo-estructura no presenta ninguna diferencia a lo presentado en la sección 2.1.2.3

siempre y cuando las propiedades dentro de cada estrato se mantengan constantes. Sin em-

bargo, la imposición de las condiciones de contorno necesaria para obtener los coeficientes de

ponderación para cada estrato (j Aj , Bj, Cj y Dj) debe de realizarse de manera acoplada

teniendo en cuenta todos los estratos del terreno. Estas condiciones de contorno corresponden

por un lado a las condiciones exteriores de la cimentación (condiciones en la cabeza y punta

del pilote), y por otro a las condiciones de continuidad entre los tramos correspondientes a

distintos estratos. Esta última condición de continuidad impone que, en el punto de unión

entre estratos, el desplazamiento, giro, cortante y momento coincidan independientemente

del tramo que se emplee para su cálculo:

Uj(−lj)− Uj+1(0) = 0

Θj(−lj)−Θj+1(0) = 0

Qj(−lj)−Qj+1(0) = 0

Mj(−lj)−Mj+1(0) = 0





(2.131)

Donde el sub́ındice j hace alusión al tramo de la cimentación que se estudia, siendo el

tramo j + 1 el tramo contiguo situado a más profundidad.
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Además, en el caso de un terreno estratificado, se debe tener en cuenta que la expresión

del campo incidente depende del estrato en el que se compute. Aśı, para obtener los valores

de las amplitudes de las ondas que suben y bajan por cada estrato j (β1j , β2j ), deben

imponerse tanto las condiciones de contorno de superficie libre, como las de continuidad de

desplazamientos y tensiones entre cada interfase:

UIj(−lj)− UIj+1
(0) = 0

τxzj(−lj)− τxzj+1
(0) = 0



 (2.132)

2.1.6. Introducción del amortiguamiento. Amortiguamiento histerético

Definir el amortiguamiento de un sistema es una tarea de gran complejidad para la que to-

dav́ıa no se poseen procedimientos teóricos. La forma de conocerlo consiste en realizar ensayos

y comparar los resultados con modelos teóricos de donde se pueda extraer sus propiedades.

Debido al carácter experimental del proceso, se busca introducir el amortiguamiento den-

tro de las propiedades del material, de forma que la formulación ya contrastada no se vea

alterada.

En cuanto a las propiedades del amortiguamiento con respecto a la respuesta frente a una

excitación periódica, se destaca la aparición de un desfase entre la excitación y la respuesta.

La forma de producir este fenómeno en el ámbito teórico es forzando a que la relación di-

recta entre la excitación y la respuesta sea mediante un valor en el dominio de los números

complejos.

Un modelo extendido en la implementación del amortiguamiento del material es el amor-

tiguamiento histerético. Este tipo de amortiguamiento, independiente de la frecuencia, se

introduce simplemente redefiniendo las propiedades elásticas del material tal que:

E = Ematerial (1 + 2 ξ i) (2.133)

Donde ξ representa el factor de amortiguamiento histerético del material en tanto por

uno.

2.2. Sistema equivalente de un grado de libertad

Independientemente de la complejidad del sistema, e incluso, del modo de aplicación del

amortiguamiento, puede resultar interesante la obtención de un sistema equivalente de un

grado de libertad con amortiguamiento viscoso. La respuesta de dicho sistema de un único
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grado de libertad constituye un problema clásico de dinámica cuya solución anaĺıtica conlleva

expresiones sencillas que permiten la caracterización dinámica del sistema complejo estudiado.

La principal forma de caracterizar el sistema es a partir de su frecuencia natural de vibración,

por lo que el objetivo será hallar la equivalencia entre la frecuencia natural que se obtenga

en el problema completo y en el sistema equivalente de un grado de libertad.

La ecuación de gobierno de un sistema de un único grado de libertad en vibración libre

es (ver p.ej. [3]):

k̂ u(t) + ĉ
du(t)

dt
+ m̂

d2u(t)

dt2
= 0 (2.134)

Donde k̂ representa la rigidez del sistema, ĉ la relación entre la fuerza viscosa y la velocidad

del sistema y m̂ su masa. Si se pasa esta ecuación al dominio de la frecuencia:

k̂ U + iω ĉ U − ω2 m̂U = 0 (2.135)

Dividiendo la ecuación por m̂ y sacando factor común de U :
(

k̂

m̂
+ iω

ĉ

m̂
− ω2

)
U = 0 (2.136)

Debido a que el desplazamiento U no puede valer 0 para un sistema oscilando, se debe

cumplir que:

k̂

m̂
+ iω

ĉ

m̂
− ω2 = 0 (2.137)

Por medio de las definiciones de frecuencia natural y factor de amortiguamiento para estos

sistemas:

ω2
n =

k̂

m̂
(2.138a)

ξ =
ĉ

2 m̂ ωn
(2.138b)

Se introducen en la ecuación (2.137) y cambiando el signo:

−ω2
n − iω (2 ξ ωn) + ω2 = 0 (2.139)

Se obtiene una ecuación de segundo grado de variable ω. Resolviendo:

ω =
2 ξ ωn i±

√
−4 ξ2 ω2

n + 4ω2
n

2
(2.140)

Que se reduce a:

ω = ξ ωn i±
√
−ξ2 ω2

n + ω2
n (2.141)
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Debido a las caracteŕısticas del problema, únicamente resultan de interés las frecuencias

de vibración positivas. De este modo, se descarta la solución con parte real negativa y se

extrae factor común de ωn:

ω = ωn

√
1− ξ2 + ξ ωn i (2.142)

De esta forma, se ha resuelto el problema de autovalores relativo al sistema de un grado

de libertad. Analizando la solución (2.142), se observa que aquella frecuencia que resuelve

la ecuación (2.135) presenta una parte real y una parte compleja. De este modo, igualando

esta expresión a la frecuencia que se obtenga en el problema completo permite conocer el

valor de ωn y ξ que presentaŕıa el sistema equivalente de un grado de libertad. Para hallar las

relaciones de estas propiedades con la frecuencia compleja obtenida se comienza por calcular

su valor absoluto:

|ω| =
√(

ωn

√
1− ξ2

)2
+ (ξ ωn)

2 = ωn

√
1− ξ2 + ξ2 = ωn (2.143)

Por otro lado, separando la parte imaginaria de ω:

Im (ω) = ξ ωn = ξ |ω| (2.144)

De esta forma, por medio de las ecuaciones (2.143) y (2.144) se obtiene el valor de la

frecuencia natural y el factor de amortiguamiento del sistema de un grado de libertad con

amortiguamiento viscoso equivalente al sistema completo:

ωn = |ω| (2.145a)

ξ =
Im (ω)

|ω| (2.145b)

2.3. Cálculo del modo propio de vibración

2.3.1. Notación matricial

Como se ha visto al hallar las soluciones anaĺıticas para las distintas hipótesis considera-

das, todas ellas dependen de cuatro coeficientes que delimitan las condiciones de contorno.

Este hecho permite que todas ellas se puedan expresar en notación matricial. A modo de

ejemplo, para el paso a notación matricial se partirá de la solución de la ecuación de gobierno

de la interacción suelo estructura sin inercia rotacional (2.82), debido a que posee un término
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independiente.

U(x) = A eλx +B e−λx + C cos(λx) +D sen(λx) + ŝUI(x)

⇓

U(x) =
[
eλx e−λx cos(λx) sen(λx)

]
·




A

B

C

D



+ ŝUI(x)

(2.146)

Esta transformación es completamente válida para ser aplicada a las otras variables del

sistema: Θ, Q y M; ya que se componen de relaciones lineales con respecto a U . De este

modo, es posible expresar cualquier condición de contorno de las explicadas en la sección

2.1.4 en forma matricial, obteniéndose una expresión del tipo:

(
Condición
externa

)i
=

n∑

j=1




[
hij1 hij2 hij3 hij4

]
·




Aj

Bj

Cj

Dj







+
(

Término
independiente

)i
(2.147)

Donde i representa la ecuación de la condición de contorno que se esté representando, n

el número de elementos que componen el sistema, j el elemento que participa en el cálculo

y hijk se obtiene de las expresiones correspondientes a los desplazamientos, giros, flectores y

cortantes obtenidas con anterioridad, y particularizadas al punto donde se aplique la condición

de contorno. Restando la ecuación por el término independiente, se puede expresar como:

[
cci
]
=

n∑

j=1




[
hij1 hij2 hij3 hij4

]
·




Aj

Bj

Cj

Dj







(2.148)

Donde cci incorpora tanto el valor de la condición de contorno como la posible contribución

del término libre a la variable en cuestión. Combinando todas las ecuaciones que definen las

condiciones de contorno, se puede componer el sistema de ecuaciones en notación matricial.

De forma ilustrativa, se presenta la forma que presentaŕıa el sistema de ecuaciones para un

sistema con un sólo elemento:



cc1

cc2

cc3

cc4



=




h111 h112 h113 h114

h211 h212 h213 h214

h311 h312 h313 h314

h411 h412 h413 h314



·




A1

B1

C1

D1




(2.149)
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Cabe destacar que, dado que sólamente participa un elemento, el supeŕındice j vale 1.

Por otro lado, el supeŕınidice i va creciendo desde 1 hasta 4, dependiendo de la ecuación en

la que actúe.

A continuación, se mostrará el sistema de ecuaciones en el caso de que el sistema conste

de dos elementos:




cc1

cc2

cc3

cc4

cc5

cc6

cc7

cc8




=




h111 h112 h113 h114 h121 h122 h123 h124

h211 h212 h213 h214 h221 h222 h223 h224

h311 h312 h313 h314 h321 h322 h323 h324

h411 h412 h413 h414 h421 h422 h423 h424

h511 h512 h513 h514 h521 h522 h523 h524

h611 h612 h613 h614 h621 h622 h623 h624

h711 h712 h713 h714 h721 h722 h723 h724

h811 h812 h813 h814 h821 h822 h823 h824




·




A1

B1

C1

D1

A2

B2

C2

D2




(2.150)

En este segundo caso, el supeŕındice j toma valor de 1 en las primeras cuatro columnas de

la matriz y en las primeras cuatro filas del vector al que multiplica, siendo éstos los términos

provenientes de la solución del primer elemento del sistema; mientras que toma valor de 2

en las últimas cuatro columnas de la matriz y en las últimas cuatro filas del vector al que

multiplica, siendo éstos los términos provenientes de la solución del segundo elemento del

sistema. Por otro lado, el supeŕınidice i va creciendo desde 1 hasta 8, dependiendo de la

ecuación en la que actúe. Como es lógico, el supeŕınice i debe crecer hasta 4n, ya que debe

haber cuatro ecuaciones por cada elemento que componga el sistema.

De forma esquemática, se va a representar el sistema de la siguiente forma general:

{CC} = [H] · {A} (2.151)

Donde el vector {CC} representa las condiciones de contorno que afectan al problema en

cuestión (incluyendo la contribución del término libre, en su caso), el vector {A} los coefi-

cientes que definen por completo la solución de cada elemento y la matriz [H] la relación que

guardan ambos vectores entre ellos. Esta notación permite obtener el valor de los coeficientes

de cada elemento de una manera muy simple:

{A} = [H]−1 · {CC} (2.152)
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2.3.2. Cálculo de la frecuencia propia

Se define como frecuencia propia de un sistema aquella a la que tiende a oscilar en vi-

bración libre. Dicha frecuencia se caracteriza porque supone un máximo para la amplitud

de la respuesta. Partiendo de esta propiedad, y relacionándola con la ecuación (2.151), se

puede deducir que la frecuencia propia será aquella que produzca la vibración del sistema

cuando la excitación se reduzca al mı́nimo. Desde un punto de vista teórico, se puede plan-

tear que el sistema oscilará incluso cuando la excitación externa se haya visto reducida a 0,

matemáticamente queda aśı:

{0} = [H] · {A} (2.153)

Cabe destacar que al anular completamente la excitación externa, también se hace nece-

sario anular la aportación de la excitación śısmica en la formulación de la cimentación.

Este sistema de ecuaciones se trata de un sistema homogéneo. Este tipo de sistemas

presentan la particularidad de que si el rango de la matriz [H] es igual al número de variables

la solución del sistema es la trivial. Sin embargo, si el rango de la matriz es menor que el

número de variables, existen infinitas soluciones, todas ellas proporcionales entre śı.

La manera de comprobar que el rango de la matriz es menor que el número de variables

es calculando su determinante y observar si da 0. De forma inversa, se podŕıa calcular el

determinante e igualarlo a 0, siendo todas aquellas frecuencias que cumplan la ecuación las

llamadas frecuencias propias o naturales del sistema. De esta forma se resuelve el problema

de autovalores.

|H| = f(ω) = 0 =⇒





ω1

ω2

ω3

...

ω∞

(2.154)

Un sistema continuo como el descrito en este trabajo presenta infinitos modos de vibra-

ción, cada uno a una frecuencia diferente; aunque en la respuesta frente a una excitación dada

los primeros modos suelen ser los únicos relevantes. El valor de la frecuencia obtenida será un

número real si todas las propiedades del sistema son números reales; en caso contrario, se debe

emplear las relaciones obtenidas en la sección 2.1.6. Por último, este procedimiento es com-

pletamente válido para las distintas disposiciones comentadas en la sección 2.1.4, únicamente

siendo necesaria la correcta aplicación de las condiciones de contorno comentadas.
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2.3.3. Cálculo del modo de vibración

Como ya se comentó anteriormente, a la frecuencia propia existen infinitas soluciones a

la ecuación (2.153), todas ellas proporcionales entre śı. La manera de conocer cuánto valen

los coeficientes que definen la solución de cada elemento es asignar un valor aleatorio (por

simplicidad se suele tomar la unidad) a uno de los coeficientes y resolver el sistema de 4n−
1 ecuaciones que resulta. De esta forma se obtiene el valor que deben tener el resto de

variables con respecto a la primera, pudiendo obtenerse cualquiera de las infinitas soluciones

multiplicando todas las variables por una constante.

Debido a que no se sigue ningún criterio para asignar el valor inicial a la primera variable,

la amplitud de la respuesta presentará un valor imprevisible, siendo bastante probable que

resulte fuera de escala. Por este motivo, se tiende a normalizar el resultado. Para ello se

obtiene el valor de la deformada a lo largo de todo el sistema y se obtiene el valor de la

máxima amplitud que se registre. Dividiendo la respuesta por este valor se garantiza que

todos los modos presenten una amplitud máxima de 1, pudiendo compararse entre ellos.

2.4. Cálculo de envolventes de esfuerzos

La envolvente de esfuerzos de una estructura representa el valor máximo de dicho es-

fuerzo al que se ve sometida la estructura en cada uno de sus puntos ante una solicitación

determinada, sin necesidad de simultaneidad.

2.4.1. Resolución en el dominio del tiempo

Para hallar la envolvente de esfuerzos de una estructura es necesario trabajar en el dominio

del tiempo. Sin embrago, este enfoque presenta una mayor complejidad anaĺıtica. Por este

motivo, y fundamentado en la linealidad del problema, se hace uso del dominio de la frecuencia

para su resolución. El paso de un dominio a otro se explica a continuación, aplicándolo desde el

punto de vista del tratamiento del sismo y del tratamiento de la respuesta. Este procedimiento

de resolución es análogo al standard frequency-domain method [3].

2.4.1.1. Tratamiento del sismo

La excitación śısmica es registrada mediante una serie de datos que recogen la aceleración

medida en la superficie del terreno y el paso de tiempo que trascurre entre cada medición. Este
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registro temporal se transforma al dominio de la frecuencia por medio de la Transformada

de Fourier, obteniendo la amplitud de la aceleración en la superficie del terreno para cada

frecuencia de excitación.

2.4.1.2. Tratamiento de la respuesta

Conociendo la amplitud de la aceleración del terreno para cada una de las frecuencias y

el valor del cortante y el momento a lo largo del sistema para cada frecuencia suponiendo

un desplazamiento unitario de la superficie del terreno (ver sección 2.4.2), se puede aplicar

la linealidad del sistema para conocer el cortante y el momento en el sistema para cada una

de las frecuencias de excitación:

Qi(x) = Qdesplazamiento unitarioi(x)
aterrenoi
−ω2

i

(2.155a)

Mi(x) = Mdesplazamiento unitarioi(x)
aterrenoi
−ω2

i

(2.155b)

Donde el sub́ındice i indica la frecuencia de excitación para la que se realiza el cálculo.

Por último, se aplica la Transformada de Fourier Inversa para obtener el cortante y el

momento en el dominio del tiempo. De este modo, para formar la envolvente de esfuerzos,

únicamente interesa recoger el máximo valor absoluto del cortante y del momento en cada

uno de los puntos de la estructura.

2.4.2. Resolución en el dominio de la frecuencia

Para conocer el valor del cortante y del momento para cada una de las frecuencias que

se requieren en el procedimiento anterior, suponiendo que la excitación śısmica produce un

desplazamiento unitario en la superficie del terreno, se siguen los pasos detallados a conti-

nuación.

2.4.2.1. Impedancia de la estructura

En primer lugar, se obtiene la impedancia del aerogenerador, con el fin de introducirla

como condición de contorno para la cimentación. Ya sea la torre de forma aislada o coloca-

da sobre la subestructura, se parte de su hipótesis de base ŕıgida mediante las condiciones

de contorno (2.125) o (2.128), respectivamente. Siguiendo el procedimiento explicado en la
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sección 2.1.3:

Ubase = 1

Θbase = 0



 =⇒


 Fh

Mg


 =


 Khh

Kgh


 (2.156a)

Ubase = 0

Θbase = 1



 =⇒


 Fh

Mg


 =


 Khg

Kgg


 (2.156b)

Obteniendo aśı su impedancia:

KAerogenerador =


 Khh Khg

Kgh Kgg


 (2.157)

2.4.2.2. Solución de la cimentación

Una vez obtenida la matriz de impedancia del aerogenerador, se debe introducir como

condición de contorno en la cabeza de la cimentación, de forma análoga a como se haćıa en

la disposición de base flexible. De modo que las condiciones de contorno son:

−Qcimentación(0) +Khh Ucimentación(0) +Khg Θcimentación(0) = 0

Mcimentación(0) +Kgh Ucimentación(0) +Kgg Θcimentación(0) = 0

Qcimentación(−Lcimentación) = 0

Mcimentación(−Lcimentación) = 0





(2.158)

Al contrario que para hallar la frecuencia propia, en este paso se debe considerar la

excitación śısmica, que será la fuente de excitación del problema. De esta forma, se puede

resolver la cimentación, hallando el desplazamiento, giro, cortante y momento a lo largo de

toda su longitud.

2.4.2.3. Esfuerzos en la estructura

Una vez resuelto el problema en la cimentación, se puede hallar la solución del resto del

sistema. Para ello, únicamente se debe aplicar las condiciones de contorno expuestas para

base ŕıgida (2.125) o (2.128) y asignar como desplazamientos de la base los desplazamientos

y giros que sufre la cabeza del pilote, que han sido obtenidos en el paso anterior:

Ubase = Ucimentación(0)

Θbase = Θcimentación(0)



 (2.159)

De este modo, se obtiene el resto de la solución, conociendo el valor del cortante y el

momento a lo largo de todo el sistema para cada una de las frecuencias que se precisen.
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2.4.3. Comparación de resultados (sistema desacoplado)

Una vez obtenidas las envolventes de esfuerzos del sistema en su conjunto, puede resultar

interesante calcular también la que presentaŕıan el aerogenerador y la cimentación de forma

aislada. De este modo, se analiza fácilmente el efecto que produce cada elemento al acoplarse

al otro. Para realizar el cálculo de las envolventes de esfuerzos del sistema desacoplado, se sigue

un procedimiento análogo al empleado para el sistema acoplado, modificando las condiciones

de contorno.

2.4.3.1. Aerogenerador desacoplado

Para el estudio de las envolventes de esfuerzos del aerogenerador desacoplado, se consi-

deran las condiciones de contorno expuestas para base ŕıgida (2.125) o (2.128) y se fuerza

que el desplazamiento de la base coincida con el desplazamiento de la superficie del terreno,

impidiendo el giro:

Ubase = UI(0)

Θbase = 0



 (2.160)

2.4.3.2. Cimentación desacoplada

En el cálculo de las envolventes de esfuerzos de la cimentación desacoplada, se debe

eliminar la impedancia proporcionada por el aerogenerador. De esta forma quedaŕıa que las

condiciones de contorno en la cabeza imponen que se anule el cortante y el momento. En este

tipo de estructuras, el criterio de dimensionamiento más exigente suele proceder del momento

flector; por lo que imponer que valga 0 en la cabeza no proporciona una referencia relevante.

Para evitar esto, se suele considerar que se empotra el giro en cabeza, anulándolo, lo que se

resume en las siguientes condiciones de contorno:

Qcimentación(0) = 0

Θcimentación(0) = 0

Qcimentación(−Lcimentación) = 0

Mcimentación(−Lcimentación) = 0





(2.161)



Caṕıtulo 3

Aplicación Informática

En este caṕıtulo se trata la arquitectura general y el funcionamiento la Aplicación In-

formática desarrollada para este trabajo. En ella se aplican los conceptos formulados en el

modelo matemático presentado en el caṕıtulo anterior, y se da respuesta a los cálculos de la

frecuencia propia y envolvente de esfuerzos para un aerogenerador offshore monopilotado.

Esta aplicación está elaborada en Lenguaje M, empleando como entorno de trabajo el pro-

grama Matlab. Este programa presenta una gran versatilidad para el cálculo computacional,

simplificando considerablemente la implementación. Este hecho lo convierte en una herra-

mienta de programación y prototipado ampliamente extendida.

3.1. Descripción general

3.1.1. Problemas a resolver

La Aplicación Informática que aqúı se presenta está desarrollada para el análisis de un

aerogenerador cimentado mediante un monopilote. Además, permite introducir una subes-

tructura para la torre, de modo que se puede aplicar a aerogeneradoes offshore, cimentados

en el lecho marino.

Para el aerogenerador introducido, se pueden ejecutar dos cálculos diferenciados. Siendo

decisión del usuario si se desea realizar ambos o únicamente uno de los dos.

Frecuencia propia del aerogenerador en base ŕıgida y en base flexible y, si se incluye

una subestructura, de la torre en base ŕıgida.

Envolvente de esfuerzos (cortante y momento flector) frente a un sismo suministrado
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en los datos para ciertos puntos de muestreo a lo largo de la torre, la subestructura (si

se incluye) y la cimentación; comparando los resultados con el aerogenerador en base

ŕıgida y la cimentación con el giro en cabeza empotrado.

3.1.2. Funcionamiento de la Aplicación Informática

La figura 3.1 muestra un diagrama de flujo que representa el funcionamiento global de la

Aplicación Informática. El programa se divide en dos bloques claramente diferenciados, cada

uno de ellos enfocado a realizar uno de los cálculos que se han incluido en el programa. Los

bloques son independientes el uno del otro, por lo que en cada ejecución se decide si se realiza

el cálculo en cuestión; dependiendo de la información introducida en la entrada de datos.

El primer bloque se compone de los procesos 1.1., 1.2. y 1.3.; donde se siguen procedi-

mientos bastante similares. En primer lugar se obtienen las expresiones, en forma vectorial,

del desplazamiento, giro, cortante y momento dependientes de los coeficientes {A} para cada

uno de los tramos implicados. A continuación, se construye la matriz [H] y se busca el primer

valor de ω que anule su determinante. Para reducir el coste computacional, conviene emplear

la frecuencia en base ŕıgida como punto de partida para buscar la frecuencia en base flexible;

ya que esta será siempre menor que la primera, alejándose de ella en mayor o menor medida

en función de la rigidez del soporte. En el cálculo de la frecuencia en base ŕıgida se fuerza a

que las propiedades del problema sean reales, por lo que se omite la influencia del amortigua-

miento. Sin embargo, en el cálculo de la frecuencia en base flexible el resultado será, por lo

general, un número complejo, por lo que se obtiene el valor de la frecuencia natural y el fac-

tor de amortiguamiento del sistema equivalente de un grado de libertad con amortiguamiento

viscoso.

En cuanto al segundo bloque, se comienza calculando la Transformada de Fourier del

registro del sismo (2.1.). Seguidamente, empieza un bucle (2.2.) en el que se realiza una serie

de subprocesos para cada frecuencia de excitación proveniente del sismo. Dicho bucle se inicia

calculando el valor de los coeficientes que definen la solución del sistema para dos situaciones:

desplazamiento unitario en la base y giro unitario en la base (2.2.1.). Para estas condiciones

de contorno, se obtienen los esfuerzos a lo largo de la torre y la subestructura (2.2.2. y 2.2.3.).

Estos procesos se aplican ya que la solución definitiva se obtendrá por superposición (explicado

más adelante). A continuación, se buscan los esfuerzos en la cimentación, comenzando su

cálculo cuando se encuentra desacoplada (2.2.4.). Tras este paso, se calcula la impedancia

suministrada por el aerogenerador (2.2.5.) y se introduce como condición de contorno en la
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Figura 3.1: Diagrama de flujo de la Aplicación desarrollada.

cimentación para obtener sus esfuerzos cuando se encuentra acoplada al sistema (2.2.6.).

Finalizado el bucle 2.2., se calculan los esfuerzos del sistema en el dominio de la frecuencia.

En el caso de la cimentación, únicamente se debe multiplicar los esfuerzos obtenidos durante
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el bucle por la amplitud que posee la excitación śısmica a cada frecuencia (2.3.). Por otro

lado, se emplea la superposición para conocer los esfuerzos a lo largo de la torre y la subes-

tructura (2.3.). Para ello, se multiplican los esfuerzos para un desplazamiento unitario por el

desplazamiento de la base y los esfuerzos para un giro unitario por el giro de la base, sumando

ambos resultados. Cabe destacar que, en el caso del sistema desacoplado, el desplazamiento

de la base es el desplazamiento producido en la superficie del terreno por el sismo y el giro

es nulo; mientras que, en el caso del sistema acoplado, el desplazamiento y giro de la base

seŕıan los obtenidos en la cabeza de la cimentación multiplicados por la amplitud que posee

la excitación śısmica a cada frecuencia. Seguidamente, se aplica la Transformada de Fourier

inversa para conocer los esfuerzos en el dominio del tiempo (2.4.). Con estos resultados, se

calculan las envolventes de esfuerzos (2.5.), buscando el máximo valor absoluto que registra

cada punto. Por último, se grafican los resultados (2.6.), diferenciando el sistema acoplado

del desacoplado.

3.2. Descripción detallada

3.2.1. Entrada y salida de datos

La Aplicación Informática ha sido diseñada de forma que se le introducen una serie de

estructuras de datos de entrada y devuelve una estructura de datos de salida. Para simplificar

la entrada de datos por parte del usuario, se ha definido un fichero de datos en el que se

introducen las caracteŕısticas del problema y del que se obtendrán las estructuras de datos

de entrada ya mencionadas. Estos elementos serán descritos a continuación.

3.2.1.1. Fichero de datos del problema

El fichero de datos que define las caracteŕısticas del problema debe seguir un formato

determinado, adjuntándose un ejemplo en el apéndice A (el fichero de datos adjunto recoge

las propiedades relativas a la ejecución del aerogenerador 1 en el suelo 1, empleado en el

caṕıtulo de resultados). Este fichero se divide en una serie de bloques, siendo el primero de

ellos el que designa los cálculos que se realizan y el resto donde se introducen las propiedades

del sistema.

El primer bloque del fichero de datos contiene cuatro puntos. Los dos primeros indican

qué cálculos se ejecutan, debiendo escribir Śı o No para tomar la decisión. Seguidamente, se

introduce el nombre del fichero que recoge la señal del sismo y el paso de tiempo de la señal.
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Los cuatro bloques siguientes se corresponden con las propiedades de la góndola, la torre,

la subestructura y el pilote. En ellos únicamente se debe introducir el valor de la caracteŕıstica

que se solicita. Con respecto a la ĺınea de Número de puntos, se introduce el número de puntos

de muestreo que se desea que considere el programa al realizar el cálculo de las envolventes.

Por otro lado, en el bloque relativo a la subestructura, se comienza con Activar:, donde se

indica con Śı o No en función de si se va a considerar que el aerogenerador dispone o no

dispone de subestructura.

Con respecto al último bloque, se introducen las propiedades del terreno. Se comienza

indicando el número de estratos que se va a considerar en el problema, y se repite el conjunto

de seis filas por cada estrato que halla. En dicho conjunto se coloca el identificador del estrato

y sus propiedades.

3.2.1.2. Estructuras de datos de entrada

Partiendo del fichero de datos de entrada, la función Leer datos.m genera las estructuras

de datos de entrada necesarias para la Aplicación Informática. Dichas estructuras son cinco:

gondola, torre, subestructura, pile y suelo; recogiendo, cada una de ellas, toda la información

necesaria para la correcta aplicación del procedimiento.

3.2.1.3. Estructura de datos de salida

La Aplicación Informática devuelve una estructura de datos de salida (resul) donde apa-

recen los resultados que devuelve el programa. En el caso de que únicamente se solicite el

cálculo de la frecuencia propia, la estructura se compone de los siguientes campos:

w aero: frecuencia propia de la torre en base ŕıgida.

w rigido: frecuencia propia de la torre sobre la subestructura en base ŕıgida, si se incluye.

Si no hay subestructura coincide con w aero.

w : frecuencia propia compleja del aerogenerador en base flexible.

w natural : frecuencia natural del sistema equivalente de un grado de libertad.

xi : factor de amortiguamiento del sistema equivalente de un grado de libertad.

En el caso de que se solicite el cálculo de las envolventes de esfuerzos, la estructura de

datos de salida se compone de los siguientes campos:
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Q : estructura de datos que contiene la envolvente de cortantes del sistema acoplado

para los distintos puntos de muestreo.

Qs: estructura de datos que contiene la envolvente de cortantes del sistema desacoplado

para los distintos puntos de muestreo.

M : estructura de datos que contiene la envolvente de momentos flectores del sistema

acoplado para los distintos puntos de muestreo.

Ms: estructura de datos que contiene la envolvente de momentos flectores del sistema

desacoplado para los distintos puntos de muestreo.

z : estructura de datos que contiene la altura de los distintos puntos de muestreo.

Cada una de estas estructuras de datos se compone de los siguientes campos:

torre: vector con los resultados de la torre.

subestructura: vector con los resultados de la subestructura. Este campo no se incluye

si no se considera la subestructura.

pile: vector con los resultados de la cimentación

Por último, si se solicita que el programa realice los dos cálculos para los que se ha

diseñado, la estructura de datos de salida dispondrá de todos los campos comentados para

cada caso.

3.2.2. Descripción de las funciones

Dentro de la Aplicación Informática se incluyen cuatro funciones que realizan tareas

espećıficas. En el apéndice B se adjunta el código detallado de cada una de ellas y, a conti-

nuación, se explican brevemente.

[gondola,torre,subestructura,pile,suelo] = Leer datos(nomfich)

Esta función genera las estructuras de datos de entrada góndola, torre, subestructura, pile

y suelo a partir del fichero de datos del problema con nombre nomfich. Para ello registra las

caracteŕısticas indicadas en el fichero y genera los datos que se derivan de ellas y que son

necesarios para la ejecución del programa.
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resul = calculo aero(gondola,torre,subestructura,pile,suelo)

Esta función es la principal de la Aplicación Informática. Introduciendo en ella las estruc-

turas de datos de entrada góndola, torre, subestructura, pile y suelo; devuelve la estructura

de datos de salida resul. Para ello, sigue el procedimiento indicado en la sección 3.1.2.

[respil,resci] = calcula winkler(pile,suelo,w,cc)

Esta función es la encargada de desarrollar la solución de la cimentación, aplicando para

ello el modelo Winkler. No es necesario ejecutarla, ya que la función anterior llama a ésta

cuando se requiere. Para su funcionamiento, se debe introducir las estructuras de datos pile

y suelo, aśı como la frecuencia de excitación y las condiciones de contorno en cabeza y punta.

Como resultado se obtiene el valor de la variables principales del pilote (respil) y del campo

incidente (resci) para ciertos puntos de muestreo.

graf env(resul)

Esta función genera una gráfica donde se muestran las envolventes de esfuerzos obtenidas

para el sistema acoplado y desacoplado. Como entrada únicamente requiere que se introduzca

la estructura de datos de salida resul.
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Caṕıtulo 4

Resultados

En este caṕıtulo se presenta un conjunto de resultados obtenidos mediante la Aplicación

Informática que se desarrolla en este trabajo. Por una lado, se realiza una verificación de

ciertos resultados frente a modelos más rigurosos, con la finalidad de validar el modelo.

Mientras que, por otro lado, se estudia cómo vaŕıa la respuesta estructural en función de

las caracteŕısticas particulares de cada problema. Dicho análisis de la dependencia de la

respuesta no pretende ser un estudio exhaustivo, sino un ejemplo de la aplicación del programa

desarrollado y una forma de evaluar las capacidades del mismo frente a futuras mejoras.

4.1. Definición del problema

Teniendo en cuenta el objetivo de este trabajo, el problema a estudiar consiste en un

aerogenerador offshore monopilotado. Partiendo de esta definición general, se consideran dis-

tintos aerogeneradores comerciales cimentados en terrenos con diferentes caracteŕısticas y

perfiles, permitiendo analizar las variaciones que aparecen en los resultados debido a estas

propiedades.

4.1.1. Definición de los aerogeneradores empleados

Para definir los casos a estudio, se emplea una serie de aerogeneradores comerciales si-

tuados en parques eólicos de Reino Unido, obtenidos del trabajo de Lombardi [8]. Para cada

parque eólico, la altura propia de la torre del aerogenerador se encuentra en un intervalo, por

lo que se realiza el estudio suponiendo tanto el tamaño mı́nimo y como el máximo. Por otro

lado, únicamente se dispone de las dimensiones del diámetro y el espesor de las torres Vestas,
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50 CAPÍTULO 4. RESULTADOS

por lo que se considera el mismo valor para las torres Siemens.

La información relativa a las piezas de transición de los aerogeneradores es muy escasa;

por lo que, por simplicidad, se considerará que la transición entre la torre y el pilote se

produce directamente entre ellos a nivel del mar, sin ningún elemento de transición. De esta

forma, la geometŕıa del problema planteado queda según lo presentado en la figura 4.1.

Figura 4.1: Definición de la estructura de los aerogeneradores offshore a estudiar.

Las dimensiones de los aerogeneradores empleados se recogen en la tabla 4.1, atendiendo

las variables mostradas a la figura 4.1. Aśı, Mgóndola se refiere a la masa puntual en toneladas

atribuida a la góndola, considerando que no existe inercia rotacional debido a la falta de datos

al respecto. En cuanto a las propiedades de la torre, se define: Htorre, su altura en metros;

Dbase, el diámetro exterior en la base de la torre en metros; Dextremo, el diámetro exterior en

el extremo superior de la torre en metros; y δtorre, el factor definido en el modelo que relaciona

el diámetro interior de la torre con el exterior en tanto por ciento. Debido a su variabilidad

a lo largo de la torre, δtorre ha sido definida como la media de los valores relativos a la base

y al extremo superior. Por último, las propiedades del pilote se resumen en: Hsubestructura, la

altura del pilote en metros que se encuentra sumergida en el agua; Hcimentación, la profundidad

del pilote en metros que se encuentra enterrada; Dpilote, el diámetro exterior del pilote en

metros; y δpilote, el factor definido en el modelo que relaciona el diámetro interior del pilote

con el exterior en tanto por ciento.

En cuanto a las propiedades del material que compone los aerogeneradores, se considera

que están compuestos de acero, asumiendo las siguientes propiedades: módulo de elasticidad

del material E = 210 GPa y densidad ρ = 7850 kg/m3. Además, se define un factor de
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Tabla 4.1: Caracteŕısticas de los aerogeneradores a estudio.

Identificador 1-2 3-4 5-6 7-8 9-10

Aerogenerador Vestas Vestas Vestas Vestas Siemens

2MW-V66 3MW-V90 2MW-V80 2MW-V80 STW-3.6-107

Mgóndola(t) 80 111 94 94 220

Htorre(m) 60-78 80-105 60-100 60-100 80-96

Dbase(m) 4.2 4.2 4.2 4.2 4.2

Dextremo(m) 2.3 2.3 2.3 2.3 2.3

δtorre(%) 98.0 98.0 98.0 98.0 98.0

Hsubestructura(m) 11 10 20 21 25

Hcimentación(m) 15 28 31 33 30

Dpilote(m) 3.5 4.3 4.2 4.0 4.7

δpilote(%) 97.4 97.9 97.6 98.2 97.7

amortiguamiento de carácter histerético ξ = 2% para el pilote enterrado, mientras que se

emplea ξ = 1% para el resto de la estructura. Por último, se asume como densidad del agua

ρagua = 1000 kg/m3.

4.1.2. Definición de los terrenos empleados

Para el análisis de la influencia del terreno en la respuesta de los aerogeneradores se

estudian cuatro suelos diferentes: dos homogéneos y dos heterogéneos. El primer terreno he-

terogéneo empleado presenta un primer estrato homogéneo más blando sobre un semiespacio

homogéneo más duro, de modo que las caracteŕısticas de cada estrato se definen de igual for-

ma que en el caso de los homogéneos. En cuanto al último terreno de estudio, se emplea un

perfil variable extráıdo del Mar del Norte [5] denominado como Nelson Field. Está formado

por tres estratos de arcilla, arena y arcilla nuevamente, cuyas propiedades vaŕıan en cada uno

en función de la profundidad, siendo definidas por la ecuación propuesta por Ohta y Goto

[11].

Para cada terreno empleado, su dureza es definida principalmente por la velocidad de

las ondas de corte cs en él, siendo necesario considerar también su densidad ρterreno. Los
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valores de estas propiedades en cada uno de los suelos se enuncian en la tabla 4.2. Además,

para definir por completo el suelo, se considera en todos los casos un coeficiente de Poisson

νs = 0,35 y factor de amortiguamiento histerético ξ = 5%.

Tabla 4.2: Caracteŕısticas de los terrenos a estudio.

Identificador 1 2 3 4

Suelo Homog. Homog. Heterog. Heterog.

Estrato (espesor) - - 1 (5 m) 2 1 (10 m) 2 (42 m) 3

cs(m/s) 180 360 130 400 78,98 z0,312 101,57 z0,312 78,98 z0,312

ρterreno kg/m
3 1800 1800 1750 2000 1800 1800 1800

4.2. Caracterización dinámica

La manera de caracterizar dinámicamente una estructura es mediante sus frecuencias

naturales y el factor de amortiguamiento presente en dicho modo, siendo normalmente el

modo más relevante el primero de ellos. Para la caracterización dinámica de las estructuras de

aerogeneradores consideradas, se emplea el procedimiento de cálculo desarrollado en la sección

2.3, que permite conocer ambas variables (frecuencia natural y amortiguamiento equivalente).

Este cálculo es proporcionado por el bloque 1 de la Aplicación Informática que se presenta,

tal y como se ha indicado en la sección 3.1.

En primer lugar se realiza la verificación del modelo, comparando los resultados con un

procedimiento que emplea una formulación integral [2] para modelar la interacción entre el

terreno y el pilote enterrado, simplificando el resto de la estructura con un sistema de un grado

de libertad en términos de la altura y masa modales [1]. Una vez realizada la verificación del

modelo, se presentan los resultados obtenidos por la Aplicación desarrollada relativos a los

distintos aerogeneradores y perfiles de suelos considerados, permitiendo aśı analizar el efecto

del terreno sobre las propiedades dinámicas de las distintas estructuras estudiadas.

4.2.1. Resultados de verificación

En primer lugar, se debe revisar el cálculo más sencillo: la frecuencia natural en base ŕıgida.

Estos resultados se muestran en la tabla 4.3, donde se presentan las frecuencias naturales en
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base ŕıgida en hercios para cada aerogenerador obtenidas mediante el modelo presentado y

el modelo de verificación, incluyendo además el error relativo entre ambos.

Tabla 4.3: Verificación de frecuencia en base ŕıgida.

Id. Aerogenerador 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

fpropuesto (Hz) 0.53 0.37 0.35 0.23 0.49 0.24 0.43 0.22 0.24 0.19

freferencia (Hz) 0.53 0.37 0.35 0.23 0.49 0.24 0.42 0.22 0.24 0.19

error(%) 0.08 0.04 -0.25 -0.24 0.03 -0.05 0.75 0.51 -0.53 -0.12

Se observa que el error cometido en el cálculo de la frecuencia natural en base ŕıgida es

significativamente pequeño, ya que el máximo error registrado es de 0,8%. Este mı́nimo error

debe estar relacionado con aproximaciones de carácter numérico, sin verse comprometido el

modelo.

A continuación, se presenta la tabla 4.4, que recoge resultados de carácter similar a la

tabla 4.3 para el cálculo de la frecuencia de los aerogeneradores cimentados sobre el terreno

4 (Nelson Field).

Tabla 4.4: Verificación de frecuencia en base flexible.

Id. Aerogenerador 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

f̂propuesto(hz) 0.41 0.30 0.30 0.21 0.41 0.21 0.35 0.19 0.21 0.17

f̂referencia(hz) 0.44 0.32 0.31 0.21 0.42 0.22 0.37 0.20 0.22 0.17

error(%) -6.8 -6.3 -3.8 -3.1 -3.9 -2.6 -6.3 -4.5 -3.1 -2.3

En este caso, el modelo propuesto no ha obtenido resultados tan precisos como los que se

alcanzaron para el cálculo de la frecuencia en base ŕıgida. Este hecho es fácilmente compren-

sible debido a que el modelo desarrollado incluye los efectos de interacción suelo-estructura

de una manera mucho más simplificada que la formulación utilizada como referencia. Cabe

destacar que en todos los casos, la frecuencia natural obtenida mediante el modelo propuesto

es inferior al resultado de verificación; esto indica que dicha simplificación produce que la im-

pedancia suministrada por el subsistema cimentación-suelo resulte menor de lo que debeŕıa.

De todas formas, el mayor error obtenido es de 6,9%, permitiendo conocer una aproximación

fiable del resultado deseado.

Por último, se compara el factor de amortiguamiento que devuelve la Aplicación en la
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tabla 4.5. De forma similar a los anteriores casos, se presenta el valor obtenido por el modelo

propuesto, el valor de verificación y el error relativo.

Tabla 4.5: Verificación del factor de amortiguamiento en base flexible.

Id. Aerogenerador 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ξpropuesto(%) 6.9 5.9 2.7 2.2 3.5 2.4 3.6 2.6 2.4 2.1

ξreferencia(%) 1.6 1.5 1.3 1.3 1.5 1.3 1.4 1.3 1.3 1.2

error(%) 331 290 103 79 139 82 152 99 85 70

Este último cálculo de verificación presenta considerables errores en los resultados. Al

igual que en el caso anterior, este hecho es debido a la simplificación realizada en la interac-

ción suelo-estructura que produce grandes desviaciones. Sin embargo, a pesar de la falta de

exactitud en la obtención de esta variable del sistema, no se invalida el modelo; puesto que

la caracteŕıstica más relevante a la hora de definir el sistema es su frecuencia natural, para

la que produce resultados aceptables. Además, cabe destacar que el modelo que se propone

en este trabajo es una primera aproximación al desarrollo de una herramienta que permita

ayudar en las primeras fases del diseño de este tipo de estructuras. Por tanto, a partir de

los resultados obtenidos, se puede detectar los aspectos de la formulación que requieren de

mejoras o modificaciones para poder alcanzar el grado de precisión deseado.

4.2.2. Estudio de la influencia de las caracteŕısticas del problema

Para estudiar de qué manera afectan las caracteŕısticas del sistema suelo-aerogenerador

(geometŕıa de los aerogeneradores y perfiles de suelo) a su caracterización dinámica, se comien-

za analizando cómo vaŕıa su frecuencia natural en base flexible con respecto a la frecuencia

natural en base ŕıgida. Para ello, en la tabla 4.6 se muestra el ratio entre la frecuencia natural

en base flexible y en base ŕıgida; de esta manera se permite una mejor comparación entre

aerogeneradores, pues cada uno de ellos presenta unas frecuencias naturales diferente. En la

tabla se incluyen los resultados relativos a los diez aerogeneradores considerados cimentados

sobre los cuatro suelos citados.

Partiendo de los resultados, se pueden extraer varias conclusiones. En primer lugar y como

cab́ıa esperar, todos los valores son menores que la unidad, lo que indica que la flexibilidad

producida por la interacción con el terreno vuelve el sistema menos ŕıgido. Por otro lado,

para cada parque eólico (parejas consecutivas de aerogeneradores), el aerogenerador más alto
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Tabla 4.6: Relación entre la frecuencia natural en base flexible y en base ŕıgida.

f̂ /f
Aerogenerador

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Suelo

1 0.82 0.85 0.90 0.92 0.86 0.91 0.85 0.90 0.91 0.93

2 0.88 0.90 0.93 0.94 0.90 0.94 0.89 0.92 0.94 0.95

3 0.83 0.85 0.90 0.92 0.86 0.91 0.84 0.89 0.91 0.93

4 0.77 0.80 0.88 0.90 0.83 0.89 0.81 0.87 0.89 0.91

(menos ŕıgido) presenta una menor variación que el más bajo (más ŕıgido) al considerarlos en

base flexible. También cabe destacar que la frecuencia en base flexible de los aerogeneradores

1 y 2 vaŕıa en mayor proporción con respecto al caso en base ŕıgida que el resto; esto se puede

explicar a través de las propiedades del pilote que los cimenta, puesto que al ser más corto y

de menor diámetro supone un apoyo más flexible. En cuanto a las propiedades del terreno, el

suelo 2 muestra mayor rigidez en sus resultados al compararlo con el suelo 1 (menor dureza);

siendo la relación de frecuencias de este último muy similar a las obtenidas para el suelo 3,

con un estrato de menor dureza sobre un suelo más ŕıgido. Por último, el suelo 4 se muestra

como el más flexible de todos, ya que su dureza en los primeros metros es bastante baja.

La otra variable que se debe analizar consiste en el factor de amortiguamiento del sistema.

Para ello se presenta la tabla 4.7, donde se incluye el valor obtenido para cada uno de los

sistemas analizados, de forma similar a la tabla anterior.

Tabla 4.7: Factor de amortiguamiento en base flexible.

ξ(%)
Aerogenerador

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Suelo

1 4.9 4.2 2.4 2.0 3.0 2.1 3.1 2.3 2.1 1.9

2 2.6 2.3 1.9 1.7 2.3 1.7 2.4 1.8 1.7 1.6

3 3.7 3.2 2.2 1.9 2.8 2.0 2.9 2.1 1.9 1.7

4 6.9 5.9 2.7 2.2 3.5 2.4 3.6 2.6 2.4 2.1

Tras analizar los resultados del factor de amortiguamiento de los sistemas, se pueden

apreciar las mismas tendencias que en la relación de la frecuencia natural en base flexible

con respecto a base ŕıgida. Aquellos sistemas más ŕıgidos se encuentran menos amortiguados,

mientras que los más flexibles están más amortiguados. Cabe destacar que, a pesar de que
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la relación de frecuencias haya resultado similar para los suelos 1 y 3, el suelo homogéneo

presenta un mayor grado de amortiguamiento que el suelo de dos estratos; mientras que

el perfil variable es, de los suelos considerados, el que mayor amortiguamiento induce a la

estructura.

4.3. Envolventes de esfuerzos

Obtener la envolvente de esfuerzos de los aerogeneradores es el segundo bloque de cálculo

de la Aplicación Informática, tal y como se detalló en la sección 3.1. Concretamente, se emplea

el procedimiento descrito en la sección 2.4, que permite obtener las envolventes de flectores y

cortantes a lo largo de todo el conjunto cimentación-aerogenerador frente a la excitación de

un sismo registrado.

En la ejecución de esta función de la Aplicación propuesta, se considera como excitación

śısmica la componente NS de El Centro 1940, siendo esta señal una de las más empleadas

en los ejemplos de análisis śısmicos. Como en la sección previa, se comienza realizando la

verificación del modelo desarrollado, comparando los resultados con la misma formulación

integral empleada anteriormente para verificar los resultados correspondientes al proceso de

caracterización dinámica. Seguidamente, se presentan los resultados obtenidos por la Aplica-

ción desarrollada relativos a los distintos aerogeneradores cimentados en los distintos terrenos,

para estudiar los efectos de las caracteŕısticas del problema sobre las envolventes de esfuerzos.

4.3.1. Resultados de verificación

Para realizar la verificación de los resultados que proporciona el modelo propuesto, se

presentan en la figura 4.2 las envolventes de esfuerzos flectores y esfuerzos cortantes del primer

aerogenerador cimentado en los cuatro terrenos estudiados. En cada una de las gráficas se

muestra la envolvente de esfuerzos obtenida por el modelo propuesto (ĺınea continua de color

negro) y la envolventes de esfuerzos obtenida por el modelo de verificación (ĺınea continua de

color rojo).

Comparando los resultados suministradas por ambos modelos, se aprecia que las envol-

ventes relativas al momento flector de ambas metodoloǵıas coinciden en gran medida, tanto

en los valores máximos obtenidos como en la distribución de los mismos a lo largo del conjunto

cimentación-aerogenerador. Por otro lado, en cuanto a las envolventes de esfuerzos cortantes

a lo largo de la torre, el modelo propuesto también reproduce fielmente los resultados del mo-
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Figura 4.2: Verificación de envolventes de esfuerzos. Aerogenerador 1.
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delo de verificación. Sin embargo, śı se aprecian ciertas diferencias para los valores máximos

de cortante obtenidos a lo largo de la cimentación, existiendo una gran influencia del perfil

de terreno considerado, y no estando siempre el resultado del modelo propuesto del lado de

la seguridad.

4.3.2. Estudio de la influencia de las caracteŕısticas del problema

En el estudio de las envolventes de esfuerzos se analiza principalmente cómo vaŕıan los

resultados al considerar el sistema desacoplado (cimentación y subestructura-torre indepen-

dientes) o acoplado (conjunto cimentación-subestructura-torre). Además, se matizan algunos

efectos propios de la influencia del terreno. Para ello, se presentan gráficas donde se muestra

la envolvente de esfuerzos del sistema acoplado (ĺınea continua de color negro) y del sistema

desacoplado (ĺınea discontinua de color azul). Cada una de las figuras incluye la envolvente

de esfuerzos de una de las variables (momento flector o cortante) para la pareja de aero-

generadores perteneciente a uno de los parques eólicos cimentada en los cuatro terrenos de

estudio. Cabe destacar que, para cada aerogenerador, la envolvente de esfuerzos del aero-

generador desacoplado es independiente del terreno, presentando la misma curva en todos

ellos. De igual manera, dentro de cada figura (para los aerogeneradores de un parque eólico)

la envolvente de la cimentación desacoplada es igual para cada tipo de suelo, pues no se ve

afectada por las dimensiones del aerogenerador. Por último, en cuanto a la comparación entre

aerogeneradores, se debe tener en cuenta que cada uno de ellos posee una frecuencia natural

diferente; de modo que el sismo elegido como excitación afectará de distinta manera a cada

uno, impidiendo realizar una comparación directa entre ellos.

En primer lugar se analizan las envolventes de esfuerzos flectores, desde la figura 4.3

a la figura 4.7. Hay varios aspectos a destacar. En cuanto al flector en el aerogenerador

desacoplado, el máximo valor aparece siempre en la base; resultando este valor del orden o

mayor que el que aparece en ese mismo punto al acoplarlo a la cimentación. Por otro lado,

la cimentación desacoplada presenta dos aspectos: el máximo se encuentra en cabeza; y los

esfuerzos son mayores en terrenos blandos, apreciándose un incremento brusco cuando se pasa

de un estrato duro a otro más blando (ver resultados del suelo 3). Cuando la cimentación se

acopla al resto del sistema, el flector en cabeza se incrementa considerablemente, hallándose

el valor máximo de todo el conjunto en este punto o muy próximo. También se aprecia que

el flector disminuye más rápidamente con la profundidad en los terreno más duros, lo que

indica una disminución de la longitud efectiva del pilote.
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Por último, se estudian las envolventes de esfuerzos cortantes, desde la figura 4.8 a la

figura 4.12. Al igual que ocurre con el esfuerzo flector, el máximo cortante registrado en el

aerogenerador desacoplado se encuentra en la base; y a pesar de que esta caracteŕıstica se

mantenga al acoplarlo a la cimentación, el valor correspondiente a base ŕıgida puede verse

incrementado al considerar la flexibilidad de la cimentación. En cuanto a la cimentación

desacoplada, se aprecian dos caracteŕısticas: el máximo se encuentra en los primeros metros

y en terrenos más blandos aparecen mayores esfuerzos. Cuando la cimentación se acopla al

aerogenerador, se incrementa considerablemente el esfuerzo cortante al que se ve sometido el

monopilote. En el sistema acoplado, el máximo esfuerzo cortante no suele ser en la base del

aerogenerador, sino en la cimentación; apareciendo pocos metros por debajo de la cabeza del

pilote, y a una profundidad ligeramente inferior de donde se producen los máximos cortantes

para el caso de la cimentación desacoplada.
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Figura 4.3: Envolventes de esfuerzos flectores. Aerogeneradores 1 y 2.
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Figura 4.4: Envolventes de esfuerzos flectores. Aerogeneradores 3 y 4.
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Figura 4.5: Envolventes de esfuerzos flectores. Aerogeneradores 5 y 6.
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Figura 4.6: Envolventes de esfuerzos flectores. Aerogeneradores 7 y 8.
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Figura 4.7: Envolventes de esfuerzos flectores. Aerogeneradores 9 y 10.
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Figura 4.8: Envolventes de esfuerzos cortantes. Aerogeneradores 1 y 2.
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Figura 4.9: Envolventes de esfuerzos cortantes. Aerogeneradores 3 y 4.
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Figura 4.10: Envolventes de esfuerzos cortantes. Aerogeneradores 5 y 6.
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Figura 4.11: Envolventes de esfuerzos cortantes. Aerogeneradores 7 y 8.
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Figura 4.12: Envolventes de esfuerzos cortantes. Aerogeneradores 9 y 10.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y desarrollos futuros

En este caṕıtulo se agrupan las conclusiones principales que se han podido extraer a lo

largo de este trabajo. Se enfocan desde dos puntos de vista: orientado a la Aplicación y al

modelo desarrollados, desde un punto de vista puramente teórico y formal; y a los resultados

que se extraen de su aplicación sobre los aerogeneradores y suelo considerados, evaluando su

validez y campo de aplicación. Además, se comenta una posible ĺınea de desarrollo futuro

que busca mejorar las caracteŕısticas propias del modelo y su precisión y fiabilidad para su

aplicación en las primeras fases del diseño de estructuras para aerogeneradores.

5.1. Evaluación del modelo

En cuanto a la caracterización del sistema, se deben destacar dos particularidades del

modelo propuesto. En primer lugar, se ha implementado la solución anaĺıtica de una

viga de sección variable para definir la variabilidad de la geometŕıa propia de la torre

de los aerogeneradores. Esta caracteŕıstica se podŕıa suplir mediante la discretización

del sistema, empleando un número suficiente de elementos de sección constante. Sin

embargo, el inconveniente de esta opción es que requiere el estudio del número adecua-

do de elementos para discretizar la sección variable, ya que el uso de pocos elementos

incrementa el error en el resultado; mientras que una gran cantidad de elementos au-

menta el coste computacional. Por tanto, la solución empleada en este trabajo, si bien

complica la formulación, permite el tratamiento del tramo de sección variable como un

único elemento de forma rigurosa.

El segundo aspecto a mencionar es la aplicación del Modelo Winkler para definir la

interacción suelo-estructura. A pesar de que supone una drástica simplificación de las
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propiedades del suelo, también permite reducir enormemente el coste computacional

en relación a otras metodoloǵıas más sofisticadas basadas, por ejemplo, en modelos

de medio continuo. No obstante, el Modelo Winkler considerado presenta una serie de

limitaciones que deberán analizarse en mayor profundidad en versiones posteriores de

la Aplicación.

Por otro lado, se ha modificado el procedimiento habitual para obtener la frecuencia

natural, que consiste en excitar el sistema a diversas frecuencia y hallar aquella que

produce máxima respuesta simplemente por exploración. La metodoloǵıa de cálculo

aqúı propuesta permite obtener dicha variable a partir de su formulación anaĺıtica y

de la resolución del problema de autovalores asociado. Dado que no se aplica ninguna

excitación, no pueden aparecer incertidumbres propias a la forma en la que ésta se defina

o relativas al proceso de búsqueda de la respuesta máxima (muestreo de frecuencias,

máximos no bien definidos, etc.).

Por último, en el cálculo de las envolventes, se ha empleado el proceso de subestructura-

ción de forma inversa. Generalmente, se suele reducir la cimentación a una impedancia

que se acopla al sistema, tal y como se aplicó en el cálculo del modo propio de vibra-

ción. En cambio, en este proceso se optó por obtener la impedancia de la torre y su

subestructura, con el fin de introducirlo como condición de contorno a la cimentación.

Este aspecto no supone ningún cambio en el modelo ya existente, sino una variante del

mismo.

5.2. Evaluación de los resultados

Tras el análisis de los resultados de la frecuencia natural en base ŕıgida obtenidos,

se concluye que el modelo reproduce fielmente las expectativas. Este cálculo verifica

simultáneamente la modelización de la torres mediante la solución de la viga de sección

variable y el procedimiento empleado para hallar la frecuencia natural frente a un

procedimiento más común basado en elementos finitos.

Por otro lado, los resultados relativos a la frecuencia natural en base flexible presentan

errores apreciables. Además, el factor de amortiguamiento obtenido difiere enormemen-

te de los casos de verificación. Este hecho, unido al anterior, define como foco del pro-

blema la interacción suelo-estructura; de modo que la simplificación aplicada produce

resultados orientativos, pero no definitivos.
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En cuanto a las envolventes de esfuerzos del sistema cimentación-subestructura-torre,

se destacan varios aspectos. El esfuerzo flector a lo largo de la estructura se alivia,

mientras que en la cimentación se incrementa sensiblemente cuando se compara la

respuesta del sistema acoplado frente al desacoplado. Además, el flector máximo suele

producirse en la cabeza del pilote (a cota del suelo). Analizando las envolventes de

esfuerzos cortantes, su valor en la estructura puede tanto aumentar como disminuir al

considerar la flexibilidad de la cimentación; mientras que los esfuerzos cortantes de la

cimentación aumentan al añadir los efectos inerciales del aerogenerador. En este caso,

el valor máximo del conjunto (sistema acoplado) suele producirse en el monopilote, a

pocos metros por debajo de la superficie del suelo.

Finalmente, el estudio realizado de las propiedades del problema revela la gran influencia

que presentan las propiedades del terreno. Incluso, destaca la necesidad de considerar el

carácter variable de sus propiedades para obtener resultados precisos, tanto en términos

de frecuencias naturales como en las envolventes de esfuerzos máximos del conjunto.

5.3. Desarrollos futuros

Para procedimientos futuros, se presenta una ĺınea de desarrollo que pretende mejorar

los errores detectados en el Modelo Winkler. Esta v́ıa consiste en la introducción del

Modelo Pasternak que, al igual que el modelo empleado, sustituye el terreno por re-

sortes con una rigidez determinada. La novedad que implementa es que considera que

el pilote se apoya sobre una viga de cortante pura que es la que interacciona directa-

mente con el suelo. De esta manera, se consigue introducir una rigidez relacionada con

la deformación trasversal del terreno. Se espera que este modelo mejore los resultados

obtenidos (principalmente los de caracterización dinámica), ya que se puede plantear

incluso la optimización de sus parámetros para ajustar los resultados de dicho modelo

simplificado con los correspondientes a modelos más elaborados de medio continuo.

Para concluir, se propone implementar en el modelo las excitaciones asociadas al olea-

je y al viento. También se busca mejorar las prestaciones del pre-procesador y post-

procesador para otorgar de una mayor sencillez y flexibilidad a la interacción del usua-

rio con la Aplicación Informática, por ejemplo, mediante el desarrollo de una interfaz

que permita una definición del problema y lectura de los resultados más intuitiva y

amigable.
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Apéndice A

Estructura del fichero de datos de

entrada

----------------------------------------

Frecuencias: Si

Envolventes: Si

Sismo: elcentro.txt

Paso(s): 0.02

----------------------------------------

Gondola:

Masa(kg)= 80000

Inercia_rotacional(kg*m2)= 0

----------------------------------------

Torre:

Diametro_base(m)= 4.2

Diametro_cima(m)= 2.3

delta= 0.98

Altura(m)= 60

E(N/m2)= 21e10

xi= 0.01

rho(kg/m3)= 7850

Numero_de_puntos= 40
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----------------------------------------

Subestructura:

Activar: Si

Diametro_base(m)= 3.5

Diametro_cima(m)= 3.5

delta= 0.974

Altura(m)= 11

E(N/m2)= 21e10

xi= 0.01

rho(kg/m3)= 7850

rho_agua(kg/m3)= 1000

Numero_de_puntos= 8

----------------------------------------

Pilote:

Diametro(m)= 3.5

delta= 0.974

Profundidad(m)= 15

E(N/m2)= 21e10

xi= 0.02

rho(kg/m3)= 7850

Numero_de_puntos= 10

----------------------------------------

Suelo:

Numero_de_estratos: 1

Estrato 1

E(N/m2)= 157464000

xi= 0.05

nu= 0.35

rho(kg/m3)= 1800

Profundidad(m)= 100



Apéndice B

Código de las funciones de la

Aplicación Informática

B.1. Leer datos.m

function [gondola,torre,subestructura,pile,suelo] = Leer_datos(nomfich)

% Lee los datos del fichero. Correspondiente al Winkler-Timoshenko

f=fopen(nomfich,’r’);

% frecuencias y/o envolventes

torre.frecuencia=fscanf(f,’%s’,2);

torre.frecuencia=fscanf(f,’%s’,1);

torre.envolventes=fscanf(f,’%s’,1);

torre.envolventes=fscanf(f,’%s’,1);

a=fscanf(f,’%s’,1);

a=fscanf(f,’%s’,1);

suelo.paso=fscanf(f,’%s’,1);

suelo.paso=fscanf(f,’%f’,1);

% datos gondola

gondola.M=fscanf(f,’%s’,3);

gondola.M=fscanf(f,’%f’,1);

gondola.J=fscanf(f,’%s’,1);

gondola.J=fscanf(f,’%f’,1);
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% datos torre

torre.d_ext=fscanf(f,’%s’,3);

torre.d_ext=fscanf(f,’%f’,1);

torre.alpha=fscanf(f,’%s’,1);

torre.alpha=fscanf(f,’%f’,1);

torre.delta=fscanf(f,’%s’,1);

torre.delta=fscanf(f,’%f’,1);

torre.L=fscanf(f,’%s’,1);

torre.L=fscanf(f,’%f’,1);

torre.E=fscanf(f,’%s’,1);

torre.E=fscanf(f,’%f’,1);

torre.xi=fscanf(f,’%s’,1);

torre.xi=fscanf(f,’%f’,1);

torre.rho=fscanf(f,’%s’,1);

torre.rho=fscanf(f,’%f’,1);

torre.np=fscanf(f,’%s’,1);

torre.np=fscanf(f,’%d’,1);

torre.d_int=torre.d_ext*torre.delta;

torre.alpha=1-(torre.alpha/torre.d_ext);

torre.E=torre.E*(1+2*torre.xi*1i);

torre.A=pi*(torre.d_ext^2-torre.d_int^2)/4;

torre.I=pi*(torre.d_ext^4-torre.d_int^4)/64;

torre.r=(torre.I/torre.A)^(1/2);

torre.m=torre.A*torre.rho;

torre.EI=torre.E*torre.I;

% datos subestructura

subestructura.marcador=fscanf(f,’%s’,3);

subestructura.marcador=fscanf(f,’%s’,1);

subestructura.d_ext=fscanf(f,’%s’,1);

subestructura.d_ext=fscanf(f,’%f’,1);
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subestructura.alpha=fscanf(f,’%s’,1);

subestructura.alpha=fscanf(f,’%f’,1);

subestructura.delta=fscanf(f,’%s’,1);

subestructura.delta=fscanf(f,’%f’,1);

subestructura.L=fscanf(f,’%s’,1);

subestructura.L=fscanf(f,’%f’,1);

subestructura.E=fscanf(f,’%s’,1);

subestructura.E=fscanf(f,’%f’,1);

subestructura.xi=fscanf(f,’%s’,1);

subestructura.xi=fscanf(f,’%f’,1);

subestructura.rho=fscanf(f,’%s’,1);

subestructura.rho=fscanf(f,’%f’,1);

subestructura.rho_agua=fscanf(f,’%s’,1);

subestructura.rho_agua=fscanf(f,’%f’,1);

subestructura.np=fscanf(f,’%s’,1);

subestructura.np=fscanf(f,’%d’,1);

subestructura.d_int=subestructura.d_ext*subestructura.delta;

subestructura.alpha=1-(subestructura.alpha/subestructura.d_ext);

subestructura.E=subestructura.E*(1+2*subestructura.xi*1i);

subestructura.A=pi*(subestructura.d_ext^2-subestructura.d_int^2)/4;

subestructura.I=pi*(subestructura.d_ext^4-subestructura.d_int^4)/64;

subestructura.r=(subestructura.I/subestructura.A)^(1/2);

cm=1;

subestructura.m=subestructura.A*(subestructura.rho+...

subestructura.rho_agua*((subestructura.delta^2+cm)/...

(1-subestructura.delta^2)));

subestructura.r=subestructura.r*(subestructura.A*subestructura.rho/...

subestructura.m)^(1/2);

subestructura.EI=subestructura.E*subestructura.I;

% datos pilote

pile.d_ext=fscanf(f,’%s’,3);

pile.d_ext=fscanf(f,’%f’,1);
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pile.delta=fscanf(f,’%s’,1);

pile.delta=fscanf(f,’%f’,1);

pile.d_int=pile.d_ext*pile.delta;

pile.L=fscanf(f,’%s’,1);

pile.L=fscanf(f,’%f’,1);

pile.E=fscanf(f,’%s’,1);

pile.E=fscanf(f,’%f’,1);

pile.xi=fscanf(f,’%s’,1);

pile.xi=fscanf(f,’%f’,1);

pile.rho=fscanf(f,’%s’,1);

pile.rho=fscanf(f,’%f’,1);

pile.np=fscanf(f,’%s’,1);

pile.np=fscanf(f,’%d’,1);

% datos suelo

if max(strcmp(torre.envolventes,{’si’ ’si’ ’Si’ ’Si’ ’SI’ ’Si’ ’si’ ...

’sI’}))>0.5

a=load(a);

a=a.’;

b=round(log(length(a)*1.2)/log(2));

a(2^b)=0;

suelo.sismo=a;

end

suelo.nes=fscanf(f,’%s’,3);

suelo.nes=fscanf(f,’%d’,1);

suelo.h=0;

suelo.H=0;

ht = 0;

for n=1:suelo.nes

if ht<pile.L;

a=fscanf(f,’%s’,3);

suelo.E(n)=fscanf(f,’%f’,1);

a=fscanf(f,’%s’,1);



B.1. LEER DATOS.M 83

suelo.xi(n)=fscanf(f,’%f’,1);

a=fscanf(f,’%s’,1);

suelo.nu(n)=fscanf(f,’%f’,1);

a=fscanf(f,’%s’,1);

suelo.rho(n)=fscanf(f,’%f’,1);

a=fscanf(f,’%s’,1);

suelo.h(n)=fscanf(f,’%f’,1);

if ht+suelo.h(n)>pile.L

suelo.h(n)=pile.L-ht;

end

ht=ht+suelo.h(n);

suelo.H(n)=ht;

suelo.E(n)=suelo.E(n)*(1+2*suelo.xi(n)*1i);

suelo.G(n)=suelo.E(n)/(2*(1+suelo.nu(n)));

suelo.lame(n)=suelo.nu(n)*suelo.E(n)/(1+suelo.nu(n))/(1-2*...

suelo.nu(n));

suelo.cs(n)=sqrt(suelo.G(n)/suelo.rho(n));

if max(strcmp(torre.envolventes,{’si’ ’si’ ’Si’ ’Si’ ’SI’ ’Si’...

’si’ ’sI’}))>0.5

suelo.sismo(n)=suelo.sismo(1);

end

end

end

suelo.nes = length(suelo.h);

pile.N=sum(suelo.H<pile.L)+1;

suelo.CI=0;

% datos pile

pile.marcador=’pile’;

pile.E=pile.E*(1+2*pile.xi*1i);

pile.A=pi*(pile.d_ext^2-pile.d_int^2)/4;

pile.I=pi*(pile.d_ext^4-pile.d_int^4)/64;

pile.r=(pile.I/pile.A)^(1/2);

pile.z=[0:1:pile.np-1]*pile.L/(pile.np-1);
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pile.d=pile.d_ext;

% Cierra fichero

fclose(f);

n=1;

end
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B.2. calculo aero.m

function resul = calculo_aero(gondola,torre,subestructura,pile,suelo)

pile.marcador=’pile’;

n=1;

% m: masa por unidad de longitud

% r: radio de giro de la seccion

% n: numero de frecuncias naturales

% M: masa en el extremo libre

% J: inercia en el extremo libre

% K: matriz de rigidez de la base: desplazamiento y giro (2x2)

if max(strcmp(torre.frecuencia,{’si’ ’si’ ’Si’ ’Si’ ’SI’ ’Si’ ’si’ ...

’sI’}))>0.5

anulado=subestructura;

anulado.marcador=’No’;

[resul.w_aero,d,u,g,Q,M]= Viga_base_rigida(gondola,torre,anulado,n);

resul.w_rigido=resul.w_aero;

if max(strcmp(subestructura.marcador,{’si’ ’si’ ’Si’ ’Si’ ’SI’ ’Si’...

’si’ ’sI’}))>0.5

[resul.w_rigido,d,u,g,Q,M]= Viga_base_rigida(gondola,torre,...

subestructura,n);

end

syms A B C D a b c d x z

syms K_11 K_12 K_21 K_22

[d,u,g,Q,M,P] = matriz_d(gondola,torre,subestructura,[K_11 K_12;...

K_21 K_22],0,0,[0;0]);

resul.w=valores_propios(d,n,resul.w_rigido,pile,suelo);

resul.w_natural=abs(resul.w);

resul.xi=imag(resul.w)./resul.w_natural;

clear A B C D a b c d x z

end
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if max(strcmp(torre.envolventes,{’si’ ’si’ ’Si’ ’Si’ ’SI’ ’Si’ ’si’...

’sI’}))>0.5

[d,u,g,Q,M] = matriz_d_rigida(gondola,torre,subestructura);

syms x z

suelo.CI=1;

sismo.t=suelo.sismo;

paso=suelo.paso;

N=length(sismo.t);

if rem(N,2)==0

sismo.t(N+1)=sismo.t(N);

N=N+1;

end

sismo.w=fft(sismo.t)*2/N;

sismo.w=sismo.w(1:floor(N/2)+1);

w=[0:floor(N/2)]/floor(N/2)*(pi/paso);

w(1)=10^-5*paso;

sismo.w=sismo.w./(-w.^2);

sismo.w(1)=0;

torre.z=[0:1/(torre.np-1):1]*torre.L;

subestructura.z=[0:1/(subestructura.np-1):1]*subestructura.L;

pile.z=[0:1/(pile.np-1):1]*pile.L;

torre.Qu=zeros(torre.np,length(w));

torre.Qg=torre.Qu;

torre.Mu=torre.Qu;

torre.Mg=torre.Qu;

resul.Q.torre=torre.Qu;

resul.Qs.torre=torre.Qu;

resul.M.torre=torre.Qu;

resul.Ms.torre=torre.Qu;

if max(strcmp(subestructura.marcador,{’si’ ’si’ ’Si’ ’Si’ ’SI’ ’Si’...

’si’ ’sI’}))>0.5
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subestructura.Qu=zeros(subestructura.np,length(w));

subestructura.Qg=subestructura.Qu;

subestructura.Mu=subestructura.Qu;

subestructura.Mg=subestructura.Qu;

resul.Q.subestructura=subestructura.Qu;

resul.Qs.subestructura=subestructura.Qu;

resul.M.subestructura=subestructura.Qu;

resul.Ms.subestructura=subestructura.Qu;

end

pile.Q=zeros(pile.np,length(w));

pile.M=pile.Q;

pile.u=zeros(1,length(w));

pile.g=pile.u;

resul.Q.pile=pile.Q;

resul.Qs.pile=pile.Q;

resul.M.pile=pile.Q;

resul.Ms.pile=pile.Q;

num_tramos=1;

if max(strcmp(subestructura.marcador,{’si’ ’si’ ’Si’ ’Si’ ’SI’ ’Si’...

’si’ ’sI’}))>0.5

num_tramos=2;

end

for s=2:length(w)

c=(double(subs(d,x,w(s))));

%Se escala la matriz para calclar la inversa

b_d=zeros(length(c),length(c));

b_i=b_d;

for k=1:length(c)

b_d(k,k)=1/max(abs(c(:,k)));

end

c=c*b_d;
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for k=1:length(c)

b_i(k,k)=1/max(abs(c(k,:)));

end

c=b_i*c;

c=inv(c);

c=b_d*c*b_i;

%-------------------------------------------

a.u=c(:,1);

a.g=c(:,2);

b.Qgtorre=(subs(Q(2,:),x,w(s)));

b.Qutorre=b.Qgtorre*a.u((num_tramos-1)*4+1:(num_tramos-1)*4+4,1);

b.Qgtorre=b.Qgtorre*a.g((num_tramos-1)*4+1:(num_tramos-1)*4+4,1);

b.Mgtorre=(subs(M(2,:),x,w(s)));

b.Mutorre=b.Mgtorre*a.u((num_tramos-1)*4+1:(num_tramos-1)*4+4,1);

b.Mgtorre=b.Mgtorre*a.g((num_tramos-1)*4+1:(num_tramos-1)*4+4,1);

for k=1:torre.np

torre.Qu(k,s)=double(subs(b.Qutorre,z,torre.z(k)));

torre.Qg(k,s)=double(subs(b.Qgtorre,z,torre.z(k)));

torre.Mu(k,s)=double(subs(b.Mutorre,z,torre.z(k)));

torre.Mg(k,s)=double(subs(b.Mgtorre,z,torre.z(k)));

end

if num_tramos>1.5

b.Qgsubestructura=(subs(Q(1,:),x,w(s)));

b.Qusubestructura=b.Qgsubestructura*a.u(1:4,1);

b.Qgsubestructura=b.Qgsubestructura*a.g(1:4,1);

b.Mgsubestructura=(subs(M(1,:),x,w(s)));

b.Musubestructura=b.Mgsubestructura*a.u(1:4,1);

b.Mgsubestructura=b.Mgsubestructura*a.g(1:4,1);

for k=1:subestructura.np

subestructura.Qu(k,s)=double(subs(b.Qusubestructura,z,...

subestructura.z(k)));

subestructura.Qg(k,s)=double(subs(b.Qgsubestructura,z,...

subestructura.z(k)));

subestructura.Mu(k,s)=double(subs(b.Musubestructura,z,...
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subestructura.z(k)));

subestructura.Mg(k,s)=double(subs(b.Mgsubestructura,z,...

subestructura.z(k)));

end

end

cc = {’Q(0)’,’0’;’g(0)’,’0’;’M(1)’,’0’;’Q(1)’,’0’};

[respil,resci]=calcula_winkler(pile,suelo,w(s),cc);

resul.Qs.pile(:,s)=respil.Q.’;

resul.Ms.pile(:,s)=respil.M.’;

cc1=[’-Q(0)+(’ num2str(torre.Qu(1,s),15) ’)*u(0)-(’ ...

num2str(torre.Qg(1,s),15) ’)*g(0)’];

cc2=[’-M(0)-(’ num2str(-torre.Mu(1,s),15) ’)*u(0)+(’ ...

num2str(-torre.Mg(1,s),15) ’)*g(0)’];

if num_tramos>1.5

cc1=[’-Q(0)+(’ num2str(subestructura.Qu(1,s),15) ’)*u(0)-(’ ...

num2str(subestructura.Qg(1,s),15) ’)*g(0)’];

cc2=[’-M(0)-(’ num2str(-subestructura.Mu(1,s),15) ’)*u(0)+(’ ...

num2str(-subestructura.Mg(1,s),15) ’)*g(0)’];

end

cc(1,1)={cc1};

cc(2,1)={cc2};

[respil,resci]=calcula_winkler(pile,suelo,w(s),cc);

resul.Q.pile(:,s)=respil.Q.’;

resul.M.pile(:,s)=respil.M.’;

pile.u(s)=respil.u(1);

pile.g(s)=respil.g(1);

end

for k=1:torre.np

resul.Q.torre(k,:)=(torre.Qu(k,:).*(-pile.u)+torre.Qg(k,:).*...

pile.g).*sismo.w;

resul.Qs.torre(k,:)=torre.Qu(k,:).*sismo.w;

resul.M.torre(k,:)=(torre.Mu(k,:).*(-pile.u)+torre.Mg(k,:).*...

pile.g).*sismo.w;
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resul.Ms.torre(k,:)=torre.Mu(k,:).*sismo.w;

end

if num_tramos>1.5

for k=1:subestructura.np

resul.Q.subestructura(k,:)=(subestructura.Qu(k,:).*(-pile.u)+...

subestructura.Qg(k,:).*pile.g).*sismo.w;

resul.Qs.subestructura(k,:)=subestructura.Qu(k,:).*sismo.w;

resul.M.subestructura(k,:)=(subestructura.Mu(k,:).*(-pile.u)+...

subestructura.Mg(k,:).*pile.g).*sismo.w;

resul.Ms.subestructura(k,:)=subestructura.Mu(k,:).*sismo.w;

end

end

for k=1:pile.np

resul.Q.pile(k,:)=resul.Q.pile(k,:).*sismo.w;

resul.Qs.pile(k,:)=resul.Qs.pile(k,:).*sismo.w;

resul.M.pile(k,:)=resul.M.pile(k,:).*sismo.w;

resul.Ms.pile(k,:)=resul.Ms.pile(k,:).*sismo.w;

end

for s=1:floor(N/2)

resul.Q.torre(:,floor(N/2)+1+s)=...

conj(resul.Q.torre(:,floor(N/2)+2-s));

resul.Qs.torre(:,floor(N/2)+1+s)=...

conj(resul.Qs.torre(:,floor(N/2)+2-s));

resul.M.torre(:,floor(N/2)+1+s)=...

conj(resul.M.torre(:,floor(N/2)+2-s));

resul.Ms.torre(:,floor(N/2)+1+s)=...

conj(resul.Ms.torre(:,floor(N/2)+2-s));

if num_tramos>1.5

resul.Q.subestructura(:,floor(N/2)+1+s)=...

conj(resul.Q.subestructura(:,floor(N/2)+2-s));

resul.Qs.subestructura(:,floor(N/2)+1+s)=...

conj(resul.Qs.subestructura(:,floor(N/2)+2-s));
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resul.M.subestructura(:,floor(N/2)+1+s)=...

conj(resul.M.subestructura(:,floor(N/2)+2-s));

resul.Ms.subestructura(:,floor(N/2)+1+s)=...

conj(resul.Ms.subestructura(:,floor(N/2)+2-s));

end

resul.Q.pile(:,floor(N/2)+1+s)=...

conj(resul.Q.pile(:,floor(N/2)+2-s));

resul.Qs.pile(:,floor(N/2)+1+s)=...

conj(resul.Qs.pile(:,floor(N/2)+2-s));

resul.M.pile(:,floor(N/2)+1+s)=...

conj(resul.M.pile(:,floor(N/2)+2-s));

resul.Ms.pile(:,floor(N/2)+1+s)=...

conj(resul.Ms.pile(:,floor(N/2)+2-s));

end

for k=1:torre.np

resul.Q.torre(k,:)=real(ifft(resul.Q.torre(k,:)*N/2));

resul.Qs.torre(k,:)=real(ifft(resul.Qs.torre(k,:)*N/2));

resul.M.torre(k,:)=real(ifft(resul.M.torre(k,:)*N/2));

resul.Ms.torre(k,:)=real(ifft(resul.Ms.torre(k,:)*N/2));

end

if num_tramos>1.5

for k=1:subestructura.np

resul.Q.subestructura(k,:)=...

real(ifft(resul.Q.subestructura(k,:)*N/2));

resul.Qs.subestructura(k,:)=...

real(ifft(resul.Qs.subestructura(k,:)*N/2));

resul.M.subestructura(k,:)=...

real(ifft(resul.M.subestructura(k,:)*N/2));

resul.Ms.subestructura(k,:)=...

real(ifft(resul.Ms.subestructura(k,:)*N/2));

end

end
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for k=1:pile.np

resul.Q.pile(k,:)=real(ifft(resul.Q.pile(k,:)*N/2));

resul.Qs.pile(k,:)=real(ifft(resul.Qs.pile(k,:)*N/2));

resul.M.pile(k,:)=real(ifft(resul.M.pile(k,:)*N/2));

resul.Ms.pile(k,:)=real(ifft(resul.Ms.pile(k,:)*N/2));

end

resul.Q.torre=max(abs(resul.Q.torre.’));

resul.Qs.torre=max(abs(resul.Qs.torre.’));

resul.M.torre=max(abs(resul.M.torre.’));

resul.Ms.torre=max(abs(resul.Ms.torre.’));

if num_tramos>1.5

resul.Q.subestructura=max(abs(resul.Q.subestructura.’));

resul.Qs.subestructura=max(abs(resul.Qs.subestructura.’));

resul.M.subestructura=max(abs(resul.M.subestructura.’));

resul.Ms.subestructura=max(abs(resul.Ms.subestructura.’));

end

resul.Q.pile=max(abs(resul.Q.pile.’));

resul.Qs.pile=max(abs(resul.Qs.pile.’));

resul.M.pile=max(abs(resul.M.pile.’));

resul.Ms.pile=max(abs(resul.Ms.pile.’));

resul.z.torre=torre.z;

resul.z.subestructura=subestructura.z;

resul.z.pile=pile.z;

graf_env(resul);

end

end
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function K_pile = imped_pile(pile,suelo,w)

K_pile=zeros(2,2,length(w));

pile.np=2;

pile.z=[0:1/(pile.np-1):1]*pile.L;

suelo.CI=0;

for s=1:length(w)

cc = {’u(0)’,’1’;’g(0)’,’0’;’M(1)’,’0’;’Q(1)’,’0’};

[respil,resci]=calcula_winkler(pile,suelo,w(s),cc);

K_pile(:,1,s)=[-respil.Q(1) respil.M(1)];

cc = {’u(0)’,’0’;’g(0)’,’1’;’M(1)’,’0’;’Q(1)’,’0’};

[respil,resci]=calcula_winkler(pile,suelo,w(s),cc);

K_pile(:,2,s)=[respil.Q(1) -respil.M(1)];

end

end

function [d,u,g,Q,M,P] = matriz_d(gondola,torre,subestructura,...

K_t,M_t,J_t,P_t)

syms A B C D a b c d x z

% Se define el numero de tramos

num_tramos=1;

if max(strcmp(subestructura.marcador,{’si’ ’si’ ’Si’ ’Si’ ’SI’ ’Si’ ...

’si’ ’sI’}))>0.5

num_tramos=2;

end

% Se localizan las variables
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L(2)=torre.L;

EI(2)=torre.EI;

m(2)=torre.m;

r(2)=torre.r;

alpha(2)=torre.alpha;

M_g(2)=gondola.M;

J_g(2)=gondola.J;

L(1)=subestructura.L;

EI(1)=subestructura.EI;

m(1)=subestructura.m;

r(1)=subestructura.r;

alpha(1)=subestructura.alpha;

M_g(1)=0;

J_g(1)=0;

% Viga Euler-Bernoulli sin inercia rotacional

r=r*0;

% Se crean las columnas de u, g, M y Q

u=[z*0 0 0 z*0];

for s=2:-1:3-num_tramos

if alpha(s)==0

u(s,:)=[exp(a*z) exp(-a*z) cos(b*z) sin(b*z)];

u(s,:)=(subs(u(s,:),a,((((x^2*m(s)/EI(s))^2*r(s)^4+4*(x^2*m(s)/...

EI(s)))^(1/2)-(x^2*m(s)/EI(s))*r(s)^2)/2)^(1/2)));

u(s,:)=simplify(subs(u(s,:),b,((((x^2*m(s)/EI(s))^2*r(s)^4+...

4*(x^2*m(s)/EI(s)))^(1/2)+(x^2*m(s)/EI(s))*r(s)^2)/2)^(1/2)));

else

u(s,:)=[besselj(2,z) bessely(2,z) besseli(2,z) besselk(2,z)];

u(s,:)=z^(-2)*u(s,:);

u(s,:)=subs(u(s,:),z,(2*(((L(s)^4*m(s)*x^2)/(EI(s)))^(1/4))/...

abs(alpha(s)))*(1-alpha(s)*(z/L(s)))^(1/2));

r(s)=0;
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end

u(s,:)=simplify(u(s,:));

g(s,:)=simplify(diff(u(s,:),z,1));

M(s,:)=simplify(EI(s)*(1-alpha(s)*(z/L(s)))^4*diff(u(s,:),z,2));

Q(s,:)=simplify(diff(M(s,:),z,1)+x^2*m(s)*r(s)^2*diff(u(s,:),z,1));

end

% Se monta la matriz

d=[x*0];

d(4*num_tramos,4*num_tramos)=0;

d(1,1:4)=subs(Q(3-num_tramos,:)+K_t(1,1)*u(3-num_tramos,:)+...

K_t(1,2)*g(3-num_tramos,:)-M_t*u(3-num_tramos,:)*x^2,z,0);

d(2,1:4)=subs(-M(3-num_tramos,:)+K_t(2,1)*u(3-num_tramos,:)+...

K_t(2,2)*g(3-num_tramos,:)-J_t*g(3-num_tramos,:)*x^2,z,0);

d(4*num_tramos-1,4*num_tramos-3:4*num_tramos)=subs(-Q(2,:)-...

M_g(2)*u(2,:)*x^2,z,L(2));

d(4*num_tramos,4*num_tramos-3:4*num_tramos)=subs(M(2,:)-...

J_g(2)*g(2,:)*x^2,z,L(2));

for s=2:num_tramos

d(4*(s-1)-1,4*(s-1)-3:4*(s-1))=subs(u(s-1,:),z,L(s-1));

d(4*(s-1)-1,4*(s)-3:4*(s))=-subs(u(s,:),z,0);

d(4*(s-1),4*(s-1)-3:4*(s-1))=subs(g(s-1,:),z,L(s-1));

d(4*(s-1),4*(s)-3:4*(s))=-subs(g(s,:),z,0);

d(4*(s-1)+1,4*(s-1)-3:4*(s-1))=subs(-Q(s-1,:),z,L(s-1));

d(4*(s-1)+1,4*(s)-3:4*(s))=subs(Q(s,:),z,0);

d(4*(s-1)+2,4*(s-1)-3:4*(s-1))=subs(M(s-1,:),z,L(s-1));

d(4*(s-1)+2,4*(s)-3:4*(s))=subs(-M(s,:),z,0);

end

d=simplify(d);

% Se monta el vector de cargas

P=zeros(4*num_tramos,1);

P(1:2,1)=P_t;
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end

function [d,u,g,Q,M] = matriz_d_rigida(gondola,torre,subestructura)

% m: masa por unidad de longitud

% r: radio de giro de la seccion

% n: numero de frecuncias naturales

% M: masa en el extremo libre

% J: inercia en el extremo libre

syms A B C D a b c d x z

% Se define el numero de tramos

num_tramos=1;

if max(strcmp(subestructura.marcador,{’si’ ’si’ ’Si’ ’Si’ ’SI’ ’Si’...

’si’ ’sI’}))>0.5

num_tramos=2;

end

% Se localizan las variables

L(2)=(torre.L);

EI(2)=(torre.EI);

m(2)=(torre.m);

r(2)=(torre.r);

alpha(2)=(torre.alpha);

M_g(2)=(gondola.M);

J_g(2)=(gondola.J);

L(1)=(subestructura.L);

EI(1)=(subestructura.EI);

m(1)=(subestructura.m);

r(1)=(subestructura.r);

alpha(1)=(subestructura.alpha);

M_g(1)=0;
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J_g(1)=0;

% Viga Euler-Bernoulli sin inercia rotacional

r=r*0;

% Se crean las columnas de u, g, M y Q

u=[z*0 0 0 z*0];

for s=2:-1:3-num_tramos

if alpha(s)==0

u(s,:)=[exp(a*z) exp(-a*z) cos(b*z) sin(b*z)];

u(s,:)=(subs(u(s,:),a,((((x^2*m(s)/EI(s))^2*r(s)^4+4*(x^2*m(s)/...

EI(s)))^(1/2)-(x^2*m(s)/EI(s))*r(s)^2)/2)^(1/2)));

u(s,:)=simplify(subs(u(s,:),b,((((x^2*m(s)/EI(s))^2*r(s)^4+...

4*(x^2*m(s)/EI(s)))^(1/2)+(x^2*m(s)/EI(s))*r(s)^2)/2)^(1/2)));

else

u(s,:)=[besselj(2,z) bessely(2,z) besseli(2,z) besselk(2,z)];

u(s,:)=z^(-2)*u(s,:);

u(s,:)=subs(u(s,:),z,(2*(((L(s)^4*m(s)*x^2)/(EI(s)))^(1/4))/...

abs(alpha(s)))*(1-alpha(s)*(z/L(s)))^(1/2));

r(s)=0;

end

u(s,:)=simplify(u(s,:));

g(s,:)=simplify(diff(u(s,:),z,1));

M(s,:)=simplify(EI(s)*(1-alpha(s)*(z/L(s)))^4*diff(g(s,:),z,1));

Q(s,:)=simplify(diff(M(s,:),z,1)+x^2*m(s)*r(s)^2*g(s,:));

end

% Se monta la matriz

d=[x*0];

d(4*num_tramos,4*num_tramos)=0;

d(1,1:4)=subs(u(3-num_tramos,:),z,0);

d(2,1:4)=subs(g(3-num_tramos,:),z,0);

d(4*num_tramos-1,4*num_tramos-3:4*num_tramos)=subs(-Q(2,:)-...

M_g(2)*u(2,:)*x^2,z,L(2));
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d(4*num_tramos,4*num_tramos-3:4*num_tramos)=subs(M(2,:)-...

J_g(2)*g(2,:)*x^2,z,L(2));

for s=2:num_tramos

d(4*(s-1)-1,4*(s-1)-3:4*(s-1))=subs(u(s-1,:),z,L(s-1));

d(4*(s-1)-1,4*(s)-3:4*(s))=-subs(u(s,:),z,0);

d(4*(s-1),4*(s-1)-3:4*(s-1))=subs(g(s-1,:),z,L(s-1));

d(4*(s-1),4*(s)-3:4*(s))=-subs(g(s,:),z,0);

d(4*(s-1)+1,4*(s-1)-3:4*(s-1))=subs(-Q(s-1,:),z,L(s-1));

d(4*(s-1)+1,4*(s)-3:4*(s))=subs(Q(s,:),z,0);

d(4*(s-1)+2,4*(s-1)-3:4*(s-1))=subs(M(s-1,:),z,L(s-1));

d(4*(s-1)+2,4*(s)-3:4*(s))=subs(-M(s,:),z,0);

end

d=simplify(d);

end

function f = valores_propios(d,n,w,pile,suelo)

syms x;

f=[0];

f(1)=zerocomplex(d*(abs(x-w(1))^4+1)/abs(x)^2,0.6*w(1),pile,suelo);

for k=2:n

f(k)=zerocomplex(d*(abs(x-w(k))^4+1)/abs(x-f(k-1))^4,w(k)*f(k-1)/...

abs(f(k-1)),pile,suelo);

end;

end

function [f,d,u,g,Q,M]= Viga_base_rigida(gondola,torre,subestructura,n)
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syms x

torre.E=real(torre.E);

torre.EI=real(torre.EI);

if max(strcmp(subestructura.marcador,{’si’ ’si’ ’Si’ ’Si’ ’SI’ ’Si’ ...

’si’ ’sI’}))>0.5

subestructura.E=real(subestructura.E);

subestructura.EI=real(subestructura.EI);

end

[d,u,g,Q,M] = matriz_d_rigida(gondola,torre,subestructura);

% Valores propios (Inicio)

cte=10^-5;

cte=0.1;

f=(0);

f(1)=zerocomplex(d/(log(abs(x)+1))^10,cte,subestructura,subestructura);

if f(1)<0

f(1)=fzero(inline(d),-f(1));

end

% Valores propios (fin)

end

function sol = zerocomplex(f,referencia,pile,suelo)

syms x K_11 K_12 K_21 K_22

sol=referencia*0.9999;

f_referencia=det(vpa(subs(f,x,referencia),15));

if strcmp(pile.marcador,’pile’)

K = imped_pile(pile,suelo,referencia);

f_referencia=vpa(subs(subs(subs(subs(f_referencia,...
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K_11,K(1,1)),K_12,K(1,2)),K_21,K(2,1)),K_22,K(2,2)),15);

end

f_sol=det(vpa(subs(f,x,sol),15));

if strcmp(pile.marcador,’pile’)

K = imped_pile(pile,suelo,sol);

f_sol=vpa(subs(subs(subs(subs(f_sol,...

K_11,K(1,1)),K_12,K(1,2)),K_21,K(2,1)),K_22,K(2,2)),15);

end

a=1;

while abs((referencia-sol)/sol)>10^-5 || real(f_sol)*...

real(f_referencia)>0 || imag(f_sol)*imag(f_referencia)>0

if abs(a)==0

referencia=0.99999*referencia;

sol=1.00001*sol;

f_referencia=double(vpa(subs(f,x,referencia),15));

if strcmp(pile.marcador,’pile’)

K = imped_pile(pile,suelo,referencia);

f_referencia=det(vpa(subs(subs(subs(subs(f_referencia,...

K_11,K(1,1)),K_12,K(1,2)),K_21,K(2,1)),K_22,K(2,2)),15));

end

f_sol=double(vpa(subs(f,x,sol),15));

if strcmp(pile.marcador,’pile’)

K = imped_pile(pile,suelo,sol);

f_sol=det(vpa(subs(subs(subs(subs(f_sol,...

K_11,K(1,1)),K_12,K(1,2)),K_21,K(2,1)),K_22,K(2,2)),15));

end

if abs(f_sol-f_referencia)==0

f_referencia=f_referencia*1.01;

end

end

incremento=(-f_sol*(sol-referencia)/(f_sol-f_referencia));
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if abs(incremento)>0.1*abs(sol);

incremento=0.05*incremento*abs(sol)/abs(incremento);

end

referencia=sol;

sol=(sol+incremento);

if real(sol)<0

sol=real(referencia)*0.9999+imag(sol)*1i;

end

if imag(sol)<0

sol=real(sol)+imag(referencia)*0.9999;

end

f_referencia=f_sol;

a=vpa(det(subs(f,x,sol))-f_referencia,15);

if strcmp(pile.marcador,’pile’)

K = imped_pile(pile,suelo,sol);

a=vpa(subs(subs(subs(subs(a,...

K_11,K(1,1)),K_12,K(1,2)),K_21,K(2,1)),K_22,K(2,2)),15);

end

f_sol=a+f_referencia;

end

end
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B.3. calcula winkler.m

function [respil,resci] = calcula_winkler(pile,suelo,w,cc)

% Resuelve el modelo de cimentacion para una determinada frecuencia y

% condiciones de contorno dadas.

% Modelo Winkler con barra Euler-Bernoulli omitiendo Inercia rotacional.

%

% condiciones de contorno (cc):

% las dos primeras deberian ser las de cabeza y las dos ultimas de punta

% p. ej.:

% cc = {’u(0)’,’1’;

% ’g(0)’,’0’;

% ’M(1)’,’0’;

% ’Q(1)’,’0’};

% calculo de impedancia de suelo (Novak) y campo incidente

ksx = kdenovak(suelo,pile.d/2,w);

ci = campoincidenteTim(suelo,w);

% inicializamos a cero la matriz para calcular las amplitudes:

AA = zeros(pile.N*4);

BB = zeros(pile.N*4,1);

% bucle en partes del pilote:

for np = 1 : pile.N

pile.m=pile.A*(pile.rho+suelo.rho(np)*(pile.delta^2/(1-pile.delta^2)));

[u,g,M,Q] = calculaexpresiones(pile,ksx(np),...

suelo.h(np),w,ci(np));

col = 4*(np-1)+(1:4); % columnas correspondientes a las amplitudes

% de ese tramo

% Aplicamos cc de cabeza o de interfase segun estamos en el primer

% tramo o no (son las cc en el punto inicial del tramo):
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if (np == 1)

buf = eval(cc{1,1});

AA(1,col) = buf(1:4);

BB(1) = -buf(5) + eval(cc{1,2});

buf = eval(cc{2,1});

AA(2,col) = buf(1:4);

BB(2) = -buf(5) + eval(cc{2,2});

else

f = 4*(np-1)-2;

for var = ’ugMQ’

f = f + 1;

buf = eval([var ’(0)’]);

AA(f,col) = buf(1:4);

BB(f) = BB(f) -buf(5);

end

end

% Aplicamos cc de punta o de interfase segun estamos en el ultimo

% tramo o no (son las cc en el punto final del tramo):

if (np == pile.N)

buf = eval(cc{3,1});

AA(4*pile.N-1,col) = buf(1:4);

BB(4*pile.N-1) = -buf(5) + eval(cc{3,2});

buf = eval(cc{4,1});

AA(4*pile.N,col) = buf(1:4);

BB(4*pile.N) = -buf(5) + eval(cc{4,2});

else

f = 4*(np-1)+2;

for var = ’ugMQ’

f = f + 1;

buf = eval([’-’ var ’(1)’]);

AA(f,col) = buf(1:4);
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BB(f) = BB(f) -buf(5);

end

end

end

%Escalamos la matriz (condicionamiento del sistema)

maximo=zeros(length(BB));

for n=1:length(BB)

maximo(n)=max(abs(AA(n,:)));

end

for n=1:length(BB)

AA(n,:)=AA(n,:)/maximo(n);

BB(n,:)=BB(n,:)/maximo(n);

end

% resolvemos

sol=AA\BB;

A = [zeros(pile.N,4) ones(pile.N,1)];

for n=1:pile.N

A(n,1:4)=sol(4*(n-1)+(1:4));

end

% calculamos las variables del problema:

c = 0;

z = pile.z;

ht = 0;

for np = 1:pile.N

ze = (z(z <= suelo.H(np))-ht)/suelo.h(np);

z(z <= suelo.H(np)) = [];

ht = suelo.H(np);

pile.m=pile.A*(pile.rho+suelo.rho(np)*(pile.delta^2/(1-pile.delta^2)));

[u,g,M,Q] = calculaexpresiones(pile,ksx(np),...



B.3. CALCULA WINKLER.M 105

suelo.h(np),w,ci(np));

for nz = 1:length(ze)

c = c + 1;

respil.u(c) = sum(u(ze(nz)).*A(np,:));

respil.g(c) = sum(g(ze(nz)).*A(np,:));

respil.M(c) = sum(M(ze(nz)).*A(np,:));

respil.Q(c) = sum(Q(ze(nz)).*A(np,:));

end

end

respil.z = pile.z;

% calculo del campo incidente

z = pile.z;

c = 0; ht = 0;

for np = 1:pile.N

ze = (z(z <= suelo.H(np))-ht)/suelo.h(np);

z(z <= suelo.H(np)) = [];

ht = suelo.H(np);

for nz = 1:length(ze)

c = c + 1;

ns=np;

resci.u(c)=ci(ns).A*exp(1i*ci(ns).k*ze(nz))...

+ci(ns).B*exp(-1i*ci(ns).k*ze(nz));

resci.du(c)=1i*ci(ns).k/suelo.h(ns)*(ci(ns).A*exp(1i*...

ci(ns).k*ze(nz))-ci(ns).B*exp(-1i*ci(ns).k*ze(nz)));

end

end

resci.z = pile.z;

end

function [b1,g1] = calculacoeficientes(pile,kh,L,w)
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% Calcula los coeficientes que se utilizan para resolver la ecuacion

% diferencial y para obtener las diferentes variables.

% Son los coeficientes para un tramo determinado.

b1 = L^4*(kh-pile.m*w^2)/(pile.E*pile.I);

g1 = L^4*kh/(pile.E*pile.I);

end

function [u,g,M,Q] = calculaexpresiones(pile,kh,L,w,ci)

% Calcula las expresiones (funcion de e) para las variables del problema.

% Correspondientes a un tramo determinado.

% Teoria Bernoulli.

%

% Cada variable tiene 5 componentes, las 4 primeras correspondientes a las

% raices desconocidas, y la ultima al termino ’constante’.

[b1,g1] = calculacoeficientes(pile,kh,L,w);

b = b1;

c = g1;

r(1) = sqrt((sqrt(-4*b))/2);

r(2) = -sqrt((sqrt(-4*b))/2);

r(3) = sqrt((-sqrt(-4*b))/2);

r(4) = -sqrt((-sqrt(-4*b))/2);

rp(1) = 1i*ci.k; % r5 y 6

rp(2) = -1i*ci.k;

Ap(1) = ci.A*(c)/(ci.k^4+b);

Ap(2) = ci.B*(c)/(ci.k^4+b);

u = @(e) [exp(r*e),...

sum(exp(rp*e).*Ap)];

g = @(e) (1/L)*[r.*exp(r*e),...
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sum(rp.*exp(rp*e).*Ap)];

M = @(e) (pile.E*pile.I/L^2)*[r.^2.*exp(r*e),...

sum(rp.^2.*exp(rp*e).*Ap)];

Q = @(e) (pile.E*pile.I/L^3)*[(-r.^3).*exp(r*e),...

sum([(-rp.^3).*exp(rp*e).*Ap])];

end

function CI=campoincidenteTim(suelo,w)

% devuelve las amplitudes y numero de onda para cada uno de los estratos

% del terreno correspondiendo al campo incidente (incidencia vertical con

% desplazamiento horizontal unitario en la superficie libre)

% Formulacion mediante (coord. adimensional y relativa

k=w./suelo.cs.*suelo.h;

A=zeros(1,suelo.nes);

B=zeros(1,suelo.nes);

A(1)=suelo.CI*1/2;

B(1)=suelo.CI*1/2;

for n=1:suelo.nes-1

R=suelo.h(n+1)/suelo.h(n)*k(n)*suelo.G(n)/k(n+1)/suelo.G(n+1);

A(n+1)=0.5*((1+R)*A(n)*exp(i*k(n))+(1-R)*B(n)*exp(-i*k(n)));

B(n+1)=0.5*((1-R)*A(n)*exp(i*k(n))+(1+R)*B(n)*exp(-i*k(n)));

end

for n=1:suelo.nes

CI(n).k = suelo.CI*k(n);

CI(n).A = A(n);

CI(n).B = B(n);

end

end
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function ks=kdenovak(suelo,r,w)

% calcula la rigidez a compresion del suelo, empleando la expresion de la

% K horizontal propuesta por Novak-Nogami-AbuElla (’78)

% Entrada: propiedades del suelo, radio del pilote, frecuencia

ks=zeros(suelo.nes,1);

for n=1:suelo.nes

ao=r*w/sqrt(real(suelo.G(n))/suelo.rho(n));

Ds=imag(suelo.G(n))/real(suelo.G(n));

Dl=imag(suelo.lame(n)+2*suelo.G(n))/real(suelo.lame(n)+2*suelo.G(n));

eta=sqrt(2*(1-suelo.nu(n))/(1-2*suelo.nu(n)));

aog=ao*1i/sqrt(1+1i*Ds);

bog=ao*1i/(eta*sqrt(1+1i*Dl));

ks(n)=pi*real(suelo.G(n))*ao*ao*(-(4*besselk(1,bog)*besselk(1,aog)+...

aog*besselk(1,bog)*besselk(0,aog)+bog*besselk(0,bog)*...

besselk(1,aog))/(bog*besselk(0,bog)*besselk(1,aog)+...

aog*besselk(1,bog)*besselk(0,aog)+aog*bog*besselk(0,bog)*...

besselk(0,aog)));

end

end
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B.4. graf env.m

function graf_env(resul)

a=resul;

b=1;

s=1;

h=figure(s);

if length(fieldnames(resul.Q))<2.5

a.Q.subestructura=a.Q.torre*0;

a.Qs.subestructura=a.Qs.torre*0;

a.M.subestructura=a.M.torre*0;

a.Ms.subestructura=a.Ms.torre*0;

a.z.subestructura=a.z.torre*0;

end

subplot(1,2,1)

p1 = plot(b*a(s).Q.pile,-a(s).z.pile,’b’);

hold on

p2 = plot(b*a(s).Q.subestructura,a(s).z.subestructura,’b’);

hold on

p3 = plot(b*a(s).Q.torre,a(s).z.torre+max(a(s).z.subestructura),’b’);

hold on

p4 = plot(b*a(s).Qs.pile,-a(s).z.pile,’r’);

hold on

p5 = plot(b*a(s).Qs.subestructura,a(s).z.subestructura,’r’);

hold on

p6 = plot(b*a(s).Qs.torre,a(s).z.torre+max(a(s).z.subestructura),’r’);

hold on

maximo=b*[max(a(s).Q.pile),max(a(s).Q.subestructura),max(a(s).Q.torre),...

max(a(s).Qs.pile),max(a(s).Qs.subestructura),max(a(s).Qs.torre)];

maximo=max(maximo);

c=[0,0];
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d=[0,2*maximo];

p7 = plot(d,c,’k:’);

hold on

c=[max(a(s).z.subestructura)+max(a(s).z.torre),max(a(s).z.subestructura)+...

max(a(s).z.torre)];

d=[0,2*maximo];

p8 = plot(d,c,’k:’);

hold on

c=[max(a(s).z.subestructura),max(a(s).z.subestructura)];

d=[0,2*maximo];

p9 = plot(d,c,’k:’);

hold on

c=-[max(a(s).z.pile),max(a(s).z.pile)];

d=[0,2*maximo];

p9 = plot(d,c,’k:’);

hold off

axis([0 1.2*maximo -1.3*max(a(s).z.pile) 1.1*(max(a(s).z.subestructura)+...

max(a(s).z.torre))]);

xlabel(’Q (N)’);

ylabel(’z (m)’);

title([’Envolvente de cortantes’]);

legend([p1 p4],’Sistema acoplado’,’Sistema desacoplado’)

subplot(1,2,2)

p1 = plot(b*a(s).M.pile,-a(s).z.pile,’b’);

hold on

p2 = plot(b*a(s).M.subestructura,a(s).z.subestructura,’b’);

hold on

p3 = plot(b*a(s).M.torre,a(s).z.torre+max(a(s).z.subestructura),’b’);

hold on

p4 = plot(b*a(s).Ms.pile,-a(s).z.pile,’r’);

hold on
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p5 = plot(b*a(s).Ms.subestructura,a(s).z.subestructura,’r’);

hold on

p6 = plot(b*a(s).Ms.torre,a(s).z.torre+max(a(s).z.subestructura),’r’);

hold on

maximo=b*[max(a(s).M.pile),max(a(s).M.subestructura),max(a(s).M.torre),...

max(a(s).Ms.pile),max(a(s).Ms.subestructura),max(a(s).Ms.torre)];

maximo=max(maximo);

c=[0,0];

d=[0,2*maximo];

p7 = plot(d,c,’k:’);

hold on

c=[max(a(s).z.subestructura)+max(a(s).z.torre),max(a(s).z.subestructura)+...

max(a(s).z.torre)];

d=[0,2*maximo];

p8 = plot(d,c,’k:’);

hold on

c=[max(a(s).z.subestructura),max(a(s).z.subestructura)];

d=[0,2*maximo];

p9 = plot(d,c,’k:’);

hold on

c=-[max(a(s).z.pile),max(a(s).z.pile)];

d=[0,2*maximo];

p9 = plot(d,c,’k:’);

hold off

axis([0 1.2*maximo -1.3*max(a(s).z.pile) 1.1*(max(a(s).z.subestructura)+...

max(a(s).z.torre))]);

xlabel(’M (N*m)’);

ylabel(’z (m)’);

title([’Envolvente de flectores’]);

legend([p1 p4],’Sistema acoplado’,’Sistema desacoplado’)

end




