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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

El Proyecto Fin de Carrera que se propone se integra en la linea de
trabajo que llevan a cabo los miembros de la Divisiéon de Mecanica de Medios
Continuos y Estructuras del STANI en el campo de la dindmica de estructuras
y, en particular, en el estudio de la influencia de los fenémenos de interaccion
suelo-estructura en la respuesta. En concreto, ha sido de interés en los
ultimos anos el analisis de la respuesta dinamica de estructuras de edificacién
cimentadas con pilotes. Asi, se ha desarrollado e implementado un modelo
acoplado de Elementos de Contorno y Elementos Finitos (MEC-MEF)
tridimensional arménico, que aprovecha las ventajas de cada metodologia,
para el andlisis dindmico directo de este tipo de estructuras. Este modelo
cuenta con las ventajas del MEC para representar el terreno donde se asienta
la edificacién (su cardcter de medio semi-infinito asi como la presencia de
ondas sismicas excitadoras) y la simplificacion que supone modelar vigas,
pilares y pilotes de la estructura con el MEF.

En este modelo vigas, pilares y pilotes se tratan como elementos (barras)
en su formulacién mas clasica y simplificada (Euler-Bernoulli), es decir,
elementos que en sus ecuaciones de gobierno no incorporan la deformacion
asociada al esfuerzo cortante. Se trata, por tanto, de un modelo sélo aplicable
al estudio de elementos cuya relacion de esbeltez supera ciertos valores limite
(limite difuso, segin sea el problema y el margen de error que esté dispuesto a
aceptar el analista). Decir también que este programa estd muy desarrollado
en la actualidad y ha permitido el andlisis de la respuesta de cimentaciones
pilotadas (impedancias e interaccién cinematica), asi como el estudio de la
repuesta de la superestructura y de otras estructuras cercanas, sometido el
conjunto a trenes de ondas sismicas con incidencia completamente general.

15



16 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Con este Proyecto Fin de Carrera se pretende implementar en este codigo
un tipo de elemento barra mas general que permitira estudiar cimentaciones
pilotadas (u otras estructuras) donde su pequena esbeltez pueda comprometer
las hipdtesis Euler-Bernoulli. Por las especiales caracteristicas de los
problemas estudiados con el modelo MEC-MEF, se opté inicialmente por
un elemento viga hermitico de 3 nodos, mas adecuado para representar
la interaccién pilote-suelo. En la formulacion clasica el procedimiento para
la obtencion de las funciones de forma y matrices de rigidez y masa para
este tipo de elemento es sencilla. Sin embargo, para elementos Timoshenko
las formulaciones consistentes (matrices de rigidez y masa) son bastante
recientes, mas complejas y sélo existen para elementos hermiticos de 2 nodos.
Sera necesario, y formara parte del alcance de este Trabajo, la formulacion
hermitica de un elemento viga Timoshenko de 3 nodos compatible con el
c6digo desarrollado.

Una vez formuladas e implementadas las ecuaciones de este elemento, se
resolveran algunos problemas de validacion y se estudiaran otros que pongan
de manifiesto la importancia y el rango de validez de la teoria clasica de
vigas en el ambito de modelos que incorporen interaccién suelo-estructura en
dindmica estructural.

1.2. Objetivos y alcance

Los Tutores de este Proyecto Fin de Carrera establecen a priori una
serie de objetivos en una secuencia que permita al Alumno que lo realiza,
en primer, ampliar su formacion en el campo de la dinamica de estructuras
y los métodos numéricos, y en segundo lugar, estar en disposicién de utilizar
y modificar adecuadamente software ya disponible para la obtencién de
resultados. Mas detalladamente los objetivos a cumplir son:

= Se deberd estudiar las bases tedricas de la dindmica de estructuras de
barras. Esta materia no forma parte de los contenidos de ninguna de
las asignaturas que ha cursado en la titulacion.

= Se estudiaran las bases de la Elastodinamica Lineal, del Método de los
Elementos de Contorno y el Método de los Elementos Finitos, que han
servido para el desarrollo del software que ha de modificar.

» Familiarizarse con el lenguaje de programacion FORTRAN 90, que es
el lenguaje utilizado en la implementaciéon de los modelos matematicos
que utilizara y modificard. Deberd ser capaz de escribir, compilar y
ejecutar sus propios programas en este lenguaje.
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= Otro objetivo sera estudiar con un alto nivel de detalle el programa
informatico vinculado al modelo acoplado del método de elementos de
contorno elementos finitos. Como se ha comentado previamente, en el
momento actual este cédigo permite el estudio dinamico de estructuras
de barras cimentadas con pilotes, considerando ambos (barras y pilotes)
desde la teoria de elementos esbeltos Euler-Bernoulli.

= Se formulara las ecuaciones, funciones de forma, matrices de rigidez y
masa para elementos viga que incorporen la deformacién por cortante
(elementos Timoshenko) en régimen dindmico arménico.

= Implementar estas ecuaciones en el modelo acoplado del método de
elementos de contorno y finitos. Validarlo con ejemplos sencillos.

= Aplicar el programa desarrollado para estudiar la respuesta de distintas
configuraciones estructurales donde su pequena esbeltez comprometa
las hipdtesis Euler-Bernoulli, ante solicitaciones dinamicas de distinto
tipo.

1.3. Estructura del documento

Tras indicar los antecedentes que dan origen a este Proyecto Fin de
Carrera y los objetivos y alcance del mismo, se procedera a desglosar la
estructura del Proyecto de Fin de Carrera.

El capitulo Pl muestra las bases tedricas en las que se fundamenta la
formulacion de la viga Timoshenko. En él, se formula la ecuacién de gobierno
del problema donde se incluye la deformaciéon por cortante. Ademads, se indica
la resolucion de la anterior ecuacién por el método de elementos finitos, puesto
que normalmente no posee solucién analitica. También, se indica la obtencion
de las matrices elementales de masa y rigidez que son de gran importancia
para el calculo computacional. Se incluye, ademas, el ensamblaje de éstas,
obteniendo la matriz global de masa y rigidez. Una vez obtenidas las matrices
globales, se puede escribir un sistema de ecuaciones que, una vez resuelto,
relacione las variables cinematicas con las cargas externas. Finalmente, aparte
de la formulacién tedrica, se muestra la implementacion del codigo y su
verificacion con modelos contrastados que posean solucién analitica.

En el capitulo [8] se modeliza el comportamiento del suelo, haciendo uso
del método de los elementos de contorno. Se estudian sus bases tedricas.
También, se describen las ecuaciones de acoplamiento entre el método de
elementos de contorno y el de elementos finitos, que permitiran modelar la
interacciéon entre el suelo y la estructura.



18 CAPITULO 1. INTRODUCCION

En el capitulo M se recogen las graficas de impedancias, que indica la
relacion en un desplazamiento unitario y el esfuerzo que se precisa para
ello. Se muestra las relaciones entre impedancias que basicamente, son el
ratio de impedancias obtenidas por ambos modelos y que permite conocer la
divergencia entre ambos. Ademads, se plasman las observaciones acerca de las
graficas de resultados.

En el capitulo se reflejaran, de manera concisa, las principales
conclusiones de este Proyecto Fin de Carrera. Finalmente, se indicaran las
lineas futuras de desarrollo que permitiran un estudio ain mas profundo y
detallado de esta materia.



Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

2.1. Deformacion por cortante

Los solidos prisméaticos han sido una de las unidades bésicas de las
estructuras desde la antigiiedad. El uso de este tipo de formas geométricas es
habitual en pilares, vigas, pilotes y demas formas constructivas. Obviamente,
la importancia de su comportamiento, frente a esfuerzos de diferente indole es
transcendental. Este documento tratara principalmente los relacionados con
cuerpos prismaticos sometidos a flexion y cortante. Estos pueden ser vigas o
como en este caso, que seran estructuras enterradas.

Tradicionalmente, este tipo de sélidos se ha analizado con la Teoria de
Euler-Bernoulli. Esta es especialmente apropiada para solidos esbeltos, es
decir, que una de las dimensiones sea ampliamente mayor que las otras
dos. Ademas, se debe cumplir que este solido esté cargado transversalmente
respecto a su eje longitudinal(linea imaginaria que une todos los centros
de gravedad). Cumpliendo estos requisitos, y sin olvidar que desprecia la
deformacion por esfuerzo cortante, el modelo de Euler-Bernoulli es bastante
frecuente y fiable.

Timoshenko en [14] y [15] desarrollé un modelo que incluye la deformacién
por cortante. Se observé que este modelo de Timoshenko era apto para
estudiar cualquier rango de esbelteces de vigas y que los resultados de ambos
modelos convergen cuando se estudian solidos esbeltos.

Cabe destacar, que uno de los principales objetivos de este Proyecto Fin
de Carrera es usar del modelo Timoshenko para la resolucién de problemas
de interaccion suelo-estructura en cimentaciones, concretamente, donde la
estructura enterrada no sea especialmente esbelta. Se usara este nuevo modelo
puesto que la diferencia de los resultados puede ser considerable debido al
efecto del esfuerzo cortante.

19



20 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS

2.2. Viga Euler-Bernoulli

Este es el modelo clésico de cdlculo de los sélidos prismaticos sometidos
a flexién. El método de Euler-Bernoulli desprecia el efecto provocado
la deformacién por cortante debido a las cargas perpendiculares al eje
longitudinal de la barra. Asimismo, el desplazamiento de cada punto
tnicamente depende de la coordenada longitudinal [I]. Ademés, al deformarse
el sélido prismatico, todas y cada una de sus rebanadas siguen siendo planas
y perpendiculares a linea media.

Para este cédlculo se precisard las ecuaciones del equilibrio y la ley de
comportamiento. El objetivo final, serd expresar a través de una ecuacion
diferencial la relacién entre la carga distribuida y el desplazamiento provocado
por la flexién (vy).

M|V V+dV | M+dM

Y

d(x)

Figura 2.1: Representacion de una rebanada en equilibrio

Primeramente se plantea las ecuaciones del equilibrio de esfuerzos en un
rebanada tal como la de la figura 21l Se obtiene la ecuacién (2.1))

V+dV =V +q(x) -de=0
dV +q(z) -de =0
av

- -0
7+ q(z)

(2.1)

Se procede a plantear el equilibrio de momentos. A partir de la
representacion de la rebanada y teniendo en cuenta que la diferenciales de
segundo orden son despreciables:
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d
M+dM—M+(V+dV)~d:c+q(:c)-d:c-;:O

dM +V -dx =0
dM
—+V =0
da:+
(2.2)

Es conveniente recordar, que el momento es resultado de la integral
extendida en el drea transversal del momento generado por la tension normal.
Usando la ecuacién siguiente, (Z.3]), se consigue expresar el momento en
funcién del desplazamiento vertical provocado por el esfuerzo de flexion, (vy),
y siendo dependiente del médulo de elasticidad (E) y del momento de inercia

(I) .

M——// or-dA = E1LY (2.3)
N Ay . n dx? ’

Tras combinar (22)) y (Z3)), se obtiene ([2:4]). Ahora se debe expresar ese
cortante,V, en funcién del desplazamiento y la carga externa.

V=_FI - (2.4)

Ahora la ecuacién (2.4]) es sustituida en (2I). Con ello se consigue
hacer desaparecer el término del cortante y expresarlo en funcién del
desplazamiento provocado por la flexion, la carga aplicada, el médulo de
elasticidad y el momento de inercia.

d'vy
dx*

Mas adelante, en este presente capitulo se observard, que esta expresion
es la ecuacion diferencial que gobierna los desplazamientos queda englobada
en el modelo Timoshenko. Siendo ambos resultados coincidentes cuando son
solidos esbeltos.

q(z) = EI - (2.5)

2.3. Viga Timoshenko

El modelo de Timoshenko se caracteriza por dar respuesta ademés
al efecto provocado por la deformacion de cortante que el anterior no
contemplaba. Este recoge matematicamente, la desviacién del modelo Euler-
Bernoulli, que se observaba para vigas de gran canto. Siendo mas especifico,
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este fenémeno aparece en vigas(sdlidos en general) de escasa esbeltez. En
otras palabras, es un modelo es el tnico adecuado para sélidos prismaticos
donde la dimensién longitudinal no predomine sobre las transversales.

La principal premisa que anade esta teoria es que la linea media y
las rebanadas dejan de ser perpendiculares. Es decir, los desplazamientos
de la viga tiene un comportamiento que obedece, al efecto conjunto de la
flexién(giro de la linea media) y el del cortante (giro de las rebanadas respecto
a linea media, dejando de ser perpendiculares). El efecto de la flexién se puede
observar en la figura Mientras el del cortante aparece en la figura .

1
H BN O S N - - e l+._l_

. \

Li
Rebanada rrigg?a
]
-.*.\.
! N

Figura 2.2: Configuracion indeformada y deformada debido al efecto de la
flexién

S R

Rebanada Linea
\ media
L] ‘ N N .
~. )
~. .
L]
F.
L] —y
/

Figura 2.3: Configuracion indeformada y deformada debido al efecto del
cortante
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El desplazamiento de los puntos de la viga se debe a dos motivos, flexién
y cortante. Por tanto, el desplazamiento total en la direccién transversal
(flecha)puede ser expresada:

v(z) = vp(2) + ve(x) (2.6)

Donde vs(z) es el mismo desplazamiento que aparece en la ecuacién (2.5).
Mientras por su parte v.(z), esta relacionado con el esfuerzo cortante a través
de la expresién (2.7).Este esfuerzo cortante es dependiente del desplazamiento
provocado v.(x), del area A, el mdédulo de rigidez transversal G y por primera
vez se incluye el término «, el denominado factor de cortadura. Este factor
de cortadura es una constante dependiente tinicamente de la geometria de la
seccion.

dv
V = Ty dA=a-G- A ¢ 2.7
// oG A% (2.7)

Teniendo las expresiones del cortante, 2.7 y 4] se puede establecer la
siguiente igualdad.

d3vf dv,
Si se despeja se obtiene
3 .G -
vy  a-G-A do, (2.9)

Bz~ —EI dx
Llegados a este punto, conviene recordar que se busca una relacién entre
el desplazamiento total y las cargas externas. Para ello, los desplazamientos
asociados a la flexion y el cortante deben ser también relacionados con ellas.
Primeramente, tomando la ecuacién (2.5), ya que en el modelo de
Bernoulli el desplazamiento es tnicamente asociado al efecto del esfuerzo
de flexién, se obtiene la relacién de éste con las cargas externas,(2.10):
d*vy  q(z)
det  EI
En segundo lugar, el desplazamiento asociado al cortante se puede
relacionar con el desplazamiento provocado por la flexién a través de (2.9).
Mientras, este desplazamiento asociado a la flexién ya estaba relacionado
con las cargas externas como se refleja en (2.I0). Por tanto, ya se puede
relacionar ambos desplazamientos con las cargas externas. Ahora, el siguiente
paso, es derivar ([2.9) para poder sustituirla en (2I0). Su resultado es la
ecuaciéon ([ZI1]), que es muy importante, puesto que ya permite relacionar
desplazamiento asociado al cortante con las cargas externas.

(2.10)
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qlz) —a-G-A d*v,

EI ~  EI  da?

Ahora se debe reordenar y derivar la ecuacién anterior dos veces, porque

en (2.10) el desplazamiento, vy, estd expresado en términos de su derivada

cuarta. Asi, v. queda como se recoge en (2.I2]) y consecuentemente ya se se
estd en disposicion de ser la relacionado con vy.

(2.11)

d*v, —1 d?
Ve  Lal@) (2.12)
dr*  «o-G-A  dx?
Ahora se toma la ecuacién (2.6]) y se halla su cuarta derivada. Teniendo
en cuenta que que los desplazamientos estan expresadas en funcién de las

cargas externas en las expresiones (2.I0) y (2.I2), se obtiene finalmente la

ecuacion (2.13), .

d*o(z) dvp(z)  do.(z

v(x) = vp(x) + ve(z) = da:<4 ) _ d;g ) d;i )
d'v(z) _ q() 1 dqx)

dr* ~ El o -G-A  da?

A partir de la expresién (2.I3)) se permitird, por su parte, calcular
los desplazamientos en cada punto del sélido en estudio, conociendo la
coordenada longitudinal. El desplazamiento perpendicular a la directriz del
solido prismatico depende de propiedades inherentes a la naturaleza del
material, tales como el médulo de elasticidad, £ y el médulo de rigidez
transversal, G. Asimismo, depende de las caracteristicas geométricas tales
como el momento de inercia, I, el area, A y el factor de cortadura, «,
dependiente de la forma de la seccion. Evidentemente, también, depende
de la carga distribuida (¢ (z).

Si se observa la expresién, la aportacion de Timoshenko al modelo
de Euler-Bernoulli es el término negativo (el sustraendo de la resta).
Este término anadido por el modelo de Timoshenko, al contemplar la
deformacion por cortante, es lo que diferencia esta expresion, (Z13), de (Z.3)).
Posteriormente, se demostrara que ambos modelos ofrecen una respuesta
semejante, convergen, cuando el sélido estudiado es esbelto. Ello se debe
a que al integrar (2.13]), en el término de Timoshenko aparecerd la longitud
total del elemento y, como se observara mas adelante, dependera de la inversa
del cuadrado de la esbeltez mecanica, teniendo un valor despreciable respecto
al otro sumando.

Se debe puntualizar, la expresién ([ZI3) rara vez se puede resolver
analiticamente, por tanto en ocasiones se debe acudir a soluciones numéricas
para hallar el valor de los desplazamientos y giros del sélido en estudio.

(2.13)
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2.4. Discretizacion mediante el método de
elementos finitos

Tal como se ha mencionado, el problema elastico y su formulaciéon en
desplazamientos como la expresion ([Z.13)), pueden tener una solucién analitica
que en multitud de ocasiones se antoja como poco dificil, . Como se recoge en
[4] es imposible encontrar un funcién que satisfaga, las frecuentes exigencias
del planteamiento diferencial sobre la variable desplazamiento.

La ecuacién (2I3)) carecerd, normalmente, de solucién analitica, tal
como se menciond anteriormente. Por ello, se hace preciso acudir como
alternativa a alguna soluciéon aproximada haciendo uso de un método

numeérico, comunmente, el método de elementos finitos(cuya nomenclatura
abreviada es MEF).

El método de elementos finitos no es mas que un procedimiento por el
que se cambia un problema fisico gobernado por una ecuacion diferencial por
un modelo matematico equivalente. Esta aproximacion, consiste en conservar
las propiedades fisicas y geométricas del problema pero, dentro de un modelo
con un numero finito de grados de libertad. Este modelo desemboca en un
sistema de ecuaciones con un numero finito de ecuaciones [10].

La discretizaciéon, consiste en crear un sistema de grados de libertad
interrelacionado, organizado en elementos. El nimero y naturaleza de los
elementos siempre es una eleccién del autor del estudio. El nimero de
elementos hara el andlisis mas preciso a la par que complejo, cuanto mayor
sea este numero. Cada uno de estos elementos posee un nimero determinado
de nodos.

En el caso de este documento, la estrategia de discretizacion serda muy
parecida la realizada en [7], sin embargo, los elementos serdn elementos
mas complejos,puesto seran elementos de tres nodos que incluyan la
deformacion por cortante también. El elemento usado en este Proyecto serd
un elemento de tres nodos y cinco grados de libertad, los tres desplazamientos
perpendiculares a la direccion de la barra y los dos giros en los extremos. La
otra de las novedades introducidas es que todas las variables seran expresadas
en funcién del la(coord)enada local &. Para ello, el cambio de variable sera el
L(¢+1

siguiente x = 5
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1 2 3
u U2 U3
6 03
— — =

Figura 2.4: Elemento de tres nodos

En la practica, cada elemento posee estos 5 grados de libertad en cada
uno de los dos planos coordenados perpendiculares a la direccion longitudinal.
Ademas, debemos incluir, los tres desplazamiento en la direccion longitudinal,
que son completamente independientes de la esbeltez pieza(puesto que los
grados de libertad relacionados con el esfuerzo axil estan completamente
desacoplados),por tanto, su valor queda inalterado, usando cualquiera de los
modelos. Asi, como el que serd usado en este proyecto, tendra trece grados
de libertad en total. Sin embargo, en la practica se podra simplificar como
si s6lo tuviese cinco porque todas las conclusiones extraidas para un plano
coordenado son extrapolables para el otro. Asimismo, al estar completamente
desacoplado, el problema de axil no sera objeto de estudio.

Los sélidos tipo viga seran modelados por un ntimero de estos elementos
lineales de tres nodos. En la figura aparece una aplicaciéon, un ejemplo,
de tres elementos de tres nodos interconectados, que modelizan una viga bi-
articulada. En un la préctica, los solidos podran ser modelados, con tantos
nodos como sea preciso.

A T A
Figura 2.5: Viga modelada por tres elementos de tres nodos

2.4.1. Calculo del desplazamiento

El cédlculo del desplazamiento consistirda en expresar el desplazamiento
vertical para cada rebanada en funcién de las variables cinematicas totales
(desplazamientos y giros), en los nodos de los elementos. Los desplazamientos,
en cualquier punto, seran una combinacién de los desplazamientos y giros
de los nodos del elemento debido al efecto combinado de los esfuerzos de
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flexion y cortante. Por tanto, tendran una expresion tal como se muestra a
continuacion.

L L
@ =wr-vf too- g0 tes-of dor ol bps D0 (219)

Ve (§) = Ny - vf 4+ Na - v + N3 - v5 (2.15)

Las expresiones ([2I4) y (ZIH), estdn compuestas por los giros y
desplazamientos asociados a la flexién y el cortante, y también, las funciones
de forma. Cabe resenar que las funciones de forma son polinomios de cuarto
grado y segundo en &, y cuya principal caracteristica es que toman valor la
unidad en el grado de libertad pertinente y cero para el resto de grados de

libertad.

Las funciones de forma asociadas a la flexion son:

3 o, 1 5 1
=—— — == 2.1
pr=—7ErE+ &8 (2.16a)
1 1 5, 1 4 1
- __. Z. ZLe3_ . 21
pr=—g bk €4 € e (2.16b)
p3=1-2-4¢ (2.16¢)
3 s 1 5 1 4
= . — == 2.16d
pi= S EHE -85 (2.164)
1 1 5, 1 45 1
— .. Z. Z. 21
=g Er 8¢ (2.16e)
Las funciones de forma asociadas al cortante son:
1
Ny = (e 1) (2.17a)
Ny =1-¢2 (2.17Db)
1

Una vez conocidas las funciones de forma, el objetivo final serd expresar el
desplazamiento total en cada punto en funcién de los desplazamientos y giros
totales(debido a ambos esfuerzos) en cada uno de los nodos del elemento.

Para ello, las funciones de forma (2.16al),([2.16D),([2.16d),([2.16d) y(2.1Ge])

se sustituyen en la ecuaciéon (2ZI4). Por su parte, las funciones de forma

[(2I7a) ,@I7D) y @I7d) son sustituidas en ([Z.IH). Quedando finalmente:
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vf(f):(—z £+§2+££3 5-5”‘)%
1 1 1 L
+<—Z'f+1 §2+Z'§3—Z 54)'5 6
p-z@ae)of 4 (Jere oo 1o6) o
1 1 1 L
+<_Z 5_1'£2+Z'§3+4 g‘*)-?eg (2.18)

1 C (& 1 (&
0= (36— 0) ot (-) s+ (040) 05 219)
El desplazamiento tiene que ser expresado en funcién de variables
cinematicas totales. En primer lugar, se expresa el desplazamiento provocado

por la flexion como la diferencia en entre el desplazamiento total y el generado
por el cortante, tal como se observa en (2.20) y (Z.21)

Uif — vy — 2 (2.20)
3 -G A AET 3

dhvy _—a-G-A dv _ dve s (2.21)
dar? EI  de T df  aGAL? d€

Para posteriormente hacer uso de la ecuacién (2.2])) se hard un cambio
de variable, para ello se ha sustituido (2.22)) y (223) en (2.27]).

By _dvy e vy (2 (2.22)
de3 3¢ dad 43¢ L '
dv. dv. df  dv,. 2
= = = | = 2.2
dx d¢ dr  d¢ <L) (2.23)

Ahora la expresion del desplazamiento total puede ser reescrita, de la
siguiente forma donde los desplazamientos provocados por la flexién no
aparezcan.

L L
U(f):<P1'U1+<P2'§'91+903-U2+g04-v3+g05-§-93
(N —=@n) - 0f + (No = 3) - vg + (N3 —a) -0 (2.24)
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Llegados a este punto, se debe hacer desaparecer todos los desplazamien-
tos asociados al cortante, para ello se hard uso de la expresion (2.21)) en la
que previamente se ha sustituido la expresion (2.20) :

1 1 12E171 1
(§—§> vy — 26v; + <§+§) V3= Ké —45) (v1 = of)

O R (% T

+ G - 25) gel] (2.25)

Si se reordena la expresion (228) y al término constante que en ella
aparece se le llama '¢’ tal como se recoge en (2.26]). Se obtendran unas
expresiones que podran ser usadas para escribir la expresion ([2.24]) en funcién
de los variables cinematicas(giros y desplazamientos totales). También, ’¢’

puede ser expresada en funcién de la esbeltez mecanica. (A = L/i,),
conociendo el radio de giro, (i, = +/I/A), que es una caracteristica

dependiente de la seccion.

12BT  12FiZ  12E
= = = 2.2
¢ aGAL? oGL? aGN? (2:26)

Este término ¢ es muy importante, puesto serda aquél que determina
el efecto del cortante en los grados de libertad. Este valor, ¢, y el efecto
consecuente del cortante son despreciables cuando se estudian piezas muy
esbeltas, como muestra (2.26]).

Reordenando (225 queda:

5 (16) (15 — ) + € (1+ 46) (o — 205 + v5) =
1 L L
—§¢ (U1 + 51T s + 5&3)
L L
—|—2¢£ (2’01 + 5@1 - 41}2 -+ 2’03 - 5@3) (227)

La expresiéon (2.217) arroja dos nuevas igualdades.

(14 ¢) (vs —of) = —%gf) <v1 + 591 —v3+ 593) (2.284a)

N | —

L L
(1 -+ 4(b) (Uf — 2’05 + Ug) = Q(b (2’01 -+ 591 — 4’02 -+ 2’03 - 593) (228b)
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Sélo se poseen dos ecuaciones, por tanto, si se sustituye las ecuaciones
anteriores en(2.24]) seguiria apareciendo algin términos del cortante. En su
lugar, se ird a la expresién (2.24]) y se intentara reordenar los términos NV; — p;
y ver si asi, si se puede hacer otra sustitucién.

1 1 1 1 1 1
Ni—gpr=16-58 -8+ = (6-¢) -5 (€-¢")  (220)

Ny — o3 = (& = &%) (2.29b)
N3 — ¢4 = —i& - %&2 + ié?’ + %54 = —i (£-¢) - % (£ —¢Y  (2.29¢)

Sustituyendo (229a)), (2.29D)) y (Z29d) en la expresion ([2.24).

N

L
v(€) =¢1-v1+ @2 '91+S03'U2+S04'03+805'§'93

P E- ) (@ —) —5 (@~ (f 25105 (230)

Ahora se observa que en la expresién (230) se puede sustituir (2.28a)
y ([2.28D), con ello desaparecen vf. Se ha conseguido expresar v(§) esté en
funcién de los grados de libertad del elemento, (vy, 61, vq9,v3 y 63) como se ve

en (Z30)

L L
U(f):<P1'U1+<P2'§‘91+S03'U2+S04'03+S05'§'93
¢ 3 L L
—— (§— —6, — —0
+4(1+¢)(§ 5) Ul+21 'U3+23
1 2 L L
—5 (€ =¢) 1+¢4¢ <2v1+501 —4v2+2vg—§03) (2.31)

Si se comparan las expresiones (230) y (23I) ya han desaparecido
términos relacionados con el cortante de (230) ahora aparecen términos
relacionados con los grados de libertad totales. También se contempla que
los términos que llevan ¢, son los que hacen que difiera de la ecuacién que se
obtendrian segiin el modelo clésico de Bernoulli (2.32]). En resumen, aquellos
términos multiplicados por ¢ son los nuevos y por tanto asociados al cortante,
mientras los otros estan relacionados con la flexién.

L L
U(f)2901'“1+902'§"91+903'U2+904'03+g05~§~93 (2.32)
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Ahora, reordenando (Z.31), se obtiene:

0(6) =0 (¢1+ﬁ(£—53)—2(§2_§4) 1+¢4¢)
+91§ <g02+ ﬁ (E=8) = (=) +¢4¢>)
W<w+4@tfﬂ1fw)

o (cpg_ﬁ(f—fg)—?(fz—g) 1+¢4¢)
+@§(%+57£;5@‘fﬂ+(g_gﬁlfM)

(2.33)

Observando ([2.33) y llamando v; a cada uno de los polinomios en ¢ se
puede escribir de la siguiente manera

Mﬁzwwﬁwmgﬁﬁwyw+MWM¢ygﬂg (2.34)

2.4.2. Calculo del giro

Se intentara escribir el giro en cualquier punto como una funcién
de(vy, 01, v9,v3 y 03). Para ello, se recuerda que el giro es la derivada del
desplazamiento provocado por la flexion. En otras palabras, la derivada de

(ZI4). Primeramente, se expresa (214]), como se ve en (2.33))

L L
vy (§) = g01-v1+<p2-5~91+<p3-v2+g04-v3+905~5-93—%-v‘f—<p3-v§—<p4-vg (2.35)

Todavia (235) depende de los desplazamientos v¢, pero sélo puede
depender de las variables cinematicas totales. Para ello, se intentara buscar
alguna manera de asociar los desplazamiento provocados por el cortante en
[236]), para luego sustituir las expresiones del cortante (2.28a) y (2.28D) y
la expresion de vf(§) dependa de las variables totales. Una vez obtenido el
desplazamiento provocado uinicamente por la flexién, quedaria derivarlo y se
tendria el giro.
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L L
vr(§) =1 v+ P2 =01+ p3-va+ s vfs s

e (o)) - fos(es ? c

_ H (3¢ — €% + ( 2 _ ) ¢ (2.36)

3

Ordenando (2.36]) quedaria:

L L
Uf(g):901'U1+902'§'91+<P3'U2+<P4~vf3+905'§~93
1 1
1 (3§_£3) (v§ —vf) + (52_ §§4) (UT—U5+U§)+U§:| (2.37)

Ahora se estd en disposicion de sustituir ([228a) y (2.28D) en (237),

obteniendo:

L L
Uf(f)=<P1'vl+‘P2'5'91+<P3-vz+<ﬂ4-vf3+<ﬂ5'§'03

—~ H (3¢ =€) <(1;¢¢) <v1 + gel — 3+ geg))
_ (52 o 154) 2¢ (21}1 + 591 — 4y + 205 — 503) — vg] (2.38)

2° ) 1+4¢

En este punto, se debe tener en que la expresion que interesa es la derivada
de (2.38)), el giro, por tanto el término v§, carece de toda importancia puesto
que desaparecera al derivar. Asi, tras ordenar y derivar en (2.38)) se obtiene
el giro.

L L
0(6) =0y (&) = Hi-vy+ Hy- 5 -0y 4+ Hy- vy + Hy-vfy + Hy - -6y (2.39)

Donde los términos H;(§) se detallan a continuacion:

Hy=¢ + - (3§ &%) (lf 5 (gZ— 354) 1j¢4 3 (2.40a)

1 2
Hy =@y + = (35 &%) a ¢ 5 (52 — §§4) 1+¢4 3 (2.40b)

_I_
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Hz = @3+ (&2 — %g‘*) % (2.40c)

B 1 o) 1 4¢
Hy= 4 — 1 (3¢ —¢%) i+9) (52 — 554) 1+ 40 (2.40d)
H; = p5 + i (3¢ - &) a f 5 + (52 - %54) - i¢4¢> (2.40e)

2.5. Teorema de los trabajos virtuales

Dado un dominio (£2) como el mostrado en la figura[2.6] delimitado por un
contorno (T'), que estd sometido a unas cargas exteriores ¢ y unas restricciones
en desplazamiento 1u;, se establecen dos estados, uno de ellos es virtual y otro
real, pero ambos satisfacen las ecuaciones de la elastodinamica y donde cada
uno de ellos posee su campo de tensiones y deformaciones.

S (E, TIZ) < (ui, €5, Uij)

virt (Fvirt - wvirt virt _wvirt _wvirt

Us
Figura 2.6: Configuracion general de un problema eldstico

El teorema de los trabajos virtuales establece que en el dominio, el
trabajo generado por las tensiones internas sobre un campo de deformaciones
virtuales es el mismo que el generado por las fuerzas exteriores sobre los
desplazamientos virtuales, [12]. Esto se puede expresar matematicamente asi:

/ 6;};” oy - dV = /QIZ-MH t-dA (2.41)
Q I
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Contemplando los efectos de la flexién y el cortante, queda:
/ (Efjrt © 044 + ’)/ZUJZN : Tij') dV = /uivirt . E dA (242)
Q r
Si la expresién (2.42]) se particulariza para un elemento y ademés,
la tensiones y deformaciones se escriben como las derivadas en x de los
respectivos desplazamientos. Mientras, el segundo miembro serda denominado

F; que serda la fuerza equivalente aplicada en el nodo en cuestion.
Considerando todo ello, queda:

[ e () + () e ()
Ahora,([243) se expresa en funcién de £ quedando:

FEG) ) () )

+ (L%dgrt) aG (Li ‘Z)] %dgdA ~F (2.44)

Al realizar la integral en el area transversal, (2.44]) se puede escribir de
esta manera:

SET d? U;irt dQUf 200G A dvgirt dv, B
/Le (Ley’ ( de® ) (d£2 ) L ( de ) (dg)] dé = F; (2.45)

d
Recordando que % = 0 y que la longitud del elemento desde £ = —1 a
x

dxdA = F;

(2.43)

¢ =1 queda:

! 4 SET o 200G A
1(virt) / 1 (virt) 2L dé = F. 2.4
/;1 |:(9 ) (Le)3 <9> v Le vc:| é Z ( 6)

Ahora se toma (2.39) y se desglosa en dos vectores, (2.47) y (2.45))

L L
By = (H{’ JHy HY Hj 5H§’) (2.47)

ue:<U1 91 V2 Us 93) (248)
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Con (247) y ([24]) sera posible expresar 6"t y 6" como el producto de
los vectores anteriores .

Se intentara expresar lo mismo con los términos dependientes de la
derivada del cortante. Para ello, se usa (220) y (2.39) se puede llegar :

v =v—v = () =0 = =0 -0 (2.49)

Ahora, se debe hacer uso de las expresiones (234) y ([239), que son
las expresiones para el desplazamiento y giro totales en cualquier punto
respectivamente. Estas expresiones arrojan un vector B., ([24S), que se
multiplicara por el mismo mathb fu,.

L L
po= (v Twgomy -m v-m Fs-m)
(2.50)

Observando las ecuaciones (2.47), (248) y (Z50) se puede reescribir v/, y
0 en funcién de los variables cineméticas totales:

0 = B * e (2.51)

vl =B xue (2.52)
Ahora, se debe sustituir ([Z51) y (Z52) en ([24€), pero previamente

considerando el cardcter matricial y que hay términos que dependen de los
desplazamientos virtuales, con todo ello (2.46) queda:

1
. El . A
/ |:u;/1rtTBfT Bfue 4 uzlrtTBcTaG

1 TR I Bcue] d¢ =F,  (2.53)

Sabiendo que (2.53)) se debe cumplir independientemente de los campo
de desplazamientos virtuales al que esta sometido, esta expresion puede ser
rescrita tal como se expresa en (2.54])

! EI aGA
T T— = .
( /_ 1 {Bf ( Le>3Bf+Bc T BC] dg) * U, = F) (2.54)

Identificandose una relacién matricial para cada uno de los elementos.

Kij * Uy = Fi (255)
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2.6. Matrices elementales

Las matrices elementales o del elemento son aquellas que definen la
configuracion geométrica de las propiedades del elemento. Cada elemento
tiene la suya, pudiéndose ensamblar para la resolucién global del problema.

2.6.1. Matriz de rigidez

La matriz de rigidez, es toda aquella que permita la relacion de la variables
cinematicas con las acciones exteriores. Esta matriz recoge el comportamiento
ante esfuerzos de flexién y cortante y se obtiene a partir de los expresiones

2.54) y @53).

! EI aGA
K;; = B¢’ B +B./ —B.| d 2.56
j /[ Cpgp Dt Be T Be & (2.56)

Si se realiza la integral para cada uno de los grados de libertad. Se
obtendra una matriz simétrica cuadrada, con cinco filas y otras tantas
columnas, donde sus términos son:

AET (79 + 504¢ + 560¢72)
Kll = 9
502 (14 ¢) (14 49)
2FET (47 4 312¢ + 4004?)
K12 - 2
502(1+ ¢) (14 4¢)
—512E1 (1 + 5¢)
K13 - 2
513 (1 + 4¢)
AET (49 + 264¢ + 80¢?)
K14 = D)
503 (1 + ¢) (1 +4¢)
—2F1 (17 + 72¢ — 80¢?)
K5 = 3
5L2(1+¢)(1+4¢)
EI (36 + 261¢ 4 440¢% + 80¢°)
K22 = P}
5L(1+¢)(1+4¢)
—128F1 (1 + 5¢)
Koy =

512 (1 4 4¢)°

Kyy = —Kis

—ETI(6+ 21¢ — 40¢4* 4 80¢°)
SL(1+¢) (1+49)”
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—1024E1 (1 + 5¢)

Ko = =3 (1+ 40)°
K34 - K13

K35 - _K23

K44 - Kll

K45 - _K12

Kss = Ko

(2.57)

2.6.2. Matriz de masa

La matriz de masa, m;;, queda definida por [3], donde m densidad lineal
de masa o la masa distribuida por unidad de longitud:

L 1
m = [wmevdl =5 [ g v (2.58)

Si se integra (2.58) para cada grado de libertad se obtendrian todos los
términos de la matriz de masa. Esta matriz tiene las mismas dimensiones que
la de rigidez ademés de compartir la caracteristica de ser simétrica.

mL (130 4+ 1169¢ + 3490 + 3768¢% + 1344¢%)

mir = 2 2
630 (1+ ¢)* (1 + 4¢)
mL? (40 + 299¢ + 68502 + 372¢%)
m =
. 2520 (1 + ¢)° (1 + 4¢)?
AmL (5 + 45¢ + 84¢?)
miz = 2
315 (1 + 4¢)
o —mL(234 3079 +1079¢° + 1104¢° + 336")
H 630 (1 + ¢)2 (1 + 4¢)?
mL? (14 + 175¢ + 515¢% + 300¢°)
mis =

2520 (1 + ¢)* (1 + 4¢)*
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mL3 (4 + 26¢ + 49¢?)
2520 (1 + ¢)* (1 + 4¢)
2mL? (1 + 66)
315 (1 + 4¢)°

Moy = —Mays
mL? (2 + 22¢ + 47¢%)

Moy =

mo3 =

Mmas = 2 2
2520 (1 + gb) (1 + 4gz5)
128mL (1 + 9¢ + 21¢?)

m33 = 3

315 (1 -+ 4(;5)

mss = M3

M35 = —Ma3

myy = Mn

mys = —Mj2

Mss = Mg

(2.59)

Estos valores dejan completamente definida la matriz elemental de masa
para el modelo de Timoshenko, al igual que anteriormente quedé definida la
de rigidez, ambas incluyen ¢, o sea, incorporan el efecto de la deformacién
por cortante.

Estas matrices son semejantes a las que expresaria el modelo Bernoulli
para un elemento similar, si este elemento fuese suficiente esbelto y el efecto
de la deformacién por cortante no es considerable. Esta deformacion, como
se ha repetido en multiples ocasiones, es despreciable cuando el valor de ¢
sea extremadamente pequeno. El caso mas radical es que ¢ = 0, entonces, las
matrices obtenidas serian idénticas a las obtenidas siguiendo la metodologia
clasica de Bernoulli, como las de [11]

2.6.3. Matriz Q

Por su parte la matriz Q obedece por su parte a la siguiente expresion:

L 1
QijZ/LSOi'¢j'd$:§/l%'¢jdf (2.60)
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siendo sus términos:

L (11 + 39¢ + 24¢?)

M7 D01+ 97 (1 1 49)
L (69 + 3146 + 224¢?)
T 05 (11 02 (1 + 49)’
~ L(15+92¢4 +56¢%)
BT TR0 (11 0) (1 + 40)°
B L2 (10 + 31¢)
BT 01+ )7 (1 1 49)
LQ
27 1051+ 49)?
P4+ 259)
B TR0 021+ 40)
 L(44289)
BT 05 (1 1 49)?
L (48+224¢)
T 05 (1 40)?
433 = (31
a1 = (13
~L(11+28¢)
T 05 (1 + 49)?
qa3 = (q12
51 = —q23
sz = —(22
L2 (10 + 31¢)
53 =

840 (1 + ¢)% (1 + 4¢)°

2.7. Resolucion matricial

Este Proyecto pretende realizar un estudio sobre el comportamiento di-
namico, por tanto, la ecuacion matricial que determina este comportamiento
dindmico de un elemento sera :

Meiie + Keue = F, (2.61)

En (261) el término corresponde a M, y K son la matriz de masa
y rigidez elementales cuyos términos se definieron en (Z59) y en (2.57)
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respectivamente, 1, es un vector que recoge el campo de aceleraciones
del elemento, obtenido a partir de la segunda derivada del campo de
desplazamientos u, y finalmente F, es el vector de fuerzas nodales
equivalentes, el mismo que aparecié en (2.43))

Debe senalarse, la importancia que posee el amortiguamiento histerético
en este tipo de problemas. El efecto de este amortiguamiento no se recoge
en los calculos realizados en estatica, puesto que la matriz de rigidez ha sido
expresada como en ([2.62]) . El efecto de este amortiguamiento se refleja en la
matriz de rigidez de la siguiente forma :

Donde ( es el coeficiente de amortiguamiento y la parte imaginaria de
2¢i - K, ; representa el amortiguamiento. La matriz de rigidez podra ser
compleja cuando recoja el efecto del amortiguamiento.

Siguiendo con el andlisis dindmico, todas las variables estdn sujetas al
tiempo, variando arménicamente como se ve en la ecuacion (2.63). Es decir,
son funcion del tiempo. Por tanto, los desplazamiento estardn ligados al
tiempo y variardn con éste, pudiéndose escribir de como se ve en (2.63)

F(w,t)=F - (2.63)

En los desplazamientos se diferencian dos partes claras. Por un lado, la
parte transitoria y por otro la estacionaria, siendo esta ultima la que depende
dety w.

u(w,t)=u"+u-e (2.64)

El régimen transitorio, como tal, desaparece pasado un cierto tiempo y
Por ello, para un tiempo considerado infinito, el valor de la componente
transitoria del desplazamiento sera nula de (2.64]) y se obtendra (2.65])

u(w,t) =u-e (2.65)
La segunda derivada de la expresién (Z.60) sera:
ii(w,t) = —w?-u-ev (2.66)

Ahora si se introducen las expresiones ([2.63),[2.63) y (Z66) en la
expresién (2.67]). Se obtiene tras aplicar la propiedad distributiva:

(Ke — w’Me) €' - ue = ¢'“" - F (2.67)

Simplificandola queda finalmente:
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(Ke — w*Me) ue = Fe (2.68)

Esta expresién matricial para un elemento es analoga a la que se pueden
encontrar en [5]. La resolucién de un sélido prismético pasa por extender
esta expresion para una cadena de elementos, cuyo resultado sera un sistema
semejante a (2.68) donde aparecen las matrices globales en lugar de las
elementales, tras el proceso de ensamblaje. Finalmente, la expresion matricial
a resolver sera tal como:

(K- w’M)u=F (2.69)

2.8. Validacion del elemento Timoshenko

Esta validacion consiste en comparar la soluciéon numérica obtenida con
la subrutina de Matlab con la solucién analitica para el problema 2.7

E, vy, L,A I o

Tul - @El—\

Figura 2.7: Viga en voladizo sometida a un desplazamiento unitario

Se debe contemplar en la resolucién de la ecuacién, que la carga, ¢(x)
depende de la coordenada longitudinal y del tiempo, puesto que es un
problema dindmico. Esto se traduce en una carga distribuida por unidad
de longitud, que estd relacionada con v(z,t) = v(z,w)e™!. Por tanto:

¢r)=—m-a=-m-i=m- w v (2.70)

Para resolver analiticamente este problema consiste en tomar (2.I3]),
reescribirla tras sustituir (270), y que quede tal como se ve ([2.71))

dv  mw? T w? d?v
— = — C— 2.71
At~ EI 0 a-G-A dr? (271)
Expresando:
v(x) = e™ (2.72)

Ahora, se sustituye (272) en (271) se obtiene una ecuacién polinémica
en s como la que se observa en (2.73) .
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mw? 5, mw?
a G-A° " EI

La ecuacién (27]]) tendra una solucién cuya forma es como (2.74). En
ella las constantes quedaran determinadas por las condiciones de contorno,

mientras que los términos s; son las respectivas raices del polinomio (2.73]).

st + =0 (2.73)

v(x) =A e+ B+ C-eB 4 D™ (2.74)

Modelo de Bernoulli

El modelo de Bernoulli que se caracteriza porque el efecto del cortante es
despreciado, y por tanto, su ecuacién de gobierno es la (2.H). Consecuente-
mente, en este caso la ecuaciéon polindémica ([273) queda:

=2
o4 mw
El

La expresién (275) tendra las siguiente raices:

~0 (2.75)

s1=\| %7 (2.76a)
4 mw2
S9 = — El = —S51 (276b)
— 2
s3=1 ”;‘; =5 - (2.76¢)
~ 2
si=—1 ”:‘Ei = s i (2.76d)

Llegados a este punto, se deben aplicar condiciones de contorno. Teniendo
en cuenta 2.7 el extremo izquierdo de la figura sufre un desplazamiento
unitario y giro nulo mientras el derecho el valor de las acciones externas es
nulo. Por tanto, las condiciones de contorno ser

v(0) =1 (2.77a)

0(0) = dvéio) ~0 dz(q?) ~0 (2.77b)
M(L) = fdﬁff ) g dqj;ff ) g (2.77¢)
V(D) =aga®iB) o, ) _ (2.77d)
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Ahora, se tendria que resolver un sistema de ecuaciones de cuatro
ecuaciones con cuatro incégnitas que se obtiene de usar ([277a), ([R.77D),

(Z77d) y @.7Zd) respectivamente.

v(0)=A- e+ B0+ 004 D0 = (2.782)
d . .
9(0) = v(0) =A-s1-€""—B-s;-e 0+ 05101 —Desy e =0
d
Zz
et (2.78b)
M(L) _ 2(2 ) _ A'S%'681.L+B'S%'6_81.L—C'8%'GSI.i.L+D'S%'i‘e_SI.i.L =0
x
e (2.78¢)
V(L) = Z(3> = Al et _B.g el Biettly DLt iem s =
x
(2.784d)

Ahora, que se tiene un sistema lineal de ecuaciones se procede a resolverlo
con software comercial y una vez conocidas las incognitas, que se las
constantes de relacionadas con las condiciones de contorno, se sustituyen

en ([2.74)), donde ya se han sustituido previamente (2.76al), (2.761)), (276d) y

(276d). Con todo ello, se obtiene la solucién analitica del problema.

Modelo de Timoshenko

El modelo de Timoshenko se caracteriza porque se incluye el efecto del
cortante, siendo el desplazamiento v(z) = vg(x) 4+ v.(x) . Por tanto,este caso
obedece a la ecuacién polinémica (2.73)).

El primer paso para la resolucién de ésta pasa por definir a y b en ([2.79)

y ([Z80), respectivamente.

2

m-w
a=—c (2.79)
2
m-w
b= 2.
i (2.80)

Por lo tanto, las raices del polinomio seran:

a—+va?+4b

s = (2.81a)
_ 2 4b
Y el e s (2.81D)

2
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a-+Va?+4b

S3 = — 5 (2.81c)
Vva?+4b
Sy = atvar+ad — 53 (2.81d)

2

Ahora, se deben aplicar las condiciones de contorno. Estas son las mismas
que en el caso anterior, desplazamiento unitario y giro nulo en el extremo
izquierdo mientras que el cortante y el momento en el extremo derecho son
nulos.

v(0) = 1 (2.82a)

0(0) = dvjio) =0 (2.82b)
M(L) = Eldzjaff ) g (2.82c)
V(L) = a GAdzg;EgL ) g (2.82d)

Estas condiciones contorno no depende directamente de v(x) tal como se
recoge [§]. Por tanto, se tiene que buscar una relacién entre las condiciones

de contorno (2.82h)), (Z82d) y ([2.82d) que estdn expresadas en funcién vy y

deben estarlo en funcién de v(x), donde v(z) = vs(z) + v.(z).

Giros Se procedera a encontrar una relacion entre el giro y el desplaza-
miento total o sus derivadas. Se parte de las ecuaciones de equilibrio:

_ = 2.83
oo talz) =0 (2.83)
dM
4y = 2.84
ot (2.84)
También se hace uso de la ley de comportamiento.

d2’l}f
M://E~y-am~dA:E[~W (2.85)

dv,
V://a-Gme-dA:aGA-d:v (2.86)

Ademas, se expresa el desplazamiento total y el giro de la siguiente forma:

v=X(2,w)- e (2.87a)
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dvg _
dr
Combinando (Z87al) y (2.87h) con ([2.83) (2.84) ([2.85)) y (2.80) y teniendo

en cuenta que g(x) es tal como se ve en ([2.70), y ademds recordando a su vez
(v = v — vy), se obtiene:

0= Y(z,w) - et (2.87b)

—aGAX" —Y') + mw?X =0 (2.88)

—EIY"+aGAX' —Y) =0 (2.89)

Operando se pueden reescribir de la siguiente manera:
(X"—Y")—aX =0 (2.90)

Y — %(X’ —Y)=0 (2.91)

El objetivo final sigue siendo despejar el giro en funcion de desplazamiento
total (X) o sus derivadas (X™). La estrategia serd derivar la ecuacién (2.90)
respecto a x. Quedando tal como se muestra en (2.92])

X" —Y"—aX' =0 (2.92)

El siguiente paso es sumar las ecuaciones (291 y ([2.92)). Para luego,
despejar (Y) el giro.

X" 2x' 4% _ax' =0

b b
(a+ %)X/ _ X"
Y = z
b
Y=0b+1X - SX (2.93)

Se observa que el giro dependera de la primera y tercera derivada del
desplazamiento total, puesto que a y b son constantes para w dada.

Esfuerzo cortante La determinacion de este esfuerzo se calculara a partir
de la expresién (2.86)), previamente habiendo contemplando v, = v — vy.

dv  dvy dv
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En (294) el esfuerzo cortante aparece en funcién de la derivada del
desplazamiento total y el giro respectivamente. Evidentemente, si se sustituye
la expresion del giro Y de (2.93), ya se expresaria solamente en términos de
derivadas del desplazamiento total.

b
V =aGA- (—bX’ + 5)(”’) (2.95)

Momento flector El momento flector se determina en funcién del giro(Y)

con la ecuacién (2.87) y la (2.87h).

d21)f

M=El -l =EIY (2.96)

T

Ademsds si el giro(Y) se expresa tal como recoge la expresion (2.93)
quedaria el momento de la siguiente manera:

M =FEI - ((b +1)X" — 2)(”) (2.97)

Ahora, se esta en disposicion de aplicar condiciones de contorno, puesto
que todas ellas se pueden relacionar con v(z) tal como se refleja en (2.93)) ,

2.93) y @37

v(0)=A- 04 Boe20p 004 DLttt =1

A+B+C+D=1 (2.984)

b b
9(0):A~51~esl'0(b+1——~8§)+B~82'682'0<b+1——'53>+

a a

b b
+C-53-es3'0<b+1——-5§)+D-s4-es4'0(b+1——-si) =0
a a

(A—B)-sl-<b+1—§-s%)+(C—D)-53-(b+1—§-s§):
(2.98b)
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b b
M(L):A'GSIL'S§<5+1—E'Sf)+B~632L-S§<b+1—5-8§>+

b b
+C-653L-5§<b+1——~s§>+D~634L-si<b+1——~si) =
a a

b b
(A+B)-sf-<b+1—a-sf>+(C+D)-s§- <b+1—a-s§> =
(2.98¢)

1 1
V<L):A'€SIL'51 (_14‘5'8%)+B-682L'82(—1—|—5'8§)—|—

1 1
+C~653L~53(—1+—-3§)+D~es4L~s4(—1+—-si) =0
a a

1 1
(A=B)-ent s <—1+—~s§) +(C = D) el s (_1+_.3§) =0
a a
(2.98d)

Ahora se ha obtenido otro sistema lineal con cuatro ecuaciones y cuatro
incégnitas parecido al modelo de Bernoulli. Al igual que antes, se procede
a resolver el sistema de ecuaciones mediante el mismo software. Una vez
hecho, se sustituyen los valores de las incégnitas en ([2.74]) y las raices de este
polinomio, teniendo asi, la solucién analitica para el modelo Timoshenko.

2.8.1. Representacion grafica

La representacion grafica sera el procedimiento final que permite
visualizar y analizar mejor los datos. La obtencion y representacién de
variables cinematicas, permitird verificar si la formulacion del elemento de
tres nodos, usado, que incorpora la deformacién por cortante es apropiado.
La precisién del modelo usado se contrastara con la solucion analitica.

Representaciéon conjunta de soluciones analiticas y numéricas

El modelo del problema sencillo planteado en 217 serd el usado para
comprobar que la formulaciéon del elemento tipo viga Timoshenko de tres
nodos. Esta verificacion consiste en representar, conjuntamente, la solucion
analitica y numérica para ambos modelos. La soluciones analiticas son la
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soluciones de (2.74]), para el planteamiento de Bernoulli y Timoshenko,
respectivamente. Por su parte,las numéricas son la solucién para ([2.99)), donde
los desplazamientos y giros se han calculado con la resolucién del sistema
ecuaciones obtenida a través de la subrutina de Matlab, considerando la
especificidades de ambos modelos.

L L
U(é):wl'Ul+1/12'§'91—1-1/13-1)2—1-1/14-1)3—1-1/15-5-(93 (2.99)

Sol. anal. Bernoulli
Sol. num. Bernoulli *
5 Sol. anal. Timoshenko - |
Sol. num. Timoshenko x
4
3 § :
2 { Y
%
AN
1 ’&,”‘xx,x")(xx ¢
0
0 2 4 6 8 10

Qo

Figura 2.8: Soluciones analiticas y numéricas para modelos Bernoulli y
Timoshenko
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Las soluciones numéricas coinciden con las analiticas. Evidentemente, las
soluciones de Bernoulli y Timoshenko analiticas coinciden con sus homélogas
numéricas para todo este espectro de frecuencias. Evidentemente, los modelos
de Bernoulli y Timoshenko presentan diferencias, puesto que tienen diferentes
consideraciones.

Se puede concluir, que la solucién numérica, se ajusta a la analitica para
un problema como el 2.7 Por tanto, el elemento de tres nodos implementado
y desarrollado en éste documento da una respuesta precisa y fiable, muy
proxima a la solucién analitica y consecuentemente, a la realidad.

Posteriormente, se representa conjuntamente diferentes perfiles para la
serie normalizada IPE frente a un viga resuelta por el modelo de Bernoulli
en 2.9 con la finalidad de observar la convergencia. Esta convergencia se
produce cuando las piezas lo suficiente esbeltas, es decir, cuanto mayor
esbeltez(perfiles menores) mayor parecido al modelo Bernoulli.
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Bernoulli --+--
TPE-80
g IPE-100 - N
IPE-200 oo
IPE-300
TPE-400
TPE-500
IPE-600 .
4
3
S
~
>
2 L
0
’ ’ 4 6 8 10

Qo

Figura 2.9: Comparacién de soluciones para diferentes perfiles IPE con
respecto al modelo Bernoulli

Se contempla en .91 que aquellos perfiles mas pequenos, o sea, aquellos
con mayor esbeltez, son los mismos que su solucion esta mas préxima a la del
modelo de viga Bernoulli como cabia esperar. Asimismo, en se observa
que las soluciones, que se han tratado se distancian progresivamente de la
solucion para una viga tipo Bernoulli a medida que el perfil es mayor.

Finalmente, este problema se resuelve para diferente tipos secciones para
conocer su influencia, puesto que el modelo de Bernoulli era completamente
insensible al valor o la geometria de la seccién. Para este estudio, se centrara
en el valor de w del primer pico, que se tomara como referencia para medir
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el grado de similitud respecto al modelo Bernoulli. El objetivo este tltimo

gréafico serd relacionar (wy/wi Bernouiti), con la esbeltez mecanica (A = L/i,)
y con ello permite, estudiar la evolucién de los valores de w en funcion de la

esbeltez.

1.2 : . .
Perfil IPE ——
Perfil Circular Macizo ----------
Perfil Circular de Pared Delgada -
1
0.8
i
:
S 06
3
=
3
0.4
0.2
0
0 20 40 60 80 100

A
Figura 2.10: Representacion de la influencia la esbeltez

Claramente, en la figura se indica que para esbelteces considera-
blemente grandes las graficas tienden al valor uno, es decir, para valores
suficientemente elevados de la esbeltez, wy,tendra un valor muy préximo al
de w1 Bernoui- Recordando la figura 2.9] se verifica una vez mas que el mo-
delo Bernoulli es una particularizacion del modelo Timoshenko para vigas
esbeltas. Sirvase a modo de referencia, para un valor de esbeltez de 20 (por
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ejemplo para el caso del perfil redondo macizo cuya L/d = 5), valor de w;
ronda el 90 por ciento del mismo valor para el caso Bernoulli.

Recordando el valor de ¢,([2Z100), se puede valorar el efecto de la seccién
en el problema. Se arroja de que cuanto mas esbelta sea la pieza
mas proxima a la unidad estd su curva y mas cerca se estda del modelo
Bernoulli. Sin embargo, para un mismo valor de esbeltez mecanica las curvas
de diferentes tipologias de secciones no coinciden. Ello se debe a que ¢
depende ademas del factor de cortadura.

2
= 12E1 _ 12F 4, _ 12F _ 24(1+v) (2.100)
aGAL? oaGL? aGN? a\?

El valor de este factor para perfiles redondos macizos es 0.9, para los
redondos de pared delgada es 0.5 y para los IPE es 0.4 para el eje de mayor
inercia segun [13]. Por tanto, las curvas estardn ordenadas de arriba hacia
abajo en ese mismo orden, puesto cuanto mayor sea o menor serd ¢ y tanto

mas se parece al modelo Bernoulli.




Capitulo 3

Modelo acoplado de elementos
finitos y elementos de contorno
para la resolucién de la
interaccion suelo-estructura

Este capitulo del documento establecerd las bases para la formulacién del
modelo acoplado de elementos finitos y elementos de contorno. Este modelo
se caracteriza porque usara elementos de contorno para la resolucion del
comportamiento del terreno y elementos finitos para la estructura como se
indico en el capitulo anterior. El uso de elementos de contorno para modelizar
el comportamiento del suelo atiende a que éstos son especialmente apropiados
para estudiar el comportamiento de semi-espacios infinitos como es el terreno
que envuelve las cimentaciones pilotadas de los problemas tratados en este
Proyecto.

Esta resolucion del comportamiento del suelo y su interacciéon con la
estructura se compone de varias etapas que seran descritas en profundidad a
lo largo del capitulo. La primera, es el planteamiento integral del problema
elastodinamico a partir de las ecuaciones de gobierno. El segundo paso es
abordar la resolucién de esas integrales a través de un método ntmerico
que permita obtener las soluciones en los contornos de los elementos.
Posteriormente, se formula un modelo donde se acoplan elementos finitos
y de contorno que reproducira la interaccién suelo-estructura.

23
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3.1. Representacion integral del problema
elastodinamico

Se parte de las ecuaciones de gobierno en un medio elastico, lineal,
is6tropo y homogéneo. Se debe producir la transformacion de ese conjunto de
ecuaciones diferenciales en expresiones integrales que dara como resultado la
formulacién del problema en términos del método de elementos de contorno.

3.1.1. Teorema de reciprocidad en la elastodinamica

Se hara uso del teorema de reciprocidad entre estos dos estados
elastodinamicos que es una extensién del clasico teorema de la reciprocidad
en la elastoestdtica de Betti, formulado en el dominio del tiempo. El teorema
de reciprocidad en la elastodindmica fue propuesto inicialmente en el dominio
del tiempo y posteriormente fue extendido al de la frecuencia

Sean S(u,o,b;Q) y S*(u*,0*,b"; Q) dos estados elastodindmicos dife-
rentes que satisfacen las ecuaciones de Navier en un dominio regular 2. &*
sera una solucién de referencia conocida de antemano que se empleara para
resolver el problema y obtener el estado desconocido §. Asumiendo condi-
ciones iniciales nulas, el teorema de reciprocidad en la elastodinamica puede
escribirse como:

/(p*u*)df—l—p/(b*u*)dQ :/(p**u)df—i-p/(b**u)dQ (3.1)
r Q r Q

donde u y u* son los vectores de desplazamiento en cualquier punto del
dominio, mientras que p y p* son los vectores de tension en I', en equilibrio
con los correspondientes tensores de tensién o y o*, en los estados S y &*
respectivamente. El operador * representa la convolucion de Riemann.

La formulacién elastodinamica desarrollada en el presente trabajo
considera fuerzas de volumen y condiciones de contorno armoénicas en el
tiempo con frecuencia angular w, i.e., del tipo f(x,t) = f(x;w)e“t. En este
caso, los movimientos consisten en una parte transitoria (u'(x,t)) y una
permanente (u(x;w)) variando arménicamente en el tiempo, de modo que:

u(x,t) = u'(x,t) + u(x;w)e™ (3.2)

Sin embargo, todos los sistemas fisicos reales poseen alguna clase de
mecanismo de disipacién de energia, de modo que cuando t — o0, la
parte transitoria desaparece. Esto hace posible la formulaciéon del problema
cuando es s6lo la parte permanente (causada por las condiciones de contorno
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armonicamente variables) la que tiene influencia. En general, u(x;w) serd
una funcion compleja desfasada con la excitacién. Entonces, asumiendo que
las propiedades del medio eldstico no varian con el tiempo, los campos de
desplazamientos y tensiones se pueden expresar como:

La sustitucién de las ecuaciones (B.3) en las ecuaciones de gobierno
permite eliminar el término repetido e“! y reescribir las ecuaciones para
el estado elastodinamico permanente. Por lo tanto, es posible redefinir los
dos estados elastodinamicos expuestos con anterioridad en el dominio de la
frecuencia S, (u, o, b;w, Q) y S*(u*, o*,b*;w, Q). Bajo estas consideraciones,
los productos de convolucién desaparecen de la ecuacién ([B.1]), simplificdndose
la expresion y quedando, entonces, del modo siguiente:

/pu*dF+p/bu*dQ:/p*udF+p/b*udQ (3.4)
r Q r Q

3.1.2. Solucién fundamental

La formulacién de la ecuacion integral de la elastodinamica de la
ecuacién ([B.4) pasa por escoger un estado de referencia S’ adecuado,
generalmente denominado solucion fundamental. Existen distintas soluciones
fundamentales (o funciones de Green) para diversos problemas de referencia.
La solucion empleada en el presente trabajo representa la respuesta, en
términos de desplazamientos y tensiones, de un medio elastico, lineal, isotropo
y homogéneo no acotado cuando es sometido a una carga armonica unitaria
concentrada de la forma:

pby, = 8(e) i (3.5)

aplicada en el punto ¢, en direccién [, siendo Jy, la delta de Kronecker y §(¢)
la delta de Dirac, definida como:

1, site

/Q 5(0) d) = {07 edo (3.6)
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3.1.3. Representacion integral

La aplicacién del teorema de reciprocidad (B.4) entre el estado desco-
nocido en estudio y el de referencia S definido con anterioridad lleva a la
representacion integral del problema. En lo sucesivo, las ecuaciones se es-
cribiran representando un conjunto de tres ecuaciones, que aparecen de la
colocacién de la carga unitaria en las tres direcciones del espacio, de modo
que los vectores u*, p* y b* se organizaran en las matrices de 3 x 3 u*, p*
y b*. De esta manera, cuando se considera la soluciéon fundamental definida
anteriormente, y teniendo en cuenta la ecuacién ([B.H), el dltimo término de
la ecuacién (B.4]) se convierte en:

p/gb*udQ:/Qé(L)udQ:u‘ (3.7)

lo que hace que la ecuacion ([B.4) se transforme en:

uL+/p*udF:/u*de+p/u*bdQ (3.8)
r r 0

que es la representaciéon integral del campo de desplazamientos del problema
elastodinamico arménico cuando la carga puntual se aplica en ¢ € €2, donde
u y p son los vectores de desplazamientos y tension, mientras que u* y p*
son los tensores de la solucién fundamental, que en forma matricial se pueden
escribir como:

Uy [ uj; Uiy Ujs

u= | u |; ut=| uy ud ul, (3.9)
us | Uz Uz, U3
p1 Pi1 Ply Pl

P=|Dp|; P"=| Py P P (3.10)
P3| | P51 Die D3

3.1.4. Representacion integral en el contorno

La ecuacién (B.8)) permite obtener los desplazamientos en puntos internos
de €2 cuando se conocen los desplazamientos y tensiones en I'. Para formular
el problema de modo que, dadas las condiciones de contorno, puedan
obtenerse las incognitas en los contornos, la ecuacién integral debe escribirse
Uunicamente en términos de variables en I', lo que implica aplicar la carga
unitaria en el contorno. Sin embargo, el caso especifico de ¢ € T', que lleva a
la representacion integral en el contorno, requiere atencién especial debido a
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la singularidad de la solucién fundamental cuando la distancia entre el punto
de referencia y estudio (r = z—t) tiende a cero, es decir, r — 0. Ello se debe a
la distancia r esta presente en el numerador y denominador de las expresiones
de las variables, por tanto, cuando el punto de estudio y referencia tienden
a coincidir, y se requiere de una estrategia para abordar la ya mencionada
singularidad.

r

&

"

Figura 3.1: Procedimiento de eliminaciéon de la singularidad. Semiesfera
alrededor del punto de colocacion para integracion

El proceso de eliminacion de la singularidad suele llevarse a cabo
modificando ligeramente ' para evitar el caso r = 0. Para este fin, se
considera un contorno aproximado, elaborado aumentando el contorno I' del
dominio €2 mediante una semiesfera ['. de radio ¢ — 0. Como se puede
observar en la figura Bl el punto de colocacién ¢ se supone en el centro
de la semiesfera. De esta manera, cada integral en el contorno se puede
descomponer en otras dos, extendidas a I' — I'. y I'. respectivamente. Asi, la
ecuaciéon (B.8)) puede expresarse como:

u“l—/ p*udP—l—/ p*udF:/ u*de—l—/ u*de+p/u*bdQ
r-TI. e r-T. Le Q
(3.11)

Las integrales extendidas sobre I' — I'. no contienen la singularidad, y
para € — 0 representan el valor principal de Cauchy de la integral original.

lim [ p*udl’ = val. princ. / p udl (3.12)
e—0 I-T. r
lim [ u*pdl’ = val. princ. / u'pdl’ (3.13)
e—0 I—TI. r
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Por otra parte, las integrales que se extienden sobre I'. se definen en el
limite. Teniendo en cuenta que el desplazamiento tiene un valor aproximado
de (1/¢), la tensién de (1/€%) y la integral en el contorno es del orden (g2),
se puede escribir:

lim [ u'pdl'=0 (3.14)
e—0 Ir.

u’ +lim [ p*udl’ =cu’ (3.15)
e—0 I.

donde c* es el término libre que, en un caso tridimensional, es un tensor de
3 x 3 dependiente de la geometria del contorno en el punto ¢ y del coeficiente
de Poisson del dominio (ver, p. ej., [6]). Si el contorno es suave en ¢, entonces
¢' = 1/21, mientras que ¢* = I en puntos internos, siendo I la matriz unidad
de 3 x 3. Teniendo en cuenta las ecuaciones desde (8.12) a (3.15), la ecuacién
(B10) se convierte en:

cLuL—l—/p*udF: /u*de—i—p/u*bdQ (3.16)
r r Q

donde todas las integrales son integrales en el sentido del valor principal de
Cauchy, a pesar de que se ha omitido val. princ. por simplicidad.

3.2. El método de elementos de contorno

Para puntos ¢ € I, la ecuaciéon (B.I6), junto con las condiciones de
contorno, constituye una formulacion cerrada que puede permitir obtener los
campos de desplazamiento y tensiones en el contorno. Una vez conocidos estos
campos, los desplazamientos en cualquier punto ¢ € {2 se pueden conocer
mediante la ecuacién (B.8]). Sin embargo, no es posible obtener, en general, la
solucién analitica del problema, excepto para algunos casos simples. Por este
motivo, es preciso llevar a cabo un proceso de discretizacion para obtener un
sistema de ecuaciones lineal de donde puede obtenerse la solucién numérica
del problema en un conjunto de puntos.

En esta seccion, las fuerzas de volumen se asumiran, como es habitual,
nulas. De esta manera, la ecuacién (B.16]) queda:

cLuL+/p*udF: /u*pdf‘ (3.17)
r r
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3.2.1. Proceso de discretizacion

La solucién numérica de la ecuacion ([B.IT) requiere, en primer lugar, la
discretizacién del contorno en N, elementos I'; y en NV, nodos, de forma que:

Ne
r~|Jr, (3.18)
j=1

donde cada elemento se define mediante N7 nodos. Se aproximan los campos
de desplazamientos u y tensiones p sobre cada elemento j en términos de
sus valores nodales haciendo uso de un conjunto de funciones polinémicas
de interpolacién ®(£). & representa el conjunto de coordenadas naturales
empleado para definir un punto en el elemento de referencia, que se presentara
con posterioridad. De esta manera, los campos de desplazamientos (u(§)) y
tensiones (p(&)) en un elemento se aproximan como:

ué) = e(¢) v, p(&) = 2(&)p’ (3.19)

donde w’ y p’ son vectores de 3N x 1 que contienen los desplazamientos y
tensiones nodales de los elementos, y ®(&) es una matriz de 3 x 3N en la
forma:

10 0 ¢ 0 0 -+ gy 0 0
BE=|0 ¢ 0 0 ¢ 0 =+ 0 ¢ 0 (3.20)
000 ¢ 0 0 ¢ - 0 0 &

conteniendo las funciones de interpolacién especificas del elemento, que se
definiran con posterioridad. Por otra parte, la geometria de cada elemento se
puede definir empleando las mismas funciones de interpolacién:

x(§) = (&) x’ (3.21)

donde x7 es un vector de 3 N7 x 1 que contiene las coordenadas de los nodos
que definen al elemento j. Esta clase de elemento, en el que se emplean
las mismas funciones de interpolacion para describir la geometria y las
incognitas, recibe el nombre de elemento isoparamétrico.

Se debe destacar que la geometria aproximada mediante la ecuacién (3.21])
no sera, en general, completamente coincidente con el contorno original, como
se expresa en la ecuacion (B.I8). El error en la aproximaciéon depende de
la complejidad de la geometria original, de la discretizacién empleada y de
las funciones de interpolacién ¢;. Sin embargo, esta clase de errores, que
también existen en los campos aproximados, son inherentes al concepto de



60 CAPITULO 3. EL METODO MEF-MEC

aproximacién en el que el MEC, como muchos otros métodos, se basa y, en
consecuencia, no invalida esta clase de aproximacion.

Una vez que todos los contornos han sido discretizados,y teniendo en
cuenta que tanto uw/ como p’ son vectores constantes en I';, la sustitucién de
las ecuaciones ([B.19) en ([B.I7) da como resultado:

Ne Ne
c'u’ + Z / p*®dl pu’ = Z / w* ®dl p p’ (3.22)
j=1 (/T j=1 (/T
que constituye un conjunto de tres ecuaciones algebraicas que dependen de
los desplazamientos en el punto de colocacion y de los desplazamientos y
tensiones en todos los nodos del contorno correspondiente. La ecuacién (B3.22))
se puede escribir, en forma matricial, como:

Na Nn
c'u’ + Z H u" = Z G"p™ (3.23)
m=1 m=1

donde, en esta ocasiéon, los sumatorios se extienden a todos los nodos de la
discretizacion.

Se debe destacar que cada punto posee un unico valor del desplazamiento.
Sin embargo, pueden existir valores distintos de las tensiones en el mismo
punto si éste pertenece a mas de un elemento con normales exteriores no
paralelas. Esta situacion puede resolverse considerando mas de un nodo
en el mismo punto. Cuando al menos una de las tensiones es conocida,
los desplazamientos en ambos nodos seran, de la solucién del sistema de
ecuaciones resultante, iguales. Por el contrario, cuando ambas tensiones son
desconocidas, la matriz del sistema de ecuaciones se convierte en singular
porque las ecuaciones asociadas a los nodos duplicados son iguales entre si.
En este caso, conocido como problema de esquina, se lleva a cabo una técnica
denominada estrategia de colocacién no nodal. Este procedimiento, empleado
por primera vez por Medina [9], fue estudiado en profundidad por Aznérez [2].

Los vectores u™ y p™, de dimensiones 3 X 1, representan las tres
componentes nodales de los desplazamientos y tensiones en el nodo m. Por su
parte, las matrices H" y G, de dimensiones 3 x 3, representan la respuesta
en el nodo m debida a una carga armoénica unitaria en el punto de colocacion
¢, v se definen como:

H :Z/F p oy, dl (3.24)

G =Y /F u*py, dl’ (3.25)



3.2. EL METODO DE ELEMENTOS DE CONTORNO 61

donde los sumatorios se extienden sobre todos los elementos e, a los que
pertenece el nodo m y ¢y es la funcién de forma del nodo m en el elemento
[, . Generalmente, el punto de colocacion ¢ se correspondera con un cierto
nodo m de la discretizacion. En este caso, llamando:

I:ILm .
H‘m:{ e SEFm (3.26)
c+H ,sit=m

la ecuacién ([B.23) se puede expresar como:

Nn Nn
> H™Mum =) GTp” (3.27)
m=1 m=1

que representa la ecuacion integral en el contorno discretizada.

3.2.2. Sistema de ecuaciones que surge del método de
elementos de contorno

Finalmente, escribiendo la ecuacién ([3.27)) para cada nodo, se obtiene un
sistema de ecuaciones del tipo:

Hii = Gp (3.28)

donde u y p son vectores de dimensién 3N, x 1 que contienen los valores
nodales del problema, y donde las matrices H y G se componen de las
submatrices H™ y G'". Aplicando las condiciones de contorno y reordenando
las columnas de modo que todas las incégnitas (desplazamientos y tensiones)
estén agrupadas en un vector X, se obtiene un sistema lineal de ecuaciones
linealmente independiente de la forma:

Ax=f (3.29)

donde f es el vector de valores conocidos, obtenido por aplicacion de las
condiciones de contorno y por reordenacién de las ecuaciones.

3.2.3. Tipologia de elementos de contorno

A pesar de que la formulacién presentada con anterioridad es genérica vy,
por tanto, valida para cualquier clase de elementos, en el presente trabajo se
emplean elementos cuadraticos de forma triangular y cuadrilatera de seis
y nueve nodos respectivamente. Estos elementos, en conjuncién con sus
funciones de aproximacién (también llamadas funciones de forma), que se
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escriben en términos de las coordenadas naturales & y &, se definen en el
cuadro Bl La funcién de aproximacion ¢; se define de modo que toman un
valor unitario en el nodo i y cero en el resto de nodos del elemento.

&,
3 6 1 g El
¢ = 51(251 - 1) ; ¢4 = 46162
P2 = &2(262 — 1) ; Os5 = 48283
¢z = &3(263 — 1) ; b6 = 46183
G=1-6(-86G ;3 0<6<1 ;3 0<&<1
6 5

4
o o O
1 2 3
&&= )& 1) ¢2=%(1—§%)§2(§2—1)
¢3 = 1(51 + 166 —1) 5 ¢a= %(1 +&1)6(1 - &3)
G5 = 451(51 +1)&(6+1) 5 ¢ =11 - (& +1)
¢pr=16(6 - D&(E+1) 5 ds=3(G - 1DEA-8)
¢ = (1-&)(1-&)
—1<6 <1 ;7 —-1<&<1
Tabla 3.1: Tipos de elementos triangulares y cuadrilateros cuadraticos




3.2.4. Aspectos numéricos del MEC

Como se ha comentado anteriormente, la resolucién del problema de
los valores en el contorno mediante el método de elementos de contorno
se apoya en la discretizacién del problema, en la evaluacién numérica de
las submatrices H" y G"", en el ensamblaje de la matriz A del sistema
de ecuaciones y del vector de valores conocidos (mediante la aplicacién
de las condiciones de contorno) y, finalmente, en la resolucién del sistema
lineal de ecuaciones algebraicas resultante. De esta manera, se obtiene una
aproximacion numérica de los campos de interés en un conjunto de puntos
del contorno pudiendo, entonces, obtenerse los desplazamientos en cualquier
punto interno x €  mediante la aplicacién de la ecuaciéon (B.8). Por lo
tanto, uno de los puntos clave del método es la correcta y eficiente evaluacion
numérica de las integrales que intervienen, aspecto que se tratarda en lo
sucesivo.

3.3. Acoplamiento del método de elementos
de contorno y elementos finitos para
el analisis dinamico para estructuras
enterradas

La resolucion de problemas elastodindamicos por el método directo de
los elementos de contorno aplicado en el dominio de la frecuencia, la
ecuacion integral en el contorno requiere, generalmente, partir del teorema
de reciprocidad en la elastodinamica, considerando las fuerzas por unidad
de volumen. Sin embargo, antes del proceso de discretizaciéon que permite
plantear el sistema lineal de ecuaciones del método de los elementos de
contorno se asume, en la mayor parte de las aplicaciones, que dichas fuerzas
por unidad de volumen son nulas en todo el dominio, lo que permite cancelar
el dltimo término de la ecuacién integral, tal y como se mostrd en la seccién
anterior.

En este proyecto, por contra, se incluye el término de considerar que
las tensiones que aparecen en la interfase suelo-estructura. Estos términos
pueden entenderse como fuerzas de volumen que actian en el interior del
dominio. Por otro lado, la rigidez aportada por los elementos estructurales es
tenida en cuenta a través de elementos finitos longitudinales que relacionan
los desplazamientos de distintos puntos internos del suelo alineados a lo largo
del eje. De este modo,es completamente innecesario discretizar la interfase
suelo-estructura utilizando elementos de contorno, disminuyendo los grados
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de libertad. Asi, no se considera un vaciado en el suelo, que se modela como
un medio continuo.

Las fuerzas y las tensiones que aparecen en la interfase estructura-
suelo son consideradas como lineas de carga y fuerzas internas que
aparecen en el interior del dominio. Mientras los elementos estructurales
son modelados mediante elementos finitos. La principal caracteristica de
ambas discretizaciones es que pueden ser acopladas, generando en un sistema
de ecuaciones final que permite evaluar el impacto de la interaccién suelo-
estructura.

3.3.1. Ecuaciones de elementos de contorno para el
suelo

El terreno se modela a través del método de los elementos de contorno
como una region lineal, homogénea e isétropa. La ecuacién integral en el
contorno para un estado elastodinamico definido en un dominio €2 con un
contorno I' puede ser escrito de forma general y condensada como:

cLuL—l—/p*udF:/u*de—i—/u*XdQ (3.30)
r r Q

donde c* es el tensor del término libre en el punto de colocacién x*, X
son las fuerzas de volumen en el dominio 2, u y p son los vectores de
desplazamientos y tensiones, y u* y p* son los tensores de la solucién
fundamental elastodindmica, que representan la respuesta de una regién no
acotada a una carga armonica unitaria concentrada en un punto x* y con una
variacién temporal del tipo ¢!

En gran niimero de aplicaciones se considera que las fuerzas de volumen X
son nulas, sin embargo, éstas recogen el efecto de la estructura enterrada en
el mencionado suelo. Se considera, por tanto, que la continuidad del terreno
no se ve alterada. Las lineas de carga dentro del suelo, representadas las
tensiones a lo largo de la interfase, actuando sobre la estructura y en el interior
del suelo (g = —q%), siendo éstas de igual médulo y sentido contrario.
Resumiendo, el suelo con estructuras enterradas en el mismo se sustituye
por un terreno continua con una fuerzas equivalentes(lineas de carga) que
simulan la presencia de la estructura.

Por tanto la ecuacién (B30) contemplando la presencia de lineas de carga
se reescribe como:
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donde T, es la interfase de la linea de carga j en el interior del dominio (2,
n, es el nimero total de pilotes en el dominio (2.

Los contornos I' son discretizados por medio de elementos cuadraticos
triangulares o cuadrilateros con seis o nueve nodos, respectivamente. Cuando
los contornos han sido discretizados, la ecuacién ([B.31]) puede escribirse para
cada region 2 en todos los nodos sobre I' con el fin de obtener una ecuacién
matricial del tipo:

H*u' — G¥p* — Y G¥iq¥+ Y §;YVF, =0 (3.32)

Jj=1 J=1

donde u® y p® son los vectores de desplazamientos y tensiones nodales de los
elementos de contorno, H* y G** son las matrices de coeficientes obtenidas
de la integracién numérica sobre los elementos de contorno del producto de la
solucién fundamental por las funciones de forma correspondientes y G*7 es
la matriz de coeficientes obtenida de la integraciéon numérica sobre cada linea
de carga j multiplicado por las funciones de interpolacién. Mientras que Ti
es un vector de tres componentes que representa la contribucién de la fuerza
axial F,,

Por otro lado, la ecuacién ([B.31]) se aplica también en los puntos internos
que pertenecen a la linea de carga I',,, lo que lleva a la siguiente expresion:

cu? + HPSu® — Gpisps i Z G_piqusj + Z 5ijijij =0 (333)
j=1 J=1

donde HP* y GP* son matrices de coeficientes obtenidas a través de la
integracién numérica sobre los elementos de contorno del producto de la
solucién fundamental por las funciones de forma correspondientes y GP#7 es
la matriz de coeficientes obtenida a través de la integracién numérica sobre
la linea de carga j del producto de la solucién fundamental por las funciones
de interpolacién. Aqui, u? es el vector de desplazamientos nodales de la
linea de carga 1, el cual es multiplicado por el vector ¢, que toma el valor
1/2 en posiciones correspondientes a nodos del pilote localizados sobre un
contorno suave (como en el caso de las cabezas de los pilotes) o toma un
valor unitario en los puntos internos. Debe tenerse en cuenta que la posicion
del nodo que define la cabeza del pilote puede coincidir con la posiciéon de
algin nodo de la superficie. En este caso, existiran dos nodos con idénticas
coordenadas espaciales. Entonces, dos de las ecuaciones del sistema, la escrita
para el nodo de la superficie y la escrita para el nodo de la linea de carga,
seran equivalentes, pero el término libre ocupara diferentes posiciones en la
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matriz de coeficientes, lo que evitara que se tenga un sistema de ecuaciones
singular.

Ademas, en este tipo de estructura la presencia de fuerzas axiales que
modelizada a través de la siguiente ecuacién, tal como se indica en [L1].

(Sug’“ + 6uy — u§m> np '
. +[prudr = [wpare” [ warar, -5 (1), 5,
r r P

(3.34)
donde ut u? y ub™ son los desplazamientos verticales de los nodos del
elemento inferior, p* = {p},, pie, i} v 0 = {ufy, uly, uls}. Que se puede
compactar matricialmente de la siguiente forma.

D" up + HY"u® — G2°p* — > GPPiq + Y §;TPIF, =0 (3.35)

J=1 J=1

donde u’ es el vector de desplazamientos nodales en los nodos del elemento
inferior de la linea de carga i (que corresponde al extremo inferior de un pilote
flotante), donde la carga unitaria estd aplicada, HY”® y GP*® son vectores
obtenidos por integracién numérica sobre I' del producto de la solucién
fundamental elastodindmica por las funciones de forma de los elementos de
contorno y G2 es el vector obtenido de la integracién sobre I, del producto
de la solucion fundamental elastodindmica por las funciones de forma. Por
tltimo, DT = 1/8{0,0,3,0,0,6,0,0, —1}.

3.3.2. Sistema de ecuaciones para el pilote simple

Una vez que todas las matrices elementales han sido obtenidas para el
pilote completo, es posible escribir, para cada pilote, la siguiente expresion

Ku" =F“"4+Qq" (3.36)

donde K = K — w?M. Dado que cada pilote es discretizado utilizando
tantos elementos como sea necesario para poder seguir de forma precisa su
deformada, las matrices K y Q deben ser entendidas como matrices globales,
obtenidas a partir de las matrices elementales siguiendo los procedimientos
usuales del método de los elementos finitos. Mientras que el segundo miembro,
esta incluidas el sistema de cargas equivalente nodal.

Estas cargas equivalentes nodales pueden ser expresadas de forma mas
detallada tal como se indica (3.30)
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La ecuacién (B3.36]), escrita para el pilote j, puede expresarse ahora como:

K" u? — Fp, +Q q7 =F]

top

(3.37)

Se debe haber contemplado finalmente, que la continuidad del suelo que se
ha supuesto implica,que ella no se ve alterada por la presencia de los pilotes.
Por tanto, la masa distribuida de cada pilote serd m = A(p, — ps), siendo p,
y ps, respectivamente, las densidades del pilote y del suelo. Esto se hace con
el fin de no considerar una masa distribuida mayor a la real.

3.4. Acoplamiento MEF-MEC

El siguiente paso es la construcciéon de un sistema de ecuaciones
global a partir de las expresiones deducidas en las secciones anteriores. El
acoplamiento se realiza a través de las tensiones q* = —qg?/ a lo largo de
la interfase pilote-suelo y de los desplazamientos u?/ a lo largo del pilote
j, en otras palabras, en la regiéon de contacto entre estructura y suelo las
tensiones son igual mdédulo y sentido opuesto mientras que el valor de los
desplazamientos es el mismo.

Por tanto, se escribiran las ecuaciones (B.32), (3.33), 335 y ([B.306)
que permiten conocer las relaciones entre tensiones y desplazamiento del
suelo, tanto para puntos de las superficie como del interior, el efecto de
cargas axiales y los desplazamiento de la estructura. Como se ha visto justo
anteriormente, existe una relacién en la interfase, de esta manera se pueden
vincular, compatibilizar, las variables pertenecientes al suelo y a la estructura.
Tomando las ecuaciones en funcion del desplazamiento de la estructura en la
interfase y la tension perteneciente al terreno, siendo ella positiva, se puede
escribir matricialmente en el siguiente sistema de ecuaciones para un suelo
homogéneo.

H® —G¥ Y° ut
H” -G” Y’ C ||
H” -G Y! D' ||F,

Q -I' K||w

~B (3.38)

donde H** es una matriz de dimensiones 3N x 3N obtenida mediante la
integracion, sobre los elementos de contorno del producto de la solucion fun-
damental arménica en tensiones por las funciones de forma correspondientes,
cuando la carga es aplicada sobre los contornos, N es el nimero de nodos en
el contorno, D’ es una matriz constituida por los distintos vectores D, C’ es
una matriz que contiene los términos libres correspondientes a la colocacion
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sobre los nodos del pilote e I' es una matriz nula excepto en los términos
correspondientes a las incognitas [}, donde se coloca un término de valor
unidad. El resto de las submatrices son:

[ @pripr @pwpz ... Q@PPn
Gp2pr @P2P2 ... QP2Pn
GPP —
G_pnpl G_pnPQ . Gpnpn
[ xpip1 pip2 .. P1Pn ]
Ge Ge Ge
p2p1 p2p2 p2pn
G — Ge Ge . Ge
e . . .
Pnp1 Pnp2 .. Pnp
i Gen Gen Gen n |
Yl yrm2 0 ypn T
- 'rpzl 'rp22 A
YPel ypn2 .. yPan
p1l P12 pin ]
Tbg Tbg . Tbg
yp2l o P22 yprn
’rp _ b3 bs b3
bs : : :
’rpnl ’ran . Tpnn
bs b3 bs
GP = [ Qs @S2 ... Q@QSPn ]
TS — [ TSl TSZ R ]
T
HPS = [ HPs HP2S ... HP® ]
HPS — [ HPS HP2S ... HPS ]T
e e e e
Qpl

QP2

o
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z
B es el vector del lado derecho, obtenido de aplicar las condiciones de
contorno, mientras que el vector de incognitas es:

x={u’,q",q,...,.q° F,, Fp,,..., F, ,uP", u”, ... u}"  (3.39)

En el caso de dominios estratificados, la estructura del sistema de
ecuaciones es la misma, aunque deben imponerse también condiciones de
equilibrio y compatibilidad todas las interfases de los estratos de terreno.
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Capitulo 4

Resultados

El modelo numérico que se ha expuesto ha sido implementado con la
finalidad de ser incluido en un software de céalculo y por tanto, permita
la resolucion problemas de especial interés en el campo de la dinamica de
estructuras. Primeramente, como se ha visto, ha sido implementada una
subrutina de Matlab con la que se verificé que la respuesta era semejante
a la de modelos analiticos ya contrastados. Una vez que se ha determinado
que el elemento usado en este Proyecto Fin de Carrera es fiable, el siguiente
paso serd integrarlo en software de cédlculo mas general que permita dar
respuesta a estructuras enterradas cuya esbeltez comprometa las hipotesis
Euler-Bernoulli.

Este programa general permite la resolucion mediante una discretizacion
de elementos de contorno para el terreno y elementos finitos para la estructura
enterrada (en lo sucesivo, se le denominarda MEC-MEF). El programa es
capaz de acoplar ambas discretizaciones y resolver el sistema matricial
que se genera. Tras resolverlo, es capaz de devolver las soluciones de
variables que se le requieran. Ademas, es capaz de hacerlo para el rango de
frecuencias adimensionales (ag ) que se le indique. Asi, los datos que se deseen
conocer seran volcados en un fichero de texto que posteriormente pueden ser
representados por alguna herramienta grafica.

Este software, tal como se ha mencionado, es capaz de arrojar el valor de
desplazamientos, giros, esfuerzos o momentos. En el caso de este Proyecto
se estudian impedancias, donde seran estudiados cuerpos con diferentes
longitudes y tipos de secciones, que generaran diferentes configuraciones
geométricas y por tanto diferentes esbelteces. Asimismo, se analizaran los
solidos enterrados en diferentes tipos de suelo con el fin de valorar el efecto
de la interaccién.

71
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4.1. Impedancias horizontales

El célculo de la impedancias consiste en conocer la respuesta tras someter
a la estructura enterrada a un desplazamiento horizontal del tipo 1-e™*. Este
desplazamiento es aplicado en la cabeza pilote, o sea, en la parte superior del
mismo. La solucién del problema sera la fuerza precisa para provocar este
desplazamiento, para cada una de las frecuencias adimensionales (ag) que se
precise.

Esta respuesta es la resistencia que ofrece el conjunto suelo-estructura a
ser desplazado. En el problema tratado se estudiara la impedancia horizontal
que es aquella fuerza que resultara para provocar un desplazamiento unitario
en la mencionada direccién horizontal, tal como se observa en la figura .11

_9
up = le'?
<3 \
- R E57V87Frej
Ep, vy, L, AT, 00 -

"
L}

Figura 4.1: Modelo de estructura enterrada para calcular la impedancia

El célculo de la impedancia se realizara para diferentes configuraciones
geométricas con el fin de medir la influencia de la esbeltez mecanica de la
pieza. También, se estudiaran diferentes tipologias de seccion que tendran
su momento de inercia y su area, es decir, cada una tendra diferente radio
de giro y con ello, diferente esbeltez mecanica. Ademads, la morfologia de la
seccion de estas secciones determinara su correspondiente factor de cortadura.
Finalmente, se tendran en cuenta para el estudio de la estructura enterrada
las condiciones en el extremo del pilote y el tipo de terreno, puesto que la
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interaccién entre ese terreno y la estructura sera diferente dependiendo sus
propiedades.

Tal como se ha indicado anteriormente, el calculo de la impedancia
se realizard con el programa MEC-MEF. Para ello, se resolverda un sélido
como el que estd en la figura [A.1] para toda la casuistica que se detallara
a continuacién. Este sélido tendré diferentes configuraciones de longitud-
didmetro que serdn L/d = 3; L/d = 5; y L/d = 10. Ademas, se estudiaran
secciones redondas macizas y de pared delgada, siendo su ratio espesor-
didmetro de: e/d = 0,1. También, serd analizado para el caso de pilote flotante
y con punta hincada en el terreno. Finalmente, se evaluara para dos tipos de
terrenos, uno duro y otros mas blando, siendo para cada caso (E,/Es; = 100)
y (E,/Es = 1000) respectivamente.
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4.1.1. Pilote flotante, macizo, E,/E; = 100

Kh/(Es . d) Kh/(Es . d)

Kh/(Es : d)

Kh/(Es . d)

L/d=3

Ber.
3.5 Tim.

+

L/d=5

Ber.
351 Tim.

O

L/d = 10

Ber.
3.5 r Tim.

A

01 02 03 04 05 06 07 08
Qo

Figura 4.2: Pilote flotante, secciéon circular maciza, terreno duro
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4.1.2. Pilote flotante, macizo, E,/E; = 1000

L/d =3
)
45 ¢t Ber 4
oS 4 Tim.  ~ .
»w 3D F . T
Eq 3 | ””‘%,
§ 2.5) - ]
~ 1.5} i
1
L/d =5
)
45 ¢ i
s 4 O8RS 8 118181 SRR RERER BT8R 881181 A 1811 RRRR 1A ERER A s o s snsapmams ]
w 35 i
- 3+ i
E 2.% - 5 i
B er. h
< Lot Tim. © .
1
L/d = 10
)
45 ]
~3 4 is WMMVW/WM/VWAMNWVWWVVWVVVWVWWWVWVV\M/WVVVWVMWMWWVWX
w 35 i
- 3+ i
§ 2.5) - 5 i
B er 7
< L5} Tim. 2 .
1
5 T T T T T T
'U 4 \HHHHHH\HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH\m\HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH T :;;i
.q; 35 -‘HHHHH‘H“\\\\\\\\\\\HHHHHHHHHH‘;H‘ T -
LS/ 3+ SRR A ann s o R TRRRRTRTRIE: |
~ 25) - ]
= 15 ]
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Qo

Figura 4.3: Pilote flotante, seccién circular maciza, E,/E, = 1000
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4.1.3. Pilote hincado, macizo, E,/E; = 100
L/d =
6
. Ber
= 5 Tim + T
I ’:'_’_’_H—'H—HWW -
m 4 +H~H—H—H+H—H—H’+FH—H—H_\_H
\\; 3 | W"FH‘FH—H—H—H—FH—FH—FH—H—H—O—H—%H—Q—F
SN -
1
L/d=5
6
— Ber
= or Tim. o
w 4} i
53]
\E 3 [ IEIRIRIEIRIRIRIRIRIE) M
2t il
1
L/d =10
6
Ber.
< Or Tim. &
w 4t g
S 3
\,_Q Z_ OSSOSO _k
S o) :
1
6 T T T T T T T T T
< 5t ;
LT'j,J 4 fwﬂwﬂﬁﬁﬁﬂﬁ i
= 3 L)
g 2 I NN NSO !f!?
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 4.4: Pilote hincado, seccién circular maciza, E,/E; = 100
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4.1.4. Pilote hincado, macizo, £,/E; = 1000

Kin/(Es-d) Kin/(Es-d)

Kin/(Es-d)

Kin/(Es-d)

7

25

20 fH%FWWFFH‘FFHWFFFFFFH#—FHHH—FH—FH—o—H%H_Wl}HH}HHlHHHHHHHHHHHH

15
10

L/d=5

25
Ber.
20 Tim. 0

15
10

5 N T T A A O T O T e T T T e T T T T T

=

L/d =10

25
Ber.
20 Tim. =

10

25 1 1 1 T T T T T T

20 fWﬂ‘W‘FWWkH%FFFF%FFFHHH—H—H—o—le11HHHHHHHHH}HHHHHHHH

15
10
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01 02 03 04 05 06 07 08 09

Qo

Figura 4.5: Pilote hincado, seccién circular maciza, E,/E; = 1000
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4.1.5.

Kh/(Es . d) Kh/(Es : d)

Kh/(Es : d)

Kh/(Es : d)

CAPITULO 4. RESULTADOS

Pilote flotante, hueco, E,/E; = 100

L/d=3

Ber.
Tim. +

L/d=5

Ber.
Tim. O

L/d =10

Ber.
Tim. A

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Qo

Figura 4.6: Pilote flotante, seccién circular hueca, E,/E; = 100
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4.1.6. Pilote flotante, hueco, E,/E; = 1000
L/d =3
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Figura 4.7: Pilote flotante, seccion circular hueca, E,/E; = 1000
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4.1.7. Pilote hincado, hueco, E,/E; = 100

L/d =3
4 B
er.
= 3.5 1 Tim. + i
w 3 i ]
R 25 F i
\c 2 | HHT’_H"H_H_H_H"_FHW—H%H—FFFFH—H+H—H—¢—H_H_H_’_H+¢+E,
< 15t ]
1
L/d=5
1 B
er.
< 397 Tim. ]
3 3L i
& 25F 1
S 27 1
< 15t ]
1
L/d = 10
1 B
er.
< 357 Tim. -2 |
3 3L i
& 25) 1
= 2} :
< 15t ]
1
=
S)
=
NS

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Qo

Figura 4.8: Pilote hincado, seccién circular hueca, E,/E; = 100
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4.1.8. Pilote hincado, hueco, E,/E; = 1000
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Figura 4.9: Pilote hincado, seccién circular hueca, E,/E; = 1000
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4.2. Relacién de impedancias horizontales

En esta seccién se medird la divergencia entre ambos modelos. Esta
permitira dar a conocer, para ambos modelos, el mayor o menor grado de
semejanza que presentan. Esto es importante puesto que esta disparidad de
resultados justifica la necesidad de hacer uso del modelo de Timoshenko para
el analisis de piezas poco esbeltas en lugar del clasico modelo de Bernoulli.
Serd el ratio entre las impedancias del modelo de Bernoulli y de Timoshenko
el parametro usado para que mida esta desviacién. Asi, cuando se supere
la unidad se indica que el valor de impedancia arrojado por el modelo
Bernoulli es mayor que el de Timoshenko, y consecuentemente, la rigidez
de la estructura es inferior a la realidad.

Otro aspecto importante es la comparacion de los pilotes enterrados con el
denominado modelo simple, de la figura Este modelo simple reproduce
un solido prismatico sin estar rodeado de terreno. El fin de esta relacion
de modelos es cerciorarse de que para modelos con una esbeltez elevada
los modelos convergen independientemente de las otras caracteristicas del
problema.

u; = le™?

By Uiy Ly Ay I e

Figura 4.10: Modelo simple
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4.2.1. Relacién de impedancias K 2/K,§ para un pilote
flotante de seccién circular maciza y E,/E; = 100

Impedancias horizontales para L/D = 3 -Terreno duro

1.8 T T T T T T T T
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Impedancias horizontales para L/D = 5 -Terreno duro
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Modelo enterrado
- L6 f Modelo simple -+ 1
1.4 .
Q\Q 12 L 4
& : e
1L
08 1 1 1 1 1 1 1 1 1
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
%)
Impedancias horizontales para L./D = 10 -Terreno duro
1.8 T T T T T T T T
Modelo enterrado
e L6 r Modelo simple -+ 1
< 14t .
~
e 1.2+ i
1 b e e e e e L B R TSI
08 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Qo

Figura 4.11: Relacion de modelos para un pilote un flotante de seccion circular
maciza y E,/E; = 100
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CAPITULO 4. RESULTADOS

Relacion de impedancias K 2 /K| para un pilote

flotante de seccién circular maciza y E,/E;
1000

Impedancias horizontales para L/D = 3 -Terreno duro
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Figura 4.12: Relacion de modelos para un pilote un flotante de seccién circular
maciza y E,/E; = 1000



4.2. RELACION DE IMPEDANCIAS HORIZONTALES

4.2.3.
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Relacion de impedancias K 2/ K] para un pilote
hincado de seccién circular macizay E,/E; = 100

Impedancias horizontales para L/D = 3 -Terreno duro

Modelo enterrado

Modelo simple -+

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Qo

Impedancias horizontales para L/D = 5 -Terreno duro

Modelo enterrado

- Modelo simple -+ 7
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
aop
Impedancias horizontales para L./D = 10 -Terreno duro
' ' ' ' Modelo enterrado —
i Modelo simple -+ 7
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Qo

Figura 4.13: Relaciéon de modelos para un pilote un hincado de seccion circular
maciza y terreno duro
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Relacion de impedancias K 2 /K| para un pilote

hincado de seccién circular maciza y E,/E;
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Figura 4.14: Relacién de modelos para un pilote un hincado de seccién circular
maciza y E,/E; = 1000
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4.2.5. Relacion de impedancias K 2/K,§ para un pilote
flotante de seccién circular hueca y E,/E, = 100
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Figura 4.15: Relacion de modelos para un pilote un flotante de seccion circular
hueca y E,/Es = 100



88

4.2.6.

n/ K,

n/ K,

n/ K

Figura 4.16: Relacion de modelos para un pilote un flotante de secciéon circular

1.8
1.6
1.4
1.2

0.8

1.8
1.6
1.4
1.2

0.8

1.8
1.6
1.4
1.2

0.8

CAPITULO 4. RESULTADOS

Relacion de impedancias K 2 /K| para un pilote
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hincado de seccién circular hueca y E,/E; = 100
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Figura 4.17: Relacion de modelos para un pilote un hincado de seccion circular
hueca y E,/Es = 100
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Relacion de impedancias K 2 /K| para un pilote
hincado de seccién circular hueca y E,/E; = 1000
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Figura 4.18: Relacién de modelos para un pilote un hincado de seccién circular
hueca y E,/E, = 1000
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4.3. Analisis de Resultados y Conclusiones

4.3.1. Comparacion con un modelo contrastado

Para el analisis de resultados se comparara el modelo de tres nodos
con un clasico elemento de dos nodos, como el de [I]. Se pretende evaluar
la diferencia entre un elemento de dos nodos que incluya la deformacion
por cortante(modelo de Timoshenko) y otro que no la incluya (Modelo de
Bernoulli) y asi, cotejarlo con cada caso tratado. Con todo ello, se intenta
observar y cuantificar aproximadamente la influencia del modelo Timoshenko.

Para esto, se tomara como referencia el primer elemento de la diagonal
principal de la matriz de rigidez para el elemento de dos nodos. Esta
observacion se hard solo para régimen estatico y tendra una forma como
la siguiente:

12E1
Ky =— 4.1
L+ 9) 4
Donde:
12E1
YV 42)

La expresién ([£.2]) se puede simplificar teniendo en cuenta la relacién entre
Gy FE en ([@3) y la expresion de la esbeltez mecanica (4.4)

G=— (4.3)

L A
— 2 I = 4.4
s (4.4)

Sustituyendo, ([@3) y ([@4) en (£2) se obtiene un expresion de ¢

24(1+v)
a\?

Tal como es sabido y se ve en ([.3]), cuando la esbeltez mecanica tenga un
valor muy alto ¢ serad practicamente nulo. Por tanto, para un sélido esbelto la
expresion ([AJ]), coincide practicamente con el término de la matriz de rigidez
de Bernoulli como se observa (4.6])

¢ = (4.5)

(4.6)
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Ahora, si se divide la expresion, ([4.]]), perteneciente al modelo de Bernoulli
entre (4.6) la perteneciente al de Timoshenko:

S g4 (4.7)

Esta comparativa se extiende a todas las relaciones longitud-diametro que
se tienen. Primeramente, se recoge los datos para la seccion circular maciza.
Para ello, se debe particularizar la expresién (4.4 teniendo en cuenta que
para este tipo de seccion [ = ’%4 y A = 7r?, quedando la esbeltez mecanica

como indica (8.
L [A 2L 4L
N= " =/ =="=="= 4.
ig I R d (48)

Evidentemente, (A1) puede ser expresada en funcién de (4.8). Ademas,
teniendo que para una seccién circular de alma llena, a = 0,9 y tomando
el valor del coeficiente de Poisson(r = 0,25), se puede escribir ¢ para esta
seccion tal como se escribe a continuacién en (.9)

100
= — 4.
Ky, Ky,
% A= % (b K11,i Kll,i %
10 40 L 1+ L 1.021 | 2.1 %
48 8 | e
5 20 L 1+ L 1,083 | 8.3%
12 12 |7 2
25 25
3 12 — |14+ —1 1,23 23
108 + 108 ' 7

Tabla 4.1: Comportamiento de una secciéon circular maciza ante la deforma-
cién por cortante
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Tras realizar la comparativa entre los términos primeros de las diagonales
principales de las matrices de rigidez de Timoshenko y Bernoulli para el
perfil circular de alma llena, se hard lo mismo para la seccion circular hueca.
Ante todo, se debe tener en cuenta que ambas secciones, tienen propiedades
geométricas diferentes. Por tanto, las expresiones anteriores deberan ser
expresadas en funcién de los radios, el interior y exterior.

Se tendra que hallar la esbeltez mecénica expresada en (A4]) en funcién de
las los radios interior y exterior que se ven en la figura .19 Previamente, se
debe recordar, que una seccién como la de la figura[4.19 tendra una expresién
del drea como (£I0) y del momento de inercia tal como ({L.11))

A=n(R:—- R} (4.10)

1=7 (R = R)) (411)

Figura 4.19: Seccién circular hueca

Combinando (AI0) y (@II)) con (A4 y simplificando, se obtiene:

2 2 _ p2 2
A2 = L_2 _pAd Q(Re R _ 24L . (4.12)
i2 I Z<R3_R?> (RZ + RY)

Ahora, se introduce el término ¢ que relaciona ambos radios como se ve

en (AI3).
§=—=- 4.13
R d (4.13)

A partir de ella se podré expresar A en funcién del didmetro (sobreenten-
diéndose que es el exterior) y 4.
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\2 o L? 417 1612 1612

T2 (RRRY) 4R2(1+82)  &E(1+07)

(4.14)

Ahora se particulariza la expresién (4.4) para el mismo coeficiente de
Poisson (v = 0,25) y para el respectivo factor de cortadura del caso de
secciones circulares huecas, a = 0,5 .

60

0= (4.15)

La expresion ([I5]) es valida para secciones huecas, teniendo diferentes \

para diferentes relaciones de aspecto. Asi para una relacion £ = 0,1 se tiene

d
una 0 cuyo valor es:

=0,1 = = e=§=1-01-2=0,8 (4.16)

Consecuentemente el valor de \ sera:

16L2 400 / L\
_ el 4.1
P10 4l (d) (4.17)
Por tanto, ¢ queda:
123 (d\*
=2 (= 4.1
o= (1) (1.18)

Ahora, se procede a completar la tabla pertinente para la seccion circular
de pared delgada (§ = 0,1).
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EIy=2@& A | ¢ s | T | %

10 % 31,23 % 1+ % 1,062 | 6,2%
5 % 15,62 % 1+ % 1,246 | 25%
3 % 9,37 %87 1+ %87 1,55 | 55 %

Tabla 4.2: Comportamiento de una seccién circular de pared delgada (
0,1) ante la deformacién por cortante

€
d

Observando ambos tablas, se estd en disposicion de sacar algunas
conclusiones del efecto de la esbeltez. Se puede observar, que factores como la
longitud y el area condicionan la esbeltez. Este tltimo es bastante influyente
puesto que la tipologia de seccion del sélido estudiado afectara, obviamente,
al valor del area, del momento de inercia y también del factor de cortadura.

La longitud es uno de los factores mas importantes, puesto que si es
suficientemente mayor que las otras dimensiones el efecto del cortante serd
completamente despreciable. Normalmente valores de A superiores a veinte,
o lo que los es mismo para pilotes circulares macizos cuya longitud sea igual
o superior a a cinco veces su diametro, se considera que es pilote esbelto. Los
valores de su diferencia son menores a un diez por ciento.

Otro factor importante es el tipo de seccién, puesto que determinara el
radio de giro y para aquellas secciones cuyo radio de giro sea grande, es
decir que tenga un gran momento de inercia para una seccion pequena, seran
menos es esbeltos aun. Por ejemplo, los perfiles de pared delgada tienen un
radio de giro mayor que los macizos y obviamente, por tanto, la diferencia
entre ambos serd méas notoria si cabe.

Esta comparacion permite conocer tal como demuestran las tablas que
las impedancias del modelo Bernoulli, en estatica, son mayores que las del
modelo Timoshenko, aunque, esta relacion entre ambos modelos se puede
alterar ligeramente con la frecuencia. Sin embargo, de este hecho desprende
que el modelo de Bernoulli establece que la rigidez de la estructura es mayor
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que la real al despreciar el efecto del esfuerzo cortante, y claramente, se aleja
mas de la realidad cuanto menos esbelto es el sélido.

Por contra, se debe tener en cuenta que en el andlisis numérico con la
presencia de terreno los resultados seran influenciados por el tipo de terreno
que rodee a la estructura enterrada y las condiciones en los extremos de ésta.
La idiosincrasia del problema de la estructura enterrada hard que tenga una
respuesta cuantitativamente distinta cuando se varie la esbeltez.

4.3.2. Comparacion de las diferentes longitudes

Primeramente, de los cuatro factores a analizar (longitud, seccidn,
condiciones en los extremos y tipo de tipo de terreno) serd la longitud el
primero puesto que es de los més influyentes.

Para ello se observaran las gréficas de las figuras 4.24.3] [4.4] 1.5 A.0
4.7 y donde dada una de ellas comparte las mismas condiciones
en los extremos, el tipo de terreno y la tipologia de la seccion. Ademas,
la observacién sera completada analizando las relaciones entre impedancias

contenidas en las graficas MITAT2], 413 414, A15] (410 17 y 118

Pilote flotante, seccién circular maciza, E,/E; = 100

Si se observa la gréfica 2] se ve como précticamente no existe diferencia
para las diferentes longitudes y si se observan las graficas conjuntas
estan practicamente coinciden. Todas las graficas realizadas practicamente
coinciden, y esto se debe a que la longitud del sélido estudiado es mayor
que la longitud activa del pilote, es decir, que la longitud del elemento tipo
viga es lo suficientemente grande para que una porcion de él sea insensible
a la perturbacién, concretamente la porcion inferior. Si se observa FEIT]
se contempla como las graficas del problema enterrado continian siendo
muy parecidas y evidentemente cada vez se parecen mas al modelo simple.
Observando estas gréficas, se arroja que todos los valores estan proximos a
la unidad, indicando que ambos modelos reproducen el comportamiento del
pilote enterrado fehacientemente.

Pilote flotante, seccién circular maciza, E,/E; = 1000

Observando la grafica [£3], se ve como practicamente no existe diferencia
entre el modelo Bernoulli y Timoshenko para las distintas longitudes. Si se
estudian las gréficas conjuntas estan practicamente coinciden, salvo L/d = 3,
que es ligeramente diferente. Este gran parecido es la consecuencia de que
se ha sobrepasado la longitud activa del pilote para las esbelteces mayores,
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mientras para el caso de L/d = 3, difiere un poco porque en este caso la
longitud activa del pilote es algo mayor que la real. Atendiendo a [£12] se
ve como todas las graficas del problema enterrado continian siendo muy
parecidas y evidentemente, cada vez mas se parecen al modelo simple, tal
como el caso anterior. Si se observan las gréficas de 12| todos los valores
estan proximos a la unidad, tanto como en el caso anterior, indicando
nuevamente que ambos modelos reproducen el comportamiento del pilote
enterrado de manera veraz.

Pilote hincado, seccién circular maciza, E,/E; = 100

La figuraL4l presenta para todas sus graficas un menor grado de similitud.
En la representacion conjunta de todas las graficas se observa como las
graficas de los pilotes cuanto menos esbeltos son presentan mayor divergencia
entre ambos modelos. Ademds en este caso, el pilote al tener su punta
hincada en el suelo, la diferencia entre el modelo Bernoulli y Timoshenko
es mayor como se recoge en la figura [ 13| reflejdndose en que los valores del
modelo enterrado son superiores a la unidad, siendo mayor cuanto menor es
la esbeltez.

Pilote hincado, seccién circular maciza, £,/E; = 1000

Si se analiza la gréfica para la relacién L/d = 3 se aprecia diferencia
entre el modelo Bernoulli y Timoshenko, en cambio, para las otras esbelteces
las graficas son muy parecidas. Esto indica que para pilotes con L/d = 5
y L/d = 10, la parte inferior del pilote estd siendo poco afectada por la
perturbacion, de ahi su similitud. Observando, LT4] las representaciones de
ambos problemas se aproximan entre si y ademas de aproximarse a la unidad
al aumentar la esbeltez. Esta evolucion indica que el efecto del cortante tiende
a ser despreciable con el aumento de la esbeltez.

Pilote flotante, seccién circular hueca, E,/E; = 100

Viendo las graficas de la figura se extrae que la separacién entre
el modelo Bernoulli y Timoshenko es mayor. Esa separacién se mantiene
para todas las longitudes estudiadas. Esto, como siempre, se debe a que la
longitud de todos los pilotes es mayor que la activa y por tanto, presentan
una respuesta casi idéntica. Observando se arroja que los valores de las
graficas estan alejados de la unidad, bastante mas que otro pilote similar de
area maciza. Esto era de esperar puesto que los pilotes huecos poseen una
esbeltez menor que los macizos.



98 CAPITULO 4. RESULTADOS

Pilote flotante, seccién circular hueca, E,/E, = 1000

En 1 se contempla que ambos modelos estan muy cerca, tanto es asi
que en [A.16 cada grafica de los diferentes pilotes enterrados estan bastante
préximos a la unidad y existe gran parecido entre todos ellos.

Pilote hincado, seccién circular hueca, E,/E; = 100

Las graficas de son casi semejantes. En la representacion grafica
conjunta, los modelos de Bernoulli estan alineados independientemente de
su longitud y por su parte, los de Timoshenko también lo estan entre si. Esto
es corroborado por 17 donde las gréficas son similares, lo cual indica que la
longitud del pilote sobrepasa la activa, por ello hay divergencia entre ambos
modelos, pero ésta se conserva en lugar de atenuarse como deberia con el
aumento de la esbeltez.

Pilote hincado, seccién circular hueca, E,/E; = 1000

Contemplando se observa la progresiva convergencia entre el modelo
Bernoulli y Timoshenko a medida que la longitud del pilote aumenta. En
la gréfica conjunta se ve que para cada relacién L/d tiende a juntarse mas
cuanto mas esbelto es el sélido y claramente diferenciandose de los otros.
Atendiendo a[LI8] se ve nitidamente que para L/d = 3 la diferencia entre el
modelo Bernoulli y Timoshenko es muy notoria, mientras en L/d = 5y en
L/d =10 el valor es netamente inferior.

4.3.3. Comparacion de las diferentes secciones

De los cuatro factores a analizar (longitud, seccién, condiciones en los
extremos y tipo de tipo de terreno) el segundo sera la tipologia de la seccién,
puesto que esta caracteristica afecta directamente a la esbeltez. Ahora, se
tendran cuatro categorias distintas atendiendo al nimero de tipos de suelo y
las condiciones en los extremos.

Se compararan las figuras con [£.6] con L7 B4 con L] y con
47 donde cada una de las gréficas serd comparada con su homdloga de la
misma longitud. Asimismo, se usaran la gréaficas contenidas en L1112 [A.13]
414 415 [A.16l EI7y que relacionan las impedancia para terminar de
sacar conclusiones.
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Pilote flotante y £,/E, = 100

Para observar las diferencias se compararan de una en una todas las
longitudes estudiadas, para ello, se contrastaran cada grafica en las figura
con su homoéloga en [.6l En ellas se aprecia una divergencia mayor en las
representaciones graficas relacionadas con el perfil circular hueco, algo que es
normal puesto que los perfiles de pared delgada poseen una esbeltez menor
porque tienen mayor radio de giro. Observando, 11y .15 también se puede
verificar esto.

Pilote flotante y £E,/E; = 1000

En este caso serd preciso acudir a y 1 donde la separacién es
ligeramente menor en la seccién maciza como cabia esperar. Si se ve
y se arroja la diferencia relativa de Los modelos Bernoulli y Timoshenko
es pequena puesto que todas las graficas estan proximas a la unidad.

Pilote hincado y E,/E; = 100

En este caso la influencia de la seccion es parecida en términos absolutos
como indican 4.4y Para la relacion L/d = 3 la diferencia es més notoria,
mientras que para L/d =5y L/d = 10 en el perfil macizo ambos modelos
parecen casi converger completamente en el perfil de pared delgada se nota
mas la separacion, puesto que también es menos esbelto. Atendido a la
diferencia relativa de impedancias recogidas en y 17 se puede ver que
la diferencia entre modelos es mayor que la unidad para esbelteces pequenas
mientras que para mayores se acerca claramente a ésta.

Pilote hincado y E,/E; = 1000

En el caso de la seccién llena, 5] se ve como la divergencia para L/d = 3,
es apreciable, mientras tanto que para L/d =5y L/d = 10, la convergencia
es casi total, en cambio, en secciones de pared delgada esa convergencia es
mas progresiva tal como se indica en L9 Las secciones huecas presentan
una convergencia menos pronunciada puesto que tendran un radio de giro
mayor y por tanto serdn menos esbeltos que las secciones macizas. Si se
analiza la relacién entre impedancias para el modelo enterrado haciendo uso
de[d.I4y A.I8 para esbelteces altas, L/d = 10, la linea es casi horizontal y de
valor la unidad, para esbelteces menores, el valor de esta relacién aumenta.
Observando .14y 118 se desprende como para L/d = 3 es donde se muestra
la mayor divergencia entre modelos, siendo mayor para la seccién hueca.
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4.3.4. Comparacion de las condiciones en los extremos

Las condiciones en los extremos junto a las caracteristicas geométricas
del pilotes, es decir, longitud y tipologia de seccion ademas de la naturaleza
del terreno, permitiran determinar la respuesta de la estructura. Estas
condiciones en la punta de pilote son un factor importante a la hora de
evaluar la impedancia y el comportamiento frente a cargas dinamicas, porque
un pilote flotante no presenta la misma resistencia a ser perturbado que
presenta uno cuya punta esté hincada en el terreno.

Pare este estudio, se contrastaran gréaficas de pilotes flotantes con otras
de pilotes hincados. Asi, se poseeran cuatro casos, dos correspondiente a los
tipos de terreno habidos y la otra categoria sera acorde a la morfologia de
la seccion. Las figuras seran emparejadas de la siguiente forma, donde la
seré contrastada con 4] la con la 5] la 4.0 con y la[dd con la

Ademas, si se requiere analizar la diferencia relativa entre ambos modelos
o se quiere hacer alguna comparaciéon con el modelo simple de pilote, se puede

acudir a las figuras MIT[A.12] .13 A.14 A.15] A.16] A17y

Pilote de seccién circular maciza y E,/E, = 100

Comparando las gréaficas del pilote flotante, [£2] con las del hincado,
4.4l se observa que para el pilote flotante las impedancias, a parte de ser
menores, estan mas juntas, lo cual indica que en este caso, los pilotes flotantes
presentan una menor rigidez. Evidentemente y como era previsible se requiere
un esfuerzo mayor para provocar el mismo desplazamiento en un pilote
hincado que en uno flotante. También, la relacién entre impedancias Bernoulli
y Timoshenko para ambos problemas demuestra que en pilotes hincados la
diferencia entre modelos se acentiia como se refleja en [ 11] y

Pilote de seccién circular maciza y E,/E; = 1000

Observando las graficas para pilotes flotantes e hincados en y
respectivamente, de ellas se arroja que los pilotes hincados presentan
impedancias mayores, incluso para L/d = 3 los modelos Bernoulli y
Timoshenko estdan mas ampliamente separados. Ahora, haciendo uso de las
graficas y @14l se puede comprobar que las diferencia entre pilotes
hincados son mayores que uno y atin mayores que sus homoélogos para pilotes
flotantes, con lo que se determina que los pilotes hincados son mas rigidos y
mas sensibles al efecto de la deformacion por cortante.
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Pilote de seccién circular hueca y E,/E, = 100

Para todas las longitudes, las figuras correspondientes a las graficas de
los pilotes flotantes e hincados, y son casi coincidentes. Ademas la
representacion de las relaciones y L1717 son, también, bastante similares.
Esto se debe a que se ha sobrepasado la longitud activa y por tanto las
condiciones en la punta muy poco influyentes.

Pilote de seccién circular hueca y E,/E; = 1000

Viendo U1 y se puede apreciar que la divergencia es m&s notoria
en pilotes hincados que en los flotantes. No sélo en términos absolutos, que
también, sino como se contempla en y donde la diferencia es ain
mayor. Este fenémeno entra dentro de lo previsible puesto que mover un
pilote hincado requiere de mayor esfuerzo que uno flotante, asimismo, en
estos pilotes hincados se hace més notoria la diferencia de impedancias entre
modelos de célculo.

4.3.5. Comparacion de los tipos de terreno

Finalmente, se estudiara la tipologia de terreno, tras estudiar caracteris-
ticas tales como longitud, tipologia de seccion y condiciones en los extremos.
El terreno que la envuelve es una parte importante a la hora de determinar
la interaccién suelo-estructura. Para conocer su influencia, se han decidido
estudiar dos tipos de terreno. El primero es uno cuyo E es una centésima
parte de la que posee el pilote, es decir E,/E; = 100, mientras, el otro tipo
de terreno es tan s6lo una milésima parte, E,/E; = 1000.

Para estudiar la influencia del terreno se comparara con [4L3] la E4]
con la [4F] la con 7 y la con la [£9 Los datos aportados por estas
figuras seran complementados por las gréficas recogidas en ELIT] A12, T3]
414 A.15] A.16] [4.17 y 18] De esta forma, se podran analizar las siguientes
cuatro categorias.

Pilote flotante de seccidén circular maciza

En el terreno més duro, E,/E; = 100, cuyas graficas se albergan en
donde se refleja que la separacién entre ambos modelos de calculo para las
graficas de impedancias es mayor con respecto al terreno blando, E,/Es =
1000, visto en 7. No obstante, la diferencia relativa de impedancias, vista en
y [4.16], es también mayor para el caso del terreno mas duro. Por tanto,
se conluye que el pilote enterrado en terreno duro ofrece mas resistencia a
ser movido y ademas, la influencia de la esbeltez es mayor. Ademads, cabe
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resenar que la separacion se mantiene pese a aumentar la esbeltez, lo cual
indica que se ha superado la longitud activa del pilote lo cual muestra que
para este tipo de terrenos se mantendra la respuesta aunque se incremente
la longitud del pilote.

Pilote hincado de seccién circular maciza

Si se compara para este caso, el terreno cuyo E,/E; = 100, A8 con
el terreno que posee E,/E; = 1000, 49| se contempla que las impedancias
son menores para el terreno duro. Analizando las graficas de relacion de
impedancia de las figuras L1717 y 18] se observa como los valores relativos
son mayores para el terreno blando.

Pilote flotante de seccién circular hueca

En este caso como refleja [4.2], para terreno E,/Es = 100 las impedancias
de Bernoulli y Timoshenko son menores, y ambos modelos presentan mayor
divergencia que en el terreno E,/E; = 1000, También lo corroboran
las gréficas que relacionan las impedancias de ambos modelos, [£17] y E12
Ademas la influencia de la esbeltez mecanica se nota mas en este caso,
puesto que progresiva y independientemente del tipo de terreno tratado la
convergencia se produce con el aumento de la ésta.

Pilote hincado de seccién circular hueca

Ahora se comparan 4] y [0 las graficas para el terreno E,/Es = 100
y E,/E,; = 1000 respectivamente, y se observa que las impedancias para el
terreno E,/Es = 1000, para todas las longitudes estudiadas, son mayores, y
también su separacion es mayor. Esta divergencia es bastante notoria como
se indica en las graficas de relacién de impedancias y 14l llegando a
superar el veinte por ciento.



Capitulo 5

Conclusiones y Lineas Futuras

5.1. Resumen

El objetivo de este Proyecto Fin de Carrera ha sido el estudio de
solidos prismaticos con elementos tipo viga Timoshenko que contemplasen
la influencia de la deformacion por esfuerzo cortante. Asimismo, el otro gran
objetivo era hacer uso de estos elementos en la resoluciéon de problemas de
interaccion suelo-estructura.

Inicialmente, se debia lograr implementar un software que fuese capaz de
incluir el efecto de la deformacién por cortante y con él resolver problemas
de estructuras enterradas, como por ejemplos cimentaciones pilotadas. Para
ello, se partié de un software desarrollado por La Divisién de Mecanica de
los Medios Continuos y Estructuras del Instituto Universitario STANI que
era capaz de estudiar estructuras enterradas esbeltas y permitia el cdlculo de
respuestas dindmicas de cimentaciones pilotadas. Sin embargo, en el caso de
solidos prismaticos poco esbeltos el modelo de calculo era impreciso, puesto
que el modelo de Bernoulli es solo apropiado para sélidos esbeltos. Por tanto,
la razon de implementar subrutinas nuevas en Fortran 90, que permitiesen
modelar cimentaciones sensibles a la deformacion por cortante, era tener
un software mas completo, que permitiese calcular estructuras de cualquier
rango de esbeltez de forma fiable. Ademas, ese efecto de esta mencionada
deformacion por cortante, se debe integrar en el software ya existente, de
forma que quede plenamente disponible para ser usado.

El primer paso era plantear la ecuacién diferencial que gobernase el
problema de la viga Timoshenko y que incluyese, por tanto, el efecto de
la deformacién por cortante, siendo esa ecuacién la Posteriormente se
hallard la solucién para esa ecuacién, que normalmente carece de solucién
analitica, por ello, fue necesario acudir a soluciones numéricas que condujeron
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a una serie de matrices de masa y rigidez especificas para el elemento de tres
nodos (fig. 2.4). A continuacién se ensamblan estas matrices dando lugar a
un sistema de ecuaciones que habria que resolver. Finalmente, una vez en
disposicién de hallar la solucién del problema, se enfrenta con un ejemplo
sencillo con solucién analitica para constatar la rigurosidad de la respuesta
obtenida.

En segundo lugar, se model6 el comportamiento del terreno y con ello,
la interaccion suelo-estructura, para ello, se procedié a usar el método de
los elementos de contorno. Este método es especialmente apropiado para
semi-espacios infinitos como es el terreno que envuelve a los pilotes. Una
vez modelado el comportamiento del terreno quedaba vincularlo al de la
estructura modelada con elementos finitos, una vez acoplado, se estd en
disposicién de resolver el problema.

El tercer paso consistio en aplicar a diferentes problemas el software
implementado. Este software permite modelar pilotes enterrados en diferentes
condiciones tales como: el tipo de terreno que lo rodea, las condiciones en los
extremos del pilote y, sobretodo, la longitud y tipologia de la seccion, que
condicionan la esbeltez mecanica. Definidas las propiedades de cada problema
se pueden obtener las impedancias y plasmar graficamente la divergencia que
presentan ambos modelos.

5.2. Conclusiones

A la luz de los resultados se puede extraer que la formulacién con
elementos tipo viga Timoshenko reproduce de manera maés fidedigna, un
comportamiento que sucede en la realidad para vigas poco esbeltas. Ademas,
se ha llevado a la resolucién practica de diferentes realidades estructurales,
con lo cual queda completamente operativo para la aplicaciéon en problemas
de diferente indole, en los que se precise conocer un comportamiento de una
estructura bajo el efecto de la deformacion por esfuerzo cortante.

La longitud es el factor més influyente, tal como se ha visto en este
documento y condiciona fuertemente la esbeltez del sélido. Para valores
L/d > 5 ambos modelos convergen independientemente del resto de
propiedades, mientras, que para piezas menos esbeltas la divergencia entre
los modelos es mas acentuada, llegando a superar el veinte por ciento de
diferencia.

El area, y su disposicion geométrica, es otro factor importante puesto que
el tipo de la misma determina la expresion del radio de giro. Ese radio de giro
junto a la longitud determinan la esbeltez mecanica de la pieza estudiada.
Las piezas con mayor radio de giro son menos esbeltas y su comportamiento,
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usando el modelo Bernoulli, se aleja mas de la realidad, esto es especialmente
notorio en piezas que son adecuadas para resistir esfuerzos de flexion, puesto
que poseen un gran momento de inercia en relacion a su area, como por
ejemplo los perfiles de pared delgada o los de doble T.

Las condiciones en la punta del pilote tienen gran influencia, puesto que el
pilote con la punta hincada en el terreno ofrece siempre una mayor oposicion
al desplazamiento apareciendo esfuerzos mayores en la estructura. Ademas,
la divergencia entre ambos modelos se acentia en pilotes hincados porque
resisten debido a la accion de la punta y el fuste, mientras que los flotantes
solo lo hacen por accién de este tltimo.

Finalmente, y no por ello menos importante, se debe valorar la influencia
del terreno. El terreno que rodea al pilote evita que los desplazamientos de
los puntos del mismo sean tan elevados como para un solido libre. Asimismo,
cuanto mas duro sea el terreno este ejercera mayores esfuerzos sobre la
estructura, y a ésta le costard més deformarse. Otra factor muy importante
es la longitud activa que es una longitud limite que cuando se sobrepasa, los
puntos del pilote mas profundos permanecen insensibles a la perturbacion.
Esta longitud activa es menor cuanto mas consistente es el terreno.

Para concluir, se ha procedido a crear unos diagramas que permiten, de
manera simple, reflejar la divergencia presentada entre ambos modelos.
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5.2.1. Relacién de impedancias para L/d = 3

%

0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Qo

Figura 5.1: Relacién de impedancias para L/d = 3
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5.2.2. Relacién de impedancias para L/d =5

%o

0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1
Qo

Figura 5.2: Relacién de impedancias para L/d =5
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5.2.3. Relacién de impedancias para L/d = 10

%

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
(%)

Figura 5.3: Relacién de impedancias para L/d = 10
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Estos diagramas expresan que la impedancia de Bernoulli es mayor
respecto a la de Timoshenko, trasladado a la practica, quiere decir que el
pilote mas rigido es el modelado por Bernoulli. En definitiva, el modelo de
calculo de Bernoulli usa un pilote mas resistente de lo que en realidad es,
puesto que desprecia la deformacién por cortante cuando no debe, en cambio,
el modelo de Timoshenko la contempla y por ello, se asemeja més al real.

En las graficas BT, y se ilustran las diferencias segun las
caracteristicas del pilote y las frecuencias a las que estd sometido. Se establece
en los graficos que se interna en la zona de peligro, la zona roja, cuando
las diferencias superan el diez por ciento y se tiene que usar siempre el
método de Timoshenko, puesto que la esbeltez es tan pequena que se estaria
despreciando la deformacion por cortante cuando en realidad tiene un valor
apreciable, y consecuentemente, se aleja del lado de la seguridad. En la zona
de advertencia, la naranja, aquélla entre el cinco y diez por ciento, se debe
usar el modelo de Timoshenko, sin embargo, la persona responsable de cada
estudio estructural podria considerar usar el de Bernoulli, si asi lo estimase.
En la zona verde, se puede usar cualquiera de los modelos, indiferentemente,
aunque se recomienda el de Timoshenko.

5.3. Lineas Futuras

En este Proyecto Fin de Carrera, Formulacién de un Elemento Tipo
Viga Timoshenko; Implementacién en un Modelo Numérico para el Analisis
Dinédmico de Problemas de Interaccion Suelo-Estructura, se da respuesta a
una parcela de este ambicioso campo de trabajo. Sin embargo, la envergadura
del campo de trabajo de la dinamica estructural es tal, que permite estudios
mas profundos y detallados en futuros trabajos.

En primer lugar, en el futuro se podra realizar nuevos analisis contem-
plando otros parametros, por ejemplo como: nuevas tipologias de secciones,
nuevas relaciones de aspecto, nuevos tipos de terreno, nuevas condiciones en
los extremos, entre otras variantes. Estos andlisis permitiran profundizar en
el conocimiento mas profundo del comportamiento de respuestas de vigas
contemplando la deformacién por el efecto del esfuerzo cortante.

En segundo lugar, el codigo actual, pese a no haberse usado para tal, es
capaz de resolver otro tipo de problemas, tales como: interaccion cinematica,
impedancias de cabeceo, entre otros, con lo cual, en el futuro se podra dar
respuesta a estos problemas, para cualquier rango de esbeltez, puesto que
se considera la deformacién por cortante que antes se despreciaba. También,
a partir de ahora, este software tendra la capacidad de ser utilizado para
la resolucion de pilotes agrupados en un encepado para cualquier rango de
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esbeltez. Esta variedad de problemas, como se ha indicado, podra ser resuelta
en trabajos futuros mas profundos.

Ademas se podria incluir en el software, una subrutina para el calculo del
factor de cortadura, para otro tipo de secciones. También, se podria anadir
otra subrutina que permitiera el estudio pormenorizado de la longitud activa,
tras haber estudiado ésta en profundidad. Ademads, se podra implementar una
entrada y salida grafica que faciliten el tratamiento de problemas de dinamica
estructural a otros analistas.

Por supuesto, el c6digo no esta exento de optimizaciones informaticas que
lo convierta en mas potente y menos gravoso en lo que a recursos informaticos
respecta.
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