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1. PRESENTACION DEL PROBLEMA

Cada afio, unas veces producto de la accién humana y otras por los propios
desastres naturales, se suceden catéstrofes de gran magnitud y de alcance general,
suponiendo el desembolso de importantes cantidades de dinero para paliar los dafios
provocados por los mismos, y, sin duda lo peor, la pérdida de vidas humanas. Tal es el
caso de los movimientos sismicos, cuyas graves consecuencias y efectos colaterales se
traducen en ndmeros: victimas mortales, damnificados, pérdidas millonarias en
infraestructuras, etc. En definitiva, supone para la region afectada un retroceso en el
tiempo de varias décadas, y un sobreesfuerzo por parte de todos los miembros de la

comunidad para reflotar de nuevo el lugar.

A lo largo de la historia han sido varios los sismos que han devastados regiones
enteras de nuestro Planeta. La Sismologia, o ciencia encargada del estudio de los
movimientos sismicos, es relativamente reciente. Hasta el siglo XVIII, los registros
objetivos de terremotos son escasos, y no se comprendia con exactitud el fendmeno. De
las explicaciones relacionadas con castigos divinos o respuestas de la Tierra al mal
comportamiento humano se pasé a explicaciones pseudocientificas como, por ejemplo,
pensar que estaban originados por liberacion de aire desde cavernas presentes en las
profundidades del planeta. Hoy dia, gracias a la Teoria de Reid, se comprende mejor el
origen del fenémeno sismico, asi como la formacion de cordilleras, volcanes, fosas

marinas y demas accidentes geoldgicos.

No siempre los terremotos de mayor magnitud son los que causan mayor niUmero
de desgracias. Son varios los factores que influyen en la devastacion provocada por un
movimiento sismico. Sin duda, el factor mas influyente es la energia liberada en el
movimiento de las placas tectonicas. Otro es la densidad de poblacion en las regiones
cercanas al lugar de ocurrencia del terremoto. Por ejemplo, el enorme terremoto que
sacudio Alaska en 1964 caus6 un centenar de victimas, aproximadamente, mientras que
el ocurrido en Anatolia en 1939, de magnitud relativamente baja, se cobré miles de
victimas. Otra causa es la profundidad del foco; asi, los sismos ocurridos en

Centroamérica, que afectan a paises como Nicaragua, Costa Rica y El Salvador, suelen
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presentar hipocentros superficiales, lo que incrementa notablemente su peligrosidad.
También citar la calidad y el tipo de construccion en la zona afectada. En los paises
subdesarrollados o en vias de desarrollo, al no disponer de recursos suficientes, un
pequefio sismo puede bastar para destruir ciudades completas, como ocurrié en Turquia
en 1999. Por ultimo, destacar la influencia de las caracteristicas geologicas y
morfoldgicas del suelo. Por un lado, la existencia de capas viscosas en el sustrato,
bolsas de petréleo, cdmaras de aire 0 gas, 0 cualquier medio que suponga una
discontinuidad de las capas sélidas, reduce de manera ostensible la energia transportada
por la ondas sismicas. Por otro, se ha constatado que la presencia de accidentes
geograficos en la superficie terrestre, tales como valles aluviales, barrancos o cafiones,
amplifica o reduce el movimiento de la superficie, en los alrededores de la alteracién

topogréfica.

El problema fundamental que se abordan en este Proyecto es el andlisis del
comportamiento dindmico de una estructura dada o del propio suelo cuando se solicita
con un terremoto 0 movimiento sismico, en el dominio temporal. La dinamica
estructural y, en concreto, el comportamiento sismico de estructuras, es uno de los
campos que ha contado con mayor numero de investigadores dentro de la ingenieria
civil. Por su complejidad sin embargo, cuenta en la actualidad con numerosos frentes
abiertos y para los cuales se sigue destinando una gran cantidad de recursos humanos y
econdmicos. Cabe citar, por ejemplo, las dificultades existentes en modelar el problema

real, o incluso el desconocimiento exacto del fendmeno sismico.

El primer obstaculo que se le presenta al investigador puede ser la eleccion de un
registro sismico. Si bien es verdad que, en la actualidad, se encuentra a disposicién de
cualquier lector una extensa base de datos de la que es posible extraer la informacién
necesaria del terremoto requerido, es probable que surjan otro tipo de inconvenientes
relacionados con el tratamiento de datos. Asi, puede darse el caso que, un mismo
movimiento sismico medido en una estacion determinada se presente de forma distinta,
dependiendo de los métodos numéricos que haya empleado el Instituto, Universidad,
Revista u Organizacion a la hora de tratar los datos proporcionados por el sismografo.

Por ello, es preciso referenciar de forma correcta y precisa el origen de la informacion.
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Otra adversidad surge de la naturaleza puntual que supone un acelerograma o
registro sismico, no proporcionando la evolucion espacial del terremoto. Este es, al finy
al cabo, un mecanismo de propagacién de ondas elasticas a través del suelo, y cuyas
caracteristicas dependen de los algunos de los factores enumerados anteriormente, como
son el mecanismo de falla que origina el sismo, la profundidad a la que se produce, las
propiedades geoldgicas, topogréficas y elasticas del terreno, entre otros. De hecho,
puntos en la superficie separados por distancias del orden de las longitudes de onda con
mayor peso en el espectro del movimiento sismico seran excitados de forma muy
distinta, pudiendo incluso estar desfasados. El caso de obra civil de grandes
dimensiones, esto es, puentes, tlneles o presas, entre otros, podra verificar el requisito
dimensional al que se ha hecho mencion. En particular, las presas bdveda, objeto de
numerosos estudios, presentan un campo de desplazamientos no uniforme a lo largo de
la interfase presa-base cuando sobre ellas actia un movimiento sismico. Las
consecuencias seran de distinta naturaleza, segin sean las dimensiones de la presa, las
longitudes de onda de los armdnicos mas representativos del terremoto, la interaccion

dindmica y la direccion de propagacion de la onda.

El andlisis de las caracteristicas elasticas de la base introduce otra linea de
investigacion cuyo objetivo no es otro que el de crear modelos numéricos los mas
parecidos a la estructura real. Cuando se considera el efecto de acoplamiento suelo-
estructura se demuestra la interaccion existente entre el comportamiento dindmico de la
misma y la flexibilidad de su base, modificando de manera notoria los resultados

obtenidos cuando se supone una base infinitamente rigida.

En el campo de la mecénica de suelos, han sido varios los métodos analiticos
empleados en el calculo de la solucion exacta del desplazamiento superficial. Sin
embargo, s6lo problemas con geometrias relativamente sencillas han podido resolverse.
Afortunadamente, numerosas técnicas de analisis numérico han sido desarrolladas en las
ultimas décadas fruto del incipiente avance tecnoldgico que ha sufrido la computacion.
Gracias a ellas ha sido posible el estudio de problemas de enorme complejidad y cuya
solucion analitica todavia hoy dia no ha sido obtenida. Sin embargo, en campos tales
como la dinamica estructural, son tantas las variables que participan en la realidad que,
conformar un modelo numérico cuya solucién sea aceptable supone un trabajo arduo y

enormemente complejo. Por ello, como en cualquier rama cientifica, es necesario
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simplificar el problema y comenzar por el mas sencillo, para posteriormente avanzar

hacia modelos mas realistas.

De entre las técnicas numéricas mas aplicadas en el &mbito de la ingenieria civil
destacan el Método de Elementos Finitos (MEF) y el Método de Elementos de Contorno
(MEC). La dificultad del primero en abordar problemas que presentan dominios
infinitos o de campo libre hacen del MEC uno de los modelos numéricos con mayores
perspectivas en la actualidad. Su exactitud, contrastada en numerosos campos de la
fisica e ingenieria, su rapidez y, por qué no decirlo, elegancia, lo convierten en una
herramienta de enorme poder, con sus limitaciones, claro esta, pero que sin duda en los
proximos tiempos servird para solventar problemas de dificil resolucion por otro tipo de

técnicas.

La transformada de Fourier, herramienta matematica fundamental para la
resolucion de ecuaciones diferenciales, y, especialmente el algoritmo de la
Transformada Réapida de Fourier (FFT) han sido utilizados desde su implementacién
para la resolucion de problemas dinamicos. En el campo de la dindmica de estructuras,
para conocer la evolucion temporal del movimiento de un punto, cuando éste se solicita
con un evento sismico, no queda otra alternativa que trabajar en el campo de la
frecuencia. En este caso, se demuestra que la linea recta, si bien puede ser la distancia
mas corta entre dos puntos, ni mucho menos resulta ser la que menos esfuerzo requiere.

Por desgracia, el tratamiento numerico en general incorpora una fuente de errores
que podria desvirtuar no sélo la solucion, sino incluso el propio modelo numérico. Es
por ello por lo que es necesario acotarlo, comparando sus resultados con los de otros
autores o, si la hubiese, con la solucion analitica. En particular, ante la aparicion de
errores en problemas dindmicos, el hecho de estar obligados a pasar por el dominio de la
frecuencia introduce una cierta incertidumbre que desemboca, en algunos casos, en la

pérdida de la fuente de error.

En definitiva, tanto la mecéanica de suelos como la dindmica estructural siguen
siendo hoy dia dos de los campos mas abiertos dentro de la ingenieria, no sélo por la
dificultad que engloba el tratamiento del problema real, sino también por el amplio
rango de aplicaciones que comporta la solucion.
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2. OBJETIVOS Y METODOLOGIA

Son varios los objetivos que conforman este Proyecto, aunque podrian agruparse
en uno exclusivamente. Se pretende estudiar por medio del MEC la respuesta temporal,
ya sea de una estructura dada o del terreno, ante solicitacion sismica. Ello conlleva la
familiarizacion por parte del autor del Proyecto de dicho Método numérico, analizando
en particular la formulacion dinamica del mismo en medios elasticos, poroelasticos y
escalares, en el dominio de la frecuencia. Se pretende evaluar, entre otros, los siguientes
objetivos:

- Influencia del contenido armonico de la sefial, angulo de incidencia y tipo de
ondas sismicas presentes en el terremoto.

- Introduccion y adaptacién del algoritmo FFT al calculo de la evolucion temporal
del campo de desplazamientos ante excitacion sismica.

- Estudio dindmico del desplazamiento que sufriria una estructura dada ante
solicitacion sismica, y comparacion del valor maximo con el propuesto por la Norma.

- Estudio del efecto local o influencia de la topografia local de la superficie sobre
los desplazamientos de campo libre, ademas del caracter espacial de la excitacion.
Cuantificacion del fendmeno.

- Analisis del campo de desplazamientos de presas bdveda ante solicitacion
sismica y distintas incidencias cuando se tiene en cuenta la flexibilidad del terreno, la

presencia 0 no de agua en el embalse, la saturacion o no del sedimento, etc.

La interaccion dinamica suelo-estructura requiere, en primer lugar, la correcta
caracterizacion de los elementos involucrados en el problema, esto es, agua, terreno-
estructura y sedimentos. EI primero de ellos se modela como fluido compresible, con
comportamiento lineal y elastico, con viscosidad despreciable y sometido a teoria de
pequefias perturbaciones. Tanto terreno como estructura seran tratados como medios
viscoelasticos, con comportamiento lineal, y los sedimentos, si se considerasen, seran
medio poroelastico. A través de las propiedades fisicas, geométricas y las
correspondientes ecuaciones de comportamiento se definira el problema. Por dltimo, de
la excitacion se requerira identificar su incidencia, su composicion espectral, su
amplitud y todas aquellas magnitudes inmersas en la propagacion de ondas. Cuando se

trate de acelerogramas ya definidos serd necesaria la participacion de la Transformada
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de Fourier, por medio del algoritmo FFT, para definir su espectro y poder utilizarlo asi
como solicitacion.

La metodologia presentada en este Proyecto fundamenta su base en la
formulacién dindmica del MEC. Se trata de un método numérico implementado en este
caso en lenguaje de programacion FORTRAN, capaz de determinar el campo de
desplazamientos y tensiones del problema en cuestion. Para ello, es preciso especificar
con claridad las propiedades del modelo, sus caracteristicas geométricas mediante nodos
y elementos, las condiciones de contorno, las condiciones iniciales y demas parametros
necesarios.

El algoritmo FFT se incluye en otro programa FORTRAN y su aplicacién se
centra en el célculo de la Transformada directa e inversa de Fourier de las funciones o

sefiales involucradas en el problema.

3. RESENA HISTORICA. ESTUDIOS PREVIOS

En el ambito histérico de la sismologia, el primer terremoto del que se tiene
referencia ocurri6 en China en el afio 1177 a.C. Se cita en un Catalogo Chino de
Terremotos, en el que se mencionan ademas otros doce sucedidos en los siglos
siguientes. Ya en Europa, el primer terremoto del que existe registro bibliografico
parece que ocurrio en el afio 580 a.C., pero el primero claramente descrito data de
mediados del siglo XVI. En América, una de las zonas mas castigadas por este tipo de
fendmenos, la documentacion existente sobre movimientos sismicos llega hasta el siglo
X1V, pudiéndose citar los terremotos de México, Chile en 1570, Quito en 1587, Chile
en mayo de 1647, etc., aunque de ninguno se tiene una clara descripciéon de las
consecuencias de los mismos.

Es a partir del siglo XX cuando las investigaciones tanto en el estudio del
fendmeno en si como en el disefio de los aparatos registradores experimentan un serio
avance. Gracias a ellos se dispone de una abundante bibliografia sobre eventos sismicos,
que ha permitido la elaboracion de zonas de alta actividad sismica, ademas de establecer
un clasificacion de los terremotos mas devastadores de nuestra historia reciente. Por
liberacion de energia, el primer puesto lo ocupa el terremoto ocurrido en Chile en 1960,
sequido del de Alaska (1964).
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El registro sismico que se utilizard a lo largo del proyecto es el sucedido en El
Centro, California, en 1940 (Chopra, 1999). Su eleccion se justifica por ser uno los
movimientos sismicos mas estudiados y empleados a lo largo de historia de la ingenieria

sismica. Autores como Chopra lo citan asiduamente en sus libros.

En cuanto al MEC, éste se basa en la formulacion integral de las teorias de
potencial y elasticidad, aparecidas al final del siglo XIX y principios del XX, esto es,
medio siglo después de haberse elaborado la formulacion diferencial de dichos
problemas. El primer trabajo riguroso acerca de las ecuaciones integrales fue publicado
por Fredholm (1905). Previamente, Somigliana (1889) (c.f. Love, 1944) habia
establecido una representacion integral para la elastostatica. Alrededor de 60 afios mas
tarde, con la apariciébn de las computadoras digitales, se retomd el problema,
elaborandose métodos numéricos fundamentados en aquellas formulaciones clésicas.

Los primeros apuntes destinados a la creacion de la formulacion directa del
MEC fueron redactados por Jaswon (1963), Symm (1963) y Jaswon y Ponter (1963),
para el problema estatico de potencial, y, posteriormente por Rizzo (1967) para
elastostatica. En estos documentos fue donde, por primera vez, se llevé a cabo la
discretizacion del contorno y la solucion numérica de la ecuacion integral mediante
transformacion de la misma en un sistema de ecuaciones algebraicas. Los trabajos de
Lachat (1975), y Lachat y Watson (1976) supusieron el siguiente paso para el
desarrollo del MEC como herramienta numérica. En ellos se incorpora al MEC las
funciones de forma como método de representacion de las variables del contorno. El
término Método de los Elementos de Contorno fue utilizado por primera vez en 1977,
en tres publicaciones: Tesis Doctoral de Dominguez (1977), articulo de Banerjee y
Batterfield (1977), y articulo de Brebbia y Dominguez (1977). Para una mayor
informacidn sobre problemas de potencial o elastostatica se recomienda la lectura de
los siguientes libros: Banerjee y Butterfield (1981), Brebbia et al (1984), Beskos
(1987a, 1988), Brebbia y Dominguez (1989) y Hartman (1989).

Los primeros pasos del MEC en dindmica los dieron Jaswon, Ponter, Symm y
Rizzo, bajo la formulacion directa del método. Friedman y Shaw (1962) y Banaugh y
Goldsmith (1963a, b) aportaron la primera soluciébn numérica en problemas de
acustica y elastodindmica, empleando una formulacién de la ecuacion integral. Fue en
1968 cuando Cruse y Rizzo (1968), y Cruse (1968) dedujeron la forma directa del

MEC, junto con la Transformada de Laplace, para resolver problemas transitorios en
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elastodinamica. Ese mismo afio, Wheeler y Sternberg (1968) pusieron las bases
tedricas del MEC en elastodindmica, en particular en aquellos aspectos relacionados
con dominios infinitos. Afios méas tarde, Manoiis y Beskos (1981) mejoraron el
método de Cruse y Rizzo para la resolucion de problemas transitorios
elastodindmicos, en combinacion con la Transformada de Laplace.

La solucién de problemas dindmicos mediante la transformada de Fourier y la
formulacion del MEC en el dominio de la frecuencia fue obtenida por Niwz et al.
(1975, 1976). Dominguez (1978a, b) fue quien, por primera vez, analizé problemas de
interaccion dindmica entre suelo y estructura, utilizando para ello la formulacion en el
dominio de la frecuencia.

La primera formulacion del MEC en el dominio temporal para elastodinamica se
presentd en 1978, a cargo de Cole et al., aunque so6lo se tratd el problema antiplano.
Mansur (1983) y Mansur y Brebbia (1982 a, b, 1983, 1985) presentaron la formulacién
general en el dominio temporal y estudiaron la implementacion de problemas escalares
bidimensionales y la propagacion de ondas elasticas en detalle. Antes (1985) completd
el trabajo de Mansur incluyendo condiciones iniciales no nulas. Spyrakos (1984) y
Spyrakos y Beskos (1986) elaboraron una formulacion distinta en el dominio del tiempo
para problemas bidimensionales. Niwa et al. (1980) utilizaron una formulacién
tridimensional del MEC en el dominio temporal para analizar problemas de tension
plana. También Manolis (1983), en un estudio similar, compar6 el dominio temporal, el
de la frecuencia y la Transformada de Laplace en la solucién de problemas planos. La
formulacién en el dominio temporal y la implementacion para elastodinamica
tridimensional corrid a cargo de Karabalis y Beskos (1984), Karabalis et al. (1984) y
Karabalis y Beskos (1985), presentdndose en ellos aplicaciones a problemas de
interaccion dindmica entre suelo y estructura.

En otros muchos campos de la dindmica del medio continuo, el MEC ha
experimentado un fuerte desarrollo, producto de su idoneidad para ciertos problemas,
como son la interaccion dinamica suelo-estructura y dindmica de la fractura.

Por ultimo, destacar la abundante bibliografia existente en problemas dindmicos,
de entre la que se puede citar: Dominguez y Alarcén (1981), Geers (1983), Kobayashi
(1987), Banerjee et al (1987), Karabalis y Beskos (1987), Dominguez y Abascal
(1987), Dravinsky (1988) y Tassoulas (1988). Especial mencion merece Beskos
(1987b) y el libro de Manolis y Beskos (1988).
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Como aplicacion particular del MEC en el ambito de la interaccion dinamica
suelo-estructura destaca el estudio de la respuesta sismica de presas boveda. Como han
demostrado autores como Hall y Chopra (1983) y Hall (1986), para caracterizar la
respuesta sismica de este tipo de presas se requiere un modelo tridimensional, debido a
numerosas razones como el proceso de construccion, el efecto arco y la amplificacion
que el cafion produce en el sismo (efecto local). Por el contrario, las llamadas presas de
gravedad, localizadas normalmente en valles muy anchos, presentan geometria
uniforme a lo largo de la direccion transversal. En ellas, bajo ciertas hipotesis, es
posible considerar comportamiento de tension plana, con lo que modelos
bidimensionales resultan los méas apropiados para resolver semejante problema, tal y
como afirman en sus articulos Chopra y Chakrabarti (1981), Fenves y Chopra (1985), y
Lotfi et al. (1987).

El primer modelo tridimensional que tuvo en cuenta la interaccion presa-base-
agua fue el elaborado por Fok y Chopra (1986, 1987). Se trataba de un modelo en
Elementos Finitos, en el que se consideraba al agua como fluido compresible, el arco
como una cascara delgada, y la base como un dominio elastico sin masa, origen de una
de sus principales limitaciones. La interaccion suelo-presa se tradujo en un coeficiente
de absorcion. Recientemente, Zhang y Chopra (1991b) y Tan y Chopra (1995a, b)
mejoraron dicho modelo, representando la base rocosa a través de una formulacion
bidemensional de elementos de contorno combinada con otros elementos numéricos a lo
largo del eje del cafidn.

En cuanto a la excitacion no uniforme, han sido escasos los articulos publicados
(Chen y Hou, 1987; Zhan y Zhao, 1988; Nowak y Hall, 1990; Camara, 2000). En
concreto, Nowak y Hall (1990) analizaron los efectos de una solicitacion no uniforme
en la respuesta sismica de presas boveda, empleando elementos finitos, y en la que no se
incluia la masa de la base. Para analizar el movimiento en superficie libre, consideraron
un modelo bidimensional de elementos de contorno.

Sin embargo, la formulacion tridimensional del MEC constituye un enfoque
mucho mas realista que el aportado por aquellos métodos que unen elementos finitos sin
masa y modelos bidimensionales. Maeso y Dominguez (1993) y Dominguez y Maeso
(1993) presentaron un modelo tridimensional con elementos de contorno para analizar
la interaccion base-presa-agua. Las tres regiones se discretizan por medio de elementos
de contorno y los efectos de la interaccion se tienen en cuenta a través de las ecuaciones

de equilibrio y compatibilidad en las interfases. EI agua se considera un fluido
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compresible, y la base rocosa como un medio viscoelastico. Para tener en cuenta los
efectos de posibles anomalias en la geometria del cafion y la topografia local, es preciso
depurar la discretizacion en dichas zonas. Maeso et al. (1999) refinaron ain mas este
modelo, para ahora incluir los sedimentos como una nueva regién de propiedades
poroelasticas. Se comprobo con ello la absorcidn por parte de los sedimentos de gran
parte de energia hidrodinamica.

Por otro lado, el caracter espacial de la excitacion y su influencia en la respuesta
de presas boveda han sido tratados por Maeso et al. en una publicacion de 2000, por
medio del modelo tridimensional basado en el MEC. Los efectos del movimiento del
terreno y la geometria del cafion sobre la respuesta dindmica de presas béveda durante
un movimiento sismico se analizan en una publicacion de Maeso, Aznarez y
Dominguez (2002). En ella, la excitacion compuesta por ondas P, S y Rayleigh atacan al
cafién y la presa desde diferentes angulos. El estudio se realiza en el dominio de la
frecuencia, analizandose, entre otros factores, la influencia de la profundidad del cafion,
la geometria del mismo y el angulo de incidencia de varios tipos de ondas.

En cuanto a los sedimentos, destacar dos articulos: el primero de ellos, elaborado
por Aznarez, Maeso y Dominguez (2001), se comprueba la influencia del grado de
saturacion de los sedimentos en el analisis dinamico de presas boveda ante solicitacion
sismica, tanto en presas sobre base rigida como sobre base flexible. En él, tanto la presa
como la base rocosa se consideran dominios viscoelasticos con comportamiento lineal;
el agua se asume como fluido compresible, y el sedimento se trata como un material
poroelastico, compuesto por dos fases y de acuerdo con la Teoria de Biot. En el segundo
de los articulos, redactado por Maeso, Aznarez y Dominguez (2002) se analiza el efecto

de los sedimentos exclusivamente en presas sobre base flexible.

En lo que se refiere al estudio del efecto local, o, lo que es lo mismo, la
influencia de cafiones y valles aluviales sobre el movimiento de la superficie durante
movimientos sismicos, han sido numerosos los articulos presentados en las Gltimas
décadas. La mayoria de los trabajos han empleado modelos bidimensionales para
resolver el problema. A Trifunac (1973) se debe la solucion analitica para el caso de
ondas SH incidiendo sobre un cafidén semicilindrico. Dravinsky (1982) también presento
la solucién analitica para el caso de ondas SH incidiendo sobre un valle semieliptico
relleno de otro material menos denso, a modo de inclusion. Otros autores relacionados

con este campo han sido Wong (1982), Sanchez-Sesma et al. (1985), y Nowak y Hall
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(1990), los cuales publicaron sus resultados basandose en formulaciones de la ecuacion
integral cuando se consideraba la incidencia de distintos tipos de ondas. Estudios
tridimensionales también han sido realizados por Sanchez-Sesma (1983), Zhang y
Chopra (1991a), aunque presentan ciertas limitaciones relacionadas con las

caracteristicas geométricas del modelo.
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1. ECUACIONES BASICAS Y PROPAGACION DE ONDAS EN

PROBLEMAS ESCALARES, ELASTICOS Y POROELASTICOS.

1.1 INTRODUCCION

En el presente capitulo tedrico se desarrollan las ecuaciones basicas que gobiernan
el comportamiento dindmico de los tres tipos de medios implicados en el modelo
acoplado que se presenta, a saber: regiones fluidas, solidos elasticos y medios
poroelésticos. Se comienza con las ecuaciones basicas de la elastodindmica lineal, para
luego plantear las ideas fundamentales relacionadas con la propagacion de ondas en
solidos eldsticos. También la propagacion de ondas en fluidos no viscosos o
propagacion escalar sera objeto de estudio, presentandose como un caso particular del
problema elastico en el que el tensor de tensiones se reduce a su componente esférica.
Se describira el solido poroeldstico como un medio donde coexisten una fase solida y
otra fluida con viscosidad no nula, superpuestas y acopladas, asi como las variables
macroscopicas que caracterizan este medio y las ecuaciones de gobierno del mismo, de
acuerdo a la teoria de Biot. Posteriormente, se reformulan las ecuaciones de gobierno
para los tres tipos de medios en el dominio de la frecuencia. Por ultimo, se discuten las

condiciones de contorno en las interfases del modelo acoplado.

1.2 ECUACIONES BASICAS DE LA ELASTODINAMICA LINEAL

Al igual que en problemas estdticos, las ecuaciones de equilibrio en las tres
direcciones y la ley de comportamiento del material constituyen las relaciones basicas
que gobiernan el comportamiento de solidos elasticos en régimen dindmico. En este
problema, sin embargo, las variables del problema serdan funciones con dependencia
temporal ademas de espacial y sera necesario incluir las fuerzas de inercia y
disipacion en las ecuaciones de equilibrio del mismo.

Con todo ello, las relaciones cinematicas bésicas se establecen de igual forma
que en elastostatica. Asi, si x representa el vector posiciéon de cualquier punto del
solido Q en relacion al sistema de referencia cartesiano fijo y t la variable tiempo, a
partir de las componentes del vector desplazamiento ui(X, t) en cada punto del solido

Q, se define el tensor de pequefias deformaciones &;; como:
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U]

1
& :E(ui’j +ujji) (1.1)

obviamente simétrico (&;; = €;; ). Por otro lado, las ecuaciones de equilibrio a nivel

diferencial responden a la ecuacion:
o + X =4 (1.2)

donde o;j; representa el tensor de tensiones (simétrico, si se establece el equilibrio de
momentos 6;;= oji), X; las componentes de las fuerzas de volumen y p la densidad

del material.

Por ultimo, la relacion entre el tensor de tensiones y el de deformaciones se
establece a través de la ley de comportamiento. Esta relacion, también llamada
ecuacion constitutiva, viene dada por la ley de Hooke, que para materiales

homogéneos, isotropos con comportamiento elastico y lineal tiene la siguiente

expresion:
l-v 1%
Eij :?Uij _Eakk5ij (1.3)
o bien, en forma inversa:
o =Ae0; +2ue; , (1.4)

siendo 9jj la delta de Kronecker. Asi, para la hipotesis de partida, la relacion tension-
deformacioén puede expresarse en funcion de s6lo dos constantes (ver p.e. Paris,
1998). En (1.3) el modulo de elasticidad (E) y el coeficiente de Poisson (v), mientras
en (1.4) el moédulo de elasticidad tranversal (n = E/(2(1-v)) y la constante de Lamé
(A = 2uv/(1-2v)). En esta ultima, e = gy representa la dilatacion volumétrica del

medio.

En algunos casos puede resultar interesante la utilizacion del modulo de
rigidez volumétrica o modulo de compresibilidad (K) como una de las constantes
caracteristicas del medio. Esta constante representa la rigidez de un solido al cambio

de volumen de la misma forma que p representa la rigidez al cambio de forma.
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Ambas pueden adoptarse como constantes del medio, la primera relacionada con la
componente esférica y la segunda con la desviadora de la ley de comportamiento.
Haciendo uso de (1.4) en un problema hidrostatico, K sera la relacion entre la presion y

el cambio unitario de volumen provocado por ésta:

347 30-20)

(1.5)
En problemas tridimensionales, el conjunto de ecuaciones (1.1), (1.2) y (1.4)
constituyen un sistema completo de 15 ecuaciones (6 relaciones cinematicas
deformacion-desplazamiento, 3 ecuaciones de equilibrio dindmico y 6 ecuaciones
constitutivas) con 15 incognitas (6 componentes del tensor de tensiones, 6 componentes
del tensor de deformaciones y las 3 componentes del vector desplazamiento) todas ellas
con dependencia espacial y temporal. Esta dependencia espacio-temporal a la que se ha
hecho referencia en varias ocasiones desde el comienzo del apartado, representa
fisicamente el cardcter ondulatorio de la solucion del problema. Asi, ante una
solicitacion genérica variable en el tiempo, la respuesta del sistema en desplazamientos,
tension o deformacion serdn ondas que se propagan en el interior del dominio en

estudio.

Con todo, este sistema de ecuaciones planteado puede ser condensado y formular
el comportamiento del medio en término de las tres componentes del vector
desplazamiento. Asi, sustituyendo (1.1) en (1.4) y el resultado en (1.2), podemos
expresar las ecuaciones de equilibrio de forma vectorial como sigue (ecuacion de

Navier):

MV u+ A+ p)VV-u+ X = pii (1.6)

expresion que ha de satisfacerse en todos los puntos del dominio en estudio para cada
instante de tiempo. La integracion de (1.5) y la obtencion del campo de
desplazamientos en el dominio €, requiere la imposicion de las restricciones en el
contorno I' de Q en forma de tensiones y desplazamientos conocidos ademds de
establecer condiciones iniciales en t=0 para las tres componentes del desplazamiento y
la velocidad en cada punto del medio. Conocido ya el campo de desplazamientos, el
tensor de deformaciones €;(x, t) puede obtenerse de (1.1) de forma sencilla, y con él el

tensor de tensiones cjj(X, t) a partir de la ley de comportamiento (1.4).
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1.3 EL PROBLEMA ANTIPLANO

Se trata de la situacion elastodindmica mas sencilla desde el punto de vista del
tratamiento matematico. Considérese un problema elastodinamico en el que las fuerzas
sobre el sistema bajo estudio, la geometria y las condiciones de contorno sean
independientes de una coordenada, por ejemplo, x3. La ecuacion de equilibrio para la

misma se encuentra desacoplada, no apareciendo ni x; ni X,. Asi:

O-Sa,a + pr = pUS > (17)

donde el subindice o adopta los valores 1 y 2. Teniendo en cuenta que todas las

variables son independientes de x3, y sustituyendo la expresion

0-301 = IUU 3,a

queda:

+b, =u, (1.8)

donde c,>=p/p. Esta Gltima expresion representa la ecuacion de onda, con velocidad de
propagacion igual a c¢;. Asi, para variacion temporal armoénica, la expresion (1.8) se

convierte en:

2 b
viu, + 2 u, + 5 =0, (1.9)
2 2
2 2
siendo: V? = 0 -+ 0 5
oX,” OX,

La solucidén fundamental se obtiene aplicando una carga puntual unitaria variable

en el tiempo en el punto ‘1’, cuyo vector de coordenadas es &:

by =8(x—¢&)
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donde la variacion temporal dada por ¢ se ha omitido. La expresién (1.9) adopta

entonces la siguiente forma:

veu, #+ 2y 1L S(x=£)=0 (1.10)
3 2 Y3 p - .

2
La solucion de (1.10) consiste en ondas que divergen de &:

1 . or
u*=—K,([1—), 1.11
S o cz) (1.11)

donde Ky(z) representa a la funcién modificada de Bessel de segundo tipo y orden 0, y

r=|x-§|.

Para r = 0, se necesita integrar la ecuacion (1.10) en un circulo €, de radio €, y
llevando ¢ a cero. Utilizando el Teorema de la Divergencia, la primera integral se lleva a

la circunferencia € de radio €:

[, viurao=] Mo @

i U dF— ——K —dl"
lino'[rf dr 2 hmj W )

-

lim K,(z)=-In(z)

) &> 0
y, tendiendo en cuenta que:
lim K,(2)=—
L0
entonces:
11m I lim I —*(jr——l
27[/1 £—> H

El otro término integral de la ecuacion seria:
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2
1
lim — | U;*dQ=—— [im K( )dQ_
e—>0C J. 2 27, TH ¢ J.

2
_a)fi lim J' —ln(ﬂ)dQ——zi lim —rln(ﬂ)dr—
) 2 C, Hg0™

Por tanto, la funcion dada en el ecuacion (1.11) satisface la ecuacion (1.10),

incluso para r=0, denominandose solucion fundamental.

1.4 PROPAGACION DE ONDAS EN MEDIOS ELASTICOS

Como ya se hizo mencion en el apartado anterior, la respuesta del sistema en
desplazamientos, tension o deformacion posee caracter ondulatorio, propagandose en el
interior del dominio estudiado. Las caracteristicas de este fenomeno sera objeto de
estudio en este apartado, centrandose en la propagacion de ondas en medios elasticos,
homogéneos e isdtropos. Se parte, para ello, de las ecuaciones de equilibrio dinamico en
desplazamientos (1.6) y del problema que representa su integracion teniendo en cuenta
que las variables fundamentales (las tres componentes del desplazamiento) se presentan
acopladas. En este sentido, los procedimientos que permiten desacoplar este sistema de
ecuaciones arrancan de los trabajos de Poisson, si bien es Stockes (Stockes, 1849) el
primero que presenta una formulacioén en términos de la dilatacion volumétrica e y

el vector rotacion ® que permiten desacoplar estas ecuaciones de modo simple.

&=y =Vu (1.12.ay b)
o=Vxu

En término de estas variables, la laplaciana del campo de desplazamientos

puede ser expresada como sigue:

Viu=Ve-Vxw (1.13)
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que introducida en el sistema de ecuaciones (1.6), permite expresarlo en los

siguientes términos:

- UV xo+((A+2u)Ve = pii (1.14)

Aplicando ahora los operadores divergencia y rotacional sobre esta ecuacion,
en la que para mayor simplicidad se han eliminado las cargas de volumen, y
teniendo en cuenta que V+«(Vx®)=0 y Vx(Ve)=0 ademds de ser nula la

divergencia del vector rotacion, podemos escribir respectivamente:

vie- | ¢
C 2
"1 (1.15.ayb)
Vza):—za)
CS
donde: ¢ 2 _A+2u c2=H (1.16
0 y C
P P

Las ecuaciones (1.15.a) y (1.15.b) representan una versién desacoplada de las
ecuaciones de Navier (1.6) en términos de la dilatacion y las tres componentes del
vector rotacion. Se trata de ecuaciones de onda, la primera escalar y la segunda
vectorial (¢, y ¢, tienen dimensiones de velocidad). Asi, la componente dilatacional
o irrotacional de la perturbacién (asociada a cambios de volumen) se propaga con
velocidad c, mientras que la componente rotacional o equivoluminal (asociada a
distorsiones en la forma) viaja con velocidad c¢;. En un medio homogéneo e
1sotropo infinito ambas componentes coexisten y se propagan independientemente
siendo cy>cg, razén por la cual en sismologia se denomina a las ondas
irrotacionales ondas primarias (ondas P) y a las equivoluminales ondas
secundarias (ondas S), ya que las primeras alcanzan la estaciéon en menor tiempo
desde el epicentro del sismo. Esto ultimo justifica la notacién utilizada desde el

comienzo para ambas.

Utilizando ¢, y ¢, como constantes caracteristicas del medio, podemos escribir

la ecuacion de gobierno del problema (1.14) como sigue:
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—¢,'Vxw+c,'Ve=1ii (1.17)

Expresion algo mas conveniente para estudiar las caracteristicas del
movimiento de los puntos del sélido bajo el efecto de estas ondas. Para ello, se
supone un problema de propagacion plana armoénica de caracter genérico con
velocidad ¢ y direcciéon determinada por el vector unitario s (ver p.e.
Dominguez,1993). El campo de desplazamientos, en notacion compleja y con

amplitud unitaria, puede expresarse como sigue:

u=e @y (1.18)

donde k es el nimero de onda (w/c), ® la frecuencia angular, x el vector
posicion de cualquier punto del medio, i la unidad imaginaria y d un vector unitario
en la direccidon del movimiento. Asi, sustituyendo (1.18), cada uno de los términos

de (1.17) seran:

Vxo=-k>sx (s xd)e"
Ve =—k’(sd)se' (1.19.a, b,y ¢)

i = —olei @y

Por tanto, y teniendo en cuenta que sx(sxd)=(sed)s-d, la ecuacion (1.17), en

este caso, puede expresarse como sigue:

(c.>—c*)d +(c,” —c.’)(sd)s=0 (1.20)

Xasly

XU, Xl

onda P onda S

Fig. 1.1. Desplazamientos y direccién de propagacion. Ondas planas Py S

Con ello, si (1.18) es una onda S (c=c;), esta relacion sélo se verifica si sed=0

y, por tanto, si las direcciones de propagacion y desplazamiento son perpendiculares
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(figura 1.2). Se trata de una onda transversal y el vector desplazamiento esta
contenido en el plano de propagacion. Por otra parte, si (1.18) es una onda P (c=c,),
el cumplimiento de (1.20) requiere que s = +d y la direccidon de propagacion y
desplazamiento coinciden. Asi, la onda P es una perturbacion de caracter
longitudinal y el desplazamiento de los puntos del solido se produce en la direcciéon
de propagacion (Figura 1.1). Este planteamiento realizado para ondas armonicas
puede generalizarse sin excesiva dificultad a cualquier tipo de perturbacion plana.

La onda S se descompone en SH y SV. La primera genera un campo de
desplazamientos simétrico (denominado habitualmente anteroposterior), mientras
que la segunda antimétrico. Este ultimo puede a su vez dividirse en dos: movimiento

transversal y movimiento vertical (figura 1.2):

Arriba

-

Plano de incidencia

A

Fig. 1.2. Onda S descompuesta en SH y SV.

Un tratamiento en profundidad de la teoria de la elastodindmica puede

estudiarse en Achenbach (1973) o Eringen y Suhubi (1975).

1.5 REFLEXION Y REFRACCION DE ONDAS ARMONICAS PLANAS

Para simplificar el tratamiento matematico, se analizara el problema plano en el
que tanto las propiedades del material como las condiciones de contorno dependen

exclusivamente de una de las coordenadas cartesianas, por ejemplo, X».
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1.5.1 Ondas SH

Este tipo de ondas se encuentran asociadas al movimiento antiplano. Considérese
un semiplano elastico uniforme (x,<0), cuyas propiedades fisicas son pi, Wi, A,
sometido a un tren de ondas planas SH, armonicas, llegando desde el infinito y
propagandose con direccion q;=(l;,m;). En una primera fase, se supondrd que el
semiplano x,>0 no contiene material, y, en una segunda, se estudiard lo que ocurre
cuando éste se trata de otra region elastica con propiedades pa, |2, A2. En ambos casos,
cuando las ondas incidentes se topan con el contorno x,=0, aparece el fendmeno de

reflexion en la region x,<0, como se muestra en la figura 1.3:

Fig. 1.3.0nda SH en un plano incidiendo sobre interfase infinita (eje x;)

El desplazamiento en la region 1 serd de la forma:

» o
i—(Cs =l X —m;xy) i—(Cit=1"y X —m'; X,)

CS CS
Uy = Agy € ™ +Algy €

donde se ha adoptado el signo positivo para m;’, ya que las ondas reflejadas viajan
siguiendo la direccion negativa del eje Xp. Asy; y A’syi son las amplitudes de las ondas
incidente y reflejada, respectivamente, y cslz(m/pl)l/ ? ]a velocidad de propagacion de la
onda.

Cuando los puntos del contorno son excitados por ondas incidentes provocando su
desplazamiento en la direccion x;, las ondas reflejadas poseen la misma variacion en tal
direccion. Si no fuese asi, no se cumpliria ninguna condicién de contorno uniforme a lo

largo del eje x;, puesto que se trata de ondas armonicas. Por todo ello, se cumple que:
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2
m,=.1-1'" =m,
El desplazamiento us podra ser escrito como sigue:

. @ . @
—i—m;x, i—m;x

172
u, =(Age ™ +Ag,e™ Hf(x.,b),

. @
i—(Cgit=1yx;)

donde f(x,t)=¢e*

El angulo respecto a la normal al contorno que forma tanto la onda incidente
como la reflejada es el mismo para ambas.

La tension se deduce del siguiente modo:

) —icﬂmlx2 icﬂmlx2
1 s ' s
Oy =0y = {Uy, =l ?ml(_ASHle 1 +A e )f(x,t)
1

S

El campo de desplazamientos y tensiones a lo largo del contorno x,=0 en términos

de las amplitudes de onda puede ser escrito en forma matricial:

1 1
[“3} i i ®m {ASH‘} (121)
oy, |, c 14 c 14 A,

sl sl

donde se ha omitido el término f(x;,t). La amplitud de la onda reflejada A’sy; para un
contorno libre puede obtenerse haciendo en esta tltima expresion 63,=0. En ese caso, el
resultado seria A’sy; = Ashi. Si, por el contrario, se arriostra el contorno impidiéndose

su movimiento, la condicion sobre el contorno seria uz=0, con lo que A’sy1=-Aspi

Cuando la regidon x,>0 es otro sdlido elastico con propiedades pa, 2, A2 ¥
co=(12/p2)""?, ademas de las ondas incidentes y reflejadas, aparecen ondas refractadas en

este ultimo medio, originando un desplazamiento dado por:
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.o
i—(Csrt=ly X, =My X;)

Uy = A8 o

donde Agmy es la amplitud de la onda refractada, y qx=(l,,m;) su direccion de
propagacion. Para satisfacer las condiciones de equilibrio y compatibilidad sobre el
contorno x,=0, la variacion de estos desplazamientos a lo largo del eje x; debe ser igual

para las tres ondas, esto es:

LI S P (1.22)
CSl CSl C52

y el desplazamiento en la region x,>0 sera:

. @
—l—myX

U, = A, ™ Hf(xl,t)

y el valor de la tension:

) —icimzx2
Oy =0y =—pi—MAg e ™= f(X,0)
52

Por tanto, el campo de desplazamientos y el de tensiones a lo largo del contorno

x2=0 como parte de la region x,>0 puede ser escrito en forma matricial:

J 1
3
{ LZ —i-Cm,, (A (1.23)

o)
32
s2

Utilizando las expresiones (1.21), (1.23), ademas de

= parax, =0
Oxnl, |91,
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es posible determinar las amplitudes de las ondas reflejadas y refractadas en términos de
la amplitud de la onda incidente. La direccion de propagacion de ambas ondas se halla a

partir de la expresion (1.22).

1.5.2 Ondas Py SV

De igual forma que para el caso anterior, se supondrd un semiplano elastico
(x2<0), con propiedades fisicas pj, Wi, A1, bajo los efectos de un tren ondas planas P,
armonicas, procedentes del infinito y propagéndose en la direccion q;=(l;,m;). Se
vuelve a dividir el estudio en dos partes: en la primera se considera que el semiplano
x2>0 no esta constituido por ningin material, y en la segunda, sera otra region elastica
de propiedades p;, 2, A2. Cuando el tren de ondas incidente se encuentra con el
contorno x,=0, tanto ondas P como SV se reflejan en la regioén x,<0, como se muestra

en la figura 1.4:

Fig. 1.4. Reflexion y refraccion de ondas P

El desplazamiento u; en la regidon x,<0 presenta la siguiente expresion:

L ) L@
i—(Cpt=hx;—m;x,) i—(cpt=I"1x—-m' x;) i—(Csit=1" %, —-m"; X, )

u =hLA.e"™ +I' A e -m", A, e

donde q’1=(I’1, -m’1) y q’"1=(1""1, -m’’}) son las direcciones de propagacion de las ondas
P y SV reflejadas, respectivamente, A’ y A’syi las correspondientes amplitudes de

onda y cp1 y ¢ las velocidades de propagacion. Para satisfacer cualquier condicion de
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contorno a lo largo de la direccidn x;, la variacion de las ondas tiene que ser la misma,

esto es:

' "
Il I1=|1

Llamando

. @
i—(Cpit=l;x;)

f(x,t)=¢"

se pueden simplificar las expresiones que proporciona el campo de desplazamientos:

. @ . @ . @
—|C—mlx2 lc—mlx2 |c—m"l X,
u=>0Ae ™  +LA e  —m" A e™ ) F(x,,1)
’icimlxz icimlx2 i-Zm" x,
u, = (mlAple : - mlA'pl e’ - I”1 A'sv1 e )f(xlat)

Y las tensiones:

Oy =AUy, +Uy )+ 24Uy, =

. @ . @ ) "
—=l—m; X, I—m; X, i—m"| X,

. @
= _lci (4, + 2zulm12)Ap1e "+ (4 +2/u1m12)A'p1 e™ +2um' A" f(x,,t)
pl
Oy =y (U, +Uy,) =
) —icimlxz iC{—Um,x2 ) ) icﬁm", Xy
:_l? =2l mi A e T 2l m A e (1M MY ) A e f(x;,0)

sl

En forma matricial:

u
u

| =T| A, (1.24)
0-22 AvSVl
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donde:
|1 |1 _m”1
m, —-m, _|”1
. @ 2 . @ 2 . @
T=|-1—A+2ugm") —1— (A4 +2um°) —1—2um" 1)
Cpl Cpl Cpl
—i—2pm]l" = 2pml" |7ﬂ1(|”12_m”12)
L sl sl sl .

Para condiciones de contorno libre, esto es, 62, = 631 = 0, es posible determinar
A’y y A’syi, en funcion de Ap. Si se estuviese ante otras condiciones de contorno
bastaria sustituirlas en la expresion (1.24) para obtener dichas amplitudes en funcion de

la incidente.

Cuando la region x,>0 es otro solido elastico con propiedades p,, 2, A2, aparece
de nuevo la difraccion de ondas en dicho medio. En general, se denotard como Ay la
amplitud de la onda P refractada, qx=(l,, my) su direccion de propagacion, Asy, la
amplitud de la onda SV refractada y q’,=(1’,, m’,) su direccion de propagacion.

Para satisfacer las condiciones de equilibrio y compatibilidad a lo largo del
contorno x,=0, todos los desplazamientos deben presentar la misma variacion a lo largo

del eje x;. Por ello:

bh 1 (1.25)

Siguiendo el mismo proceso matematico que en los anteriores casos, se obtiene:

U l, m',

ul m, I A

2 p2

= . @ 2 ' 1.26
Oy _lj(lz +2u,m,7) = 2p,m' |, _Asvj (1.26)
p

(o3 ' " "

24| —2u,m, ', sy ( 22_m 22_

Utilizando las expresiones (1.25) y (1.26), ademds de la condicion de continuidad

a lo largo del contorno x,=0
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U u,
u, _ u,
O On
O, O,

es posible determinar las amplitudes de las ondas reflejadas A’,; y A’syi, ademés de las

refractadas Ay, y Agys, en términos de la amplitud de la onda incidente A;.

Por ultimo, considérese que el tren de ondas que procede del infinito es del tipo
SV, con amplitud Agy; y direccion de propagacion q; = (15, m;). Cuando encuentra el
contorno x,=0, se generan dos ondas reflejadas, una del tipo P y otra SV, como indica la

figura 1.5:

Fig. 1.5. Reflexion y refraccién de ondas SV

Si la regién x,>0 no contiene material, s6lo habra ondas reflejadas. Empleando la
misma nomenclatura para denotar las caracteristicas de dichas ondas, para la onda P,
A’,1 es la amplitud, q’=(1’;,m’;) la direccion de propagacion, mientras que para la SV,
A’gyi representa la amplitud y q”’=("’;,-m’’;) su correspondiente direccion de
propagacion. Para satisfacer las condiciones de contorno, todas las ondas deben

presentar la misma variacion en x;:
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U,
u Asyi
02 =T| A, (1.27)
2
Alp,
Oy |,
donde
m, —-m I'l
- |'1 - |1 - m'1
. @ . @ . @ 2
T=| i 2ul'm, —i—2pl'm =i (4 +24,m\")
pl pl Cpl
. 2 2, . @ 2 2 . W
(I =m7) i (17 =m") I—2u1,m',
L Csl Csl sl

)
i—(cgt=1yx)

Cs1

en la que se ha omitido el término: f(x,,t)=e

Las amplitudes de las ondas reflejadas pueden ser halladas utilizando la ecuacion

(1.27) y las condiciones en el contorno x,=0.

Cuando la region x,>0 es otro solido elastico de propiedades p,, [, A,, aparece

nuevamente la refraccion de ondas en dicho medio. En general, se denotard como A la

amplitud de la onda P refractada, qx=(l,, my) su direccion de propagacion, Asy, la

amplitud de la onda SV refractada y q’»=(1’2, m’,) su direccion de propagacion.

Para satisfacer las condiciones de equilibrio y compatibilidad a lo largo del

contorno x,=0, todos los desplazamientos deben presentar la misma variacion a lo largo

del eje x;. Por ello:
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1 " |l
I R A

El procedimiento matematico es idéntico al de los casos anteriores. Se obtendria
una expresion similar a (1.26). Las amplitudes de las ondas reflejadas y refractadas se
hallaria con la expresion matricial deducida y aplicando condiciones de contorno a lo

largo de x,=0.

1.5.3 Ondas superficiales

Hasta el momento no se ha aplicado ninguna restriccion al valor de las
componentes del vector que indica la direccion de propagacion. Cuando alguno de estos
coeficientes es complejo, la onda en cuestion se denomina onda superficial. Por

12 -
2 m=ia y n=0. Se trata entonces de una onda

ejemplo, supongase que: I=(1+o?)
propagéandose en la direccion x;, con velocidad c/(1+a?)"% y cuya amplitud aumenta o
disminuye exponencialmente con la profundidad (x;), segun sea el signo de a.

Cuando el angulo incidente, el tipo de onda y las propiedades del material son
tales que las condiciones de contorno producen un coseno director superior a 1 para
cualquier onda reflejada o refractada, una determinada onda plana como las vistas hasta
el momento se convierte en onda superficial. Este es el caso de la reflexion y refraccion

de ondas SH. La relacion entre los dngulos de las diferentes ondas cumple la expresion:

donde l;, 1’1 y 1o corresponden a las ondas incidente, reflejada y refractada,
respectivamente. Se sabe que I’;=1;, y 1,=l;-cs/cs;. Cuando csp>cq;, puede ocurrir que I,

sea superior a 1. En ese caso:

y la onda transmitida seria de la forma:
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2
[ C
(122250 i (eyt-x)

_ Cs2 Cx1 Cs2
u3 - ASH 2e €

donde c¢’p=cy/l,. Esta ecuacion representa el movimiento de una onda en la region
definida por x,>0 cuya amplitud disminuye exponencialmente con la distancia a la
interfase. El signo positivo de la primera exponencial no tiene significado fisico, ya que
supondria una amplificacion tendente a infinito. En el caso particular en que L, =1, m,=0,
y la onda reflejada se propaga a lo largo de la direccion x;.

Un tipo particular de onda superficial es la onda de Rayleigh. Considérese una

perturbacion plana del semiplano, con las siguientes componentes de desplazamiento:

i2(t-x)
u =Ae™ec

i2(t-x,)
u, =Ae™ec (1.28)
u, =0

donde b tiene parte real positiva. Si se sustituye u; y u; en la ecuacion de Navier,
teniendo en cuenta que las fuerzas por unidad de volumen son nulas, se llega a un

sistema homogéneo de ecuaciones, el cual sdlo presenta solucion si:

2 2
c,’b’ -(c,’ —csz)cgz}[cszb2 -(c’ —Cz)i)z} =0

cuya solucion es:

Si se sustituye b; y by en (1.28), se logra expresar u; y u; en términos de las
amplitudes A; y Ay, y la velocidad de fase c. Aplicando la definicion de tension y las
condiciones de contorno libre en la superficie, se llega a otro sistema homogéneo de

ecuaciones con solucion distinta de la trivial cuando:
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expresion conocida como ecuacion de Rayleigh para la velocidad de fase. Las raices de
la ecuacion son reales y con signos opuestos. Obviamente es el positivo el tnico que
tiene sentido fisico. Su valor se encuentra entre 0.862cs y 0.955¢,, cuando la relacion de

Poisson varia entre 0 y 0.5.

1.6 ONDAS DE PRESION EN FLUIDOS

En este punto se introducen las ecuaciones que rigen el comportamiento
dindmico del agua. Asi, sera tratada como un fluido compresible y de viscosidad
despreciable (fluido perfecto) con comportamiento elastico y lineal que trabaja en un
rango de pequefias perturbaciones.

Todos los fluidos reales tienen viscosidad distinta de cero y los tensores de
tension presentan componentes de cortante no nulas. No obstante, la viscosidad varia
entre amplios margenes para diferentes fluidos de forma tal que, en algunos casos,
puede ser despreciada sin que se produzca pérdida de exactitud en los resultados.
Asi, en las regiones liquidas del modelo que se presenta (agua), los efectos inerciales
seran predominantes sobre los viscosos y el fluido podrd considerarse no viscoso.
No se tienen en cuenta los efectos provocados por turbulencias. Un fluido perfecto
(no viscoso) no soporta tensiones tangenciales y el tensor de tensiones se reduce a su

componente esférica:

i i (1.29)

donde p es la presion. El signo negativo indica una tensién de compresion para un
valor positivo de la presion. En un rango de pequefias perturbaciones y teniendo en
cuenta el caracter elastico y lineal del modelo, la ley de comportamiento puede

plantearse desde la ley de Hooke descrita para so6lidos elésticos (1.4) tomando ,u=0:



Capitulo 2. Ecuaciones y Conceptos Basicos 37

O, =0, =0,, =—pP=A¢
n=92=0n =P (1.30.ayb)

O, =0,;=0,;=0

donde, si Uj(x, t) son las componentes del campo de desplazamientos en el fluido,
e=gi=U;; representa la dilatacion volumétrica del mismo. En este caso, la constante
de Lamé A, ha de ser entendida como el mdédulo de compresibilidad del fluido.
También a partir de las ecuaciones de equilibrio para so6lidos elasticos (1.5) o (1.13),

puede expresarse el equilibrio en un fluido perfecto de densidad p como sigue:

Ve = pU (1.31)
0, haciendo uso de (1.30):

Vp=—pU (1.32)

mas util, como se verd, pues establece la relacion entre la presion y la derivada
segunda del desplazamiento, necesaria a la hora de aplicar las condiciones de
contorno en las interfases del modelo. En ambas expresiones del equilibrio no se han

tenido en cuenta las cargas de volumen sobre el dominio liquido.

La aplicacion de los operadores divergencia y rotacional sobre (1.31) permiten

escribir:
1
2. 1L
Vie= 3¢ (133.ayb)
VxU=0

Asi, con las hipotesis realizadas, el movimiento del liquido estd gobernado por
la ecuaciéon de onda que rige la dilatacion volumétrica en los sélidos elésticos
(1.15.a) (c*=A/p es la velocidad de propagacion de las ondas longitudinales).
Asimismo, el campo de desplazamientos es irrotacional (1.33.b), como es de sobra

conocido. No existe onda S en un fluido perfecto.

En términos de la presion, a partir de (1.30), podemos escribir (1.33.a) como

sigue:

Vip=—p (1.34)
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Ecuacion que gobierna la propagacion de ondas de presion y que serd utilizada
en adelante para caracterizar el comportamiento dindmico de un fluido perfecto,

lineal y elastico sometido a pequefias perturbaciones.

1.7 EL MEDIO POROELASTICO

Podemos describir el medio poroelastico como aquel en el que coexisten dos
fases, una solida denominada esqueleto o matriz sélida y otra fluida que puede ser
liquida y/o gaseosa. En lo que a la primera se refiere, la denominacion esqueleto
solido es muy grafica ya que se trata de un medio solido provisto de gran nimero de
huecos o poros interconectados de forma tal que sea posible el transito de la fase fluida
de unas zonas a otras del medio. El indice de huecos o porosidad es una caracteristica
del medio y contabiliza el espacio hueco del esqueleto interconectado ocupado por la
fase fluida. Seria mas adecuado llamarla porosidad efectiva ya que los poros aislados,
ocupados 0 no por la fase fluida, no son tenidos en cuenta a la hora de elaborar este

indice y se consideran parte de la matriz solida (figural.6).

Son numerosos los ejemplos de materiales que responden a esta configuracion.
Podemos mencionar los terrenos bajo el nivel fredtico, los terrenos donde existen bolsas
de petroleo o gas, los fangos en el fondo de depositos de cualquier liquido, los
sedimentos en embalses de agua, recubrimientos absorbentes de ondas acusticas, etc...
Si la fase fluida llena completamente los intersticios del esqueleto diremos que el medio
poroelastico est4 saturado. Por el contrario, si la fase fluida no ocupa completamente los
poros de la matriz solida nos encontramos ante un medio cuasisaturado. Imaginemos, en

este caso, un liquido no libre de pequefias burbujas de aire.

A pesar de esta descripcion inicial del medio poroeldstico, el tratamiento que se
realiza del mismo no implica el estudio a nivel microscopico del comportamiento de
cada fase. Pensaremos antes en un medio donde el espacio intersticial esta distribuido
regularmente y puedan establecerse unas propiedades medias del mismo de forma tal

que, desde un punto de vista macroscopico, sean de aplicacion las hipotesis de isotropia
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y homogeneidad clésicas en el estudio de la mecanica del medio continuo. Desde esta
optica, podemos entender el sélido poroeldstico 2 como dos medios continuos
superpuestos y acoplados: la matriz solida y el fluido que ocupa los poros
interconectados (Coussy y Dangla, 1995) (figura 1.6). En cada punto del medio, las
variables de campo del problema (desplazamientos de ambas fases, tensiones y presion
de fluido en los intersticios) tienen también un caracter promedio y, por tanto,
cuantificables de forma experimental. Para los desplazamientos de la fase fluida, este
caracter promedio puede conducir a algin comportamiento paraddjico. Asimismo, se
considera lineal la relacion entre las variables estaticas y cinematicas y se trabajara en el
rango de pequefias deformaciones con lo cual serda de aplicacion el principio de

superposicion, de gran interés para el enfoque del problema dindmico.

El primer modelo que hace uso de una imagen del continuo similar a la expuesta,
fue propuesto por Terzaghi (Terzaghi, 1925) y pretendia explicar el fenomeno de la
consolidacion de terrenos saturados. Era conocido que terrenos arcillosos bajo carga no
solo sufren una deformacion instantdnea sino que ademas se ven sometidos a un proceso
de deformacion diferida que puede prolongarse durante largos periodos de tiempo. Este
proceso estd gobernado por dos fendomenos diferentes que se presentan de forma
conjunta. De un lado, la expulsién del agua intersticial (consolidacion primaria). De
otro, un reajuste de las particulas de la matriz s6lida (consolidacion secundaria). En el
modelo de Terzaghi, de caracter monodimensional, el esqueleto s6lido y el fluido son
incompresibles y el proceso de deformacion diferida se produce como consecuencia de
la expulsion del fluido de los intersticios del medio debido a la reduccion del indice de
poros (consolidacion primaria). La ecuacion diferencial que gobierna este proceso
relaciona la derivada espacial de la presion intersticial con la derivada temporal de
esta variable a través de un coeficiente de consolidacion que depende de las
propiedades de ambas fases. A pesar de sus simplificaciones, este modelo explica de
forma convincente este fendémeno y tuvo una gran acogida en su €poca, convirtiéndose
los trabajos de este autor en los primeros tratados de una nueva ciencia, la mecanica

de suelos.
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espacio sélido espacio intersticial

interconectado

medio esqueleto
poroelastico solido

fase fluida

Fig. 1.6. El sélido poroelastico entendido como dos medios continuos superpuestos

En 1941 M.A. Biot publica una serie de articulos (Biot, 1941a y b, Biot y Clingan,
1941) en los que se desarrolla la teoria general del comportamiento de soélidos
poroelasticos bajo carga estatica.. El solido poroelastico de Biot responde a la imagen
descrita al principio de este apartado. El medio est4 constituido por dos fases y la fase
fluida ocupa completamente los intersticios de la matriz sélida (medio saturado). Ambas
fases, fluido y esqueleto solido, son compresibles. El medio en su conjunto es
homogéneo e isotropo y tiene un comportamiento eldstico y lineal en el rango de
pequenas deformaciones. Al igual que en el modelo de Terzaghi, el movimiento del
fluido a través de la matriz sélida es gobernado por la ley de Darcy si bien el proceso de
consolidacion se describe desde un modelo acoplado de tensiones y deformaciones en
ambas fases. Algunos afios después, el mismo Biot extiende la formulacion a medios
anisotropos (Biot, 1955 y 1956a) y generaliza la formulacion cuasiestatica anterior al
caso dinamico para so6lidos poroelasticos isotropos (Biot, 1956b y ¢) . En estas tltimas
publicaciones, y a diferencia de los sélidos elasticos, este autor demuestra la existencia
de tres ondas asociadas a cualquier fendmeno de propagacion en este tipo de medios.
Dos ondas acopladas de caracter irrotacional (longitudinales) y una equivolumial
(transversal) independiente de las anteriores. Otros trabajos relacionados y de obligada

mencion de este autor son Biot (1956d, 1962) y Biot y Willis (1957).
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1.8 CARACTERIZACION DEL MEDIO POROELASTICO

En este apartado se describen las magnitudes geométricas, dindmicas y
cinematicas necesarias para la formulacion del problema de acuerdo a los
planteamientos de Biot. La estructura de este apartado y la nomenclatura utilizada en
el mismo se corresponde con lo escrito por Dominguez (1995). Asi, y como ya se ha

comentado, la porosidad ¢ es quizas la constante mas caracteristica de este tipo de

medios y representa la fraccion del volumen total de material homogéneo ocupada
por los intersticios o poros interconectados. Relacionada con esta constante estd lo
que se denomina indice de poros n que representa la relacion entre el volumen
ocupado por los poros y el ocupado por las particulas sélidas. En la bibliografia
especifica el indice de poros se representa con la letra €. En este texto serd utilizada
la letra n (habitualmente utilizada para la porosidad) ya que € la se reservara para
representar la dilataciéon volumétrica del esqueleto solido. A partir de las

definiciones anteriores, es sencillo obtener la relacion entre ambos coeficientes:

n= 1_¢¢ (1.35)

De acuerdo a la imagen del medio poroelastico establecida en el apartado
anterior, se describen a continuacidon las variables cinematicas y dindamicas del
problema. Asi, sea un punto material o volumen infinitesimal del medio con vector
de posicion x respecto de un sistema de referencia fijo. La matriz s6lida de este
volumen elemental con su configuracion intersticial drenada representan el punto o
particula del medio asociada a la fase solida. En el mismo punto geométrico x, el
fluido que ocupa los intersticios de este volumen elemental constituye la particula de
fluido. Por tanto, en cada punto geométrico X y para cada instante de tiempo t, se
definen dos vectores desplazamiento, uno asociado a la particula sélida (esqueleto
solido) ui(x, t) y otro correspondiente a la particula fluida Uj(x,t). Como ya se
comenté en el apartado anterior, ambos deben entenderse como variables promedio.

Con esto, se define el tensor de deformaciones en la fase sélida de la forma habitual

(1.1):

1
& :E(Ui’j +uj’i) (1.36)

ij
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De igual manera, las dilataciones volumétricas en ambas fases responden a las

expresiones:
e=u,, esqueleto solido
’ _ (1.37.ayb)
e=U,, fase fluida

ii

Algunas formulaciones de las ecuaciones de equilibrio utilizan como variable
cinematica asociada al fluido, el desplazamiento relativo de éste respecto de la
matriz solida wi=Uj-u; (muchos autores denominan desplazamiento relativo al

volumen de fluido que abandona el medio por unidad de area w; =¢ (Ui-uj) (ver

p.e.Cheng et al, 1991). Por otra parte, la primera formulacion realizada por Biot de
la ley de comportamiento para este tipo de materiales, utilizaba como variable
cinematica, junto al tensor de deformaciones del sélido, el incremento de contenido

de fluido del material homogéneo C. A partir de w;, se expresa { como sigue:

§:_¢Wi,j =—¢(¢—e) (1.38)

De otro lado, otra variable cinematica asociada a la fase fluida es el vector de
descarga q o volumen de fluido que abandona por unidad de area y tiempo el

volumen de referencia:
q, = oW, :¢(Ui —u) (1.39)

En lo que a las variables dindmicas se refiere, se comienza introduciendo el
tensor de tensiones sobre el material homogéneo oj; o tensor de tensiones totales. No
existe ninguna diferencia conceptual respecto del tensor de tensiones para sdlidos
elasticos. Para entender oj; no es necesario imaginar el sélido poroelastico como un
medio bifasico. Para caracterizar completamente el medio, junto al tensor de
tensiones totales se introduce una variable dinamica asociada a la fase fluida, la
presion intersticial o presién de poro (p). Su denominacién es clarificadora, es la
presion del fluido que ocupa los intersticios del esqueleto sélido. En este texto, sin
embargo, seran utilizadas como variables dindmicas otras dos relacionadas

directamente con las anteriores. A saber:

Tension equivalente en el fluido (t): Es la tension sobre el fluido si se toma

como referencia el area total de material homogéneo. Asi T = -¢@p. Aclarar que el

signo negativo estd relacionado con el convenio de signos adoptado para esta
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variable: positiva la traccién y negativa la compresion (la presion intersticial

positiva representa compresion).

Tensor de tensiones sobre el esqueleto solido (t;;): Puede vislumbrarse como la
tension aplicada en la fase solida del medio tomando como referencia el area total de

material homogéneo.

Con ello, el tensor de tensiones sobre el material homogéneo oj; puede

escribirse en término de estas dos nuevas variables como sigue:
oy =7 + r5ij (1.40)

En un proximo apartado sera tratado el denominado tensor de tensiones efectivas
oj’. Esta variable, imprescindible en cualquier tratado relacionado con la mecénica de
suelos, se comprende mejor una vez introducida la ley de comportamiento para este tipo

de soélidos.

1.9. ECUACIONES DE GOBIERNO EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA

Ya en apartados anteriores se han introducido algunos problemas con dependencia
temporal de tipo armdnico. Recuérdese la expresion de las ondas planas que permitieron
el estudio de las caracteristicas de las ondas en sélidos elasticos y poroelésticos. En este
apartado, se obtienen las ecuaciones que rigen el comportamiento en régimen armonico
(dominio de la frecuencia) de los tres tipos de regiones que forman parte del modelo

acoplado que se presenta.

Como se vera, este planteamiento en el dominio de la frecuencia conduce a una
importante simplificacion matematica de las ecuaciones de gobierno. En estas
ecuaciones reducidas desaparece la dependencia temporal de las variables
fundamentales. En el problema poroelastico, este aspecto permite incluso la reduccion

del niumero de variables primarias a considerar.

Este planteamiento reducido también simplifica los procedimientos para la
obtencion de soluciones al problema. Soluciones armoénicas claro estd. De cualquier
forma, y teniendo en cuenta que las funciones de tipo armonico constituyen un conjunto
completo de funciones independientes, puede plantearse cualquier dependencia

temporal de la variable como superposicion de armonicos de diferente frecuencia de



44 Aplicacion del MEC para la obtencion de la respuesta temporal ante solicitacion sismica

acuerdo a los planteamientos de Fourier. Este ultimo aspecto, si bien so6lo es aplicable a
problemas elésticos y lineales para la obtencion de la respuesta temporal, permite
comprender el interés que ha tenido el estudio de la formulacién reducida de las

ecuaciones de gobierno para muchos autores.

Se comienza con el problema elastodindmico armoénico. Asi, para frecuencia o, el
vector desplazamiento en un punto x del medio puede ser expresado, en notacion

compleja, como sigue:
u(x,t) =u(x, m)e' (1.41)

siendo u(x,m) un vector de componentes complejas en general. El mddulo de las
variables complejas en el dominio de la frecuencia representa el valor maximo que
adopta esta variable en el dominio del tiempo, mientras que la relacion entre las partes
imaginaria y real, determina el desfase. Suponiendo también fuerzas de volumen con

dependencia armdnica, la expresion reducida de las ecuaciones de Navier (1.6) sera:
WV u+ A+ u)\vVe+ X =—po’u (1.42)

a pesar de la coincidencia en la notacion con (1.6), se entiende que las variables de
(1.42) dependen de la posicién y de la frecuencia. En este punto, puede tenerse en
cuenta el caracter viscoelastico del medio (disipativo) mediante la consideracion de

un valor complejo para w(A) de la forma:

u=Re[u|1+2i&) (1.43)

donde & puede entenderse de la misma forma que el factor de amortiguamiento para

sistemas de un grado de libertad (ver p.e. Dominguez, 1993).

Para la ecuacion que gobierna la propagacion de ondas en fluidos perfectos

(1.34), el caracter armodnico de la presion (p):

p(x,t) = p(x, w)e' (1.44)

permite escribir la ecuacion reducida o ecuacion de Helmholtz:

V2p+k2p:0 (145)
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donde k=w/c es el nimero de onda. Utilizando como variable primaria la presion, la
variable derivada esta relacionada con el desplazamiento de las particulas de fluido
(Uj) a través de la ecuacion de equilibrio (1.32). Asi, en puntos del contorno y en la
direccion marcada por la normal al mismo, se puede escribir para problemas
armonicos:

@:pa)zu

1.46
on n (1.46)

donde Uy es el desplazamiento normal al contorno de las particulas de fluido.

Por ultimo, las ecuaciones de gobierno de la poroelasticidad dinamica (1.50)
suponiendo un comportamiento armoénico del campo de desplazamientos en ambas
fases, seran:

1V u+ VK/?, +u+ Qz)e + Qg} + X =-0’(p,u+p,U)

R (1.47.ayb)
V(Qe+Re)+ X'=-® (pu+ p,U)

donde A, pn, Q y R representan las constantes elasticas del medio o constantes de
Biot. Por un lado, A y p son la constante de Lamé y el mddulo de elasticidad
transversal correspondientes al esqueleto sélido drenado, repectivamente. Las
constantes Q y R estan relacionadas con el comportamiento acoplado de ambas
fases. Proceden de la representacion adoptada de la ley de comportamiento:

Q2

=l A+—=—1ed. +2ue. + o
i [ Rj i +2KE; +Qe0y (148.ayb)

r=Qe+ Re

En la expresiones (1.47.a y b), para simplificar la formulacién, se utilizan unos
parametros de densidad complejos que incorporan la constante de disipacion a los

términos de densidad conocidos de la forma siguiente (Norris, 1985):

. b . b . b
P =P~ 1= Py =Py —1— Pp=pp +1—; (1.49)
[0 [0 w
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siendo b una constante relacionada con la permeabilidad de Darcy (k), la viscosidad

del fluido (1) y la porosidad (¢ ) de la siguiente forma:

Esta constante b se denomina constante de disipacion, y representa las fuerzas
de viscosidad por unidad de volumen y por unidad de velocidad relativa del fluido
respecto de la matriz sélida. El término del que forma parte constituye la
componente disipativa relativa de ambas fases y se anula cuando no existe
movimiento relativo entre ellas. Asimismo, existe otra componente de disipacion de
tipo viscoelastico asociada a la matriz solida y que se presenta conjuntamente con la

anterior.

La formulacién general en el dominio del tiempo implica a seis variables
primarias, las tres componentes de desplazamiento de sélido y fluido

respectivamente, y se expresa mediante las dos ecuaciones siguientes:

Q’ . o
Viu+V|| A+ u+—=—Vu+QVU |+ X =p, ii+ p,U+ba-U
HV U K H Rj u+Q } P+ Py (u ) (1.50.a y b)

VQV-u+RV-U)+ X'= p,ii+ p,,U +b(u-U)

Este sistema de ecuaciones diferenciales ha de satisfacerse en todo punto del
dominio en estudio y para cada instante de tiempo, y junto con las condiciones de
contorno e iniciales permite la solucién del problema en términos de u; y Ui
Conocidos los desplazamientos en ambas fases pueden obtenerse las variables
cinematicas deseadas y con ellas, las tensiones en ambas fases a través de cualquiera

de las formulaciones de la ley de comportamiento vistas anteriormente.

Sin embargo, la formulacion del problema armoénico (1.47) puede realizarse
en término de solo cuatro variables fundamentales. En nuestro caso serdn las tres
componentes del desplazamiento del esqueleto solido y la tensidon equivalente en el

fluido. Asi, de (1.47.b) y de la ley de comportamiento (1.48.b), el vector
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desplazamiento en la fase fluida puede escribirse en términos de la tensidn
equivalente en la misma y del desplazamiento de las particulas de s6lido como

sigue:

Vr+ X'+o®p,u
P

U=

(1.51)

Sustituyendo ahora esta expresion de los desplazamientos de las particulas de
fluido en (1.47.a) se obtienen las tres primeras ecuaciones de equilibrio en términos
de u y 1. Aplicando ahora el operador divergencia sobre las tres ecuaciones de
equilibrio del fluido (1.47.b) y utilizando la ley de comportamiento (1.48.b) para
eliminar &, se obtiene la cuarta ecuacidon necesaria. El resultado del procedimiento

descrito sera:

2
,Lleu+(ﬂ,+,u)Ve+(9—'Dlz)VT+(pll'b22 plZ )a)2”+X_p12 XI:()
22 22 p22
2 2p12 2 Q . r _
Vit+w ?Z—‘i‘a) (p12_Ep22)e+VX_O

(1.52.ayb)

Estas cuatro ecuaciones y las condiciones de contorno completan la
formulacion dindmica del medio poroeldstico en el dominio de la frecuencia. Hacer
notar la posibilidad de considerar disipativo el comportamiento del esqueleto solido
drenado. En este caso, el cardcter viscoeldstico del sélido se incorpora al modelo a

través de constantes de Lamé del tipo (1.43).

Para concluir este apartado, puede hacerse alguna consideracion adicional
relacionada con la componente irrotacional de la propagaciéon en poroelasticidad
armoénica. Asi, aplicando el operador divergencia de las ecuaciones (1.47) y

obviando las fuerzas de volumen:

) Q° - o’
Ve Kgﬂﬁ o Je+Q5}— o~ (P8 + P€) (1.53.ayb)

V?(Qe +Re)=-w’ (P, + Pr8)
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En este punto, las dilataciones del esqueleto so6lido y el fluido pueden

escribirse como superposicion de los dos modos de propagacion. Asi:
e M @ Iy
[ Pe D (1.54)
& DU (1) DU (2) Y2

Lo que puede entenderse como un cambio en el sistema de referencia del
problema. Este se expresa ahora en término de dos nuevas variables (Y, Y>)
respecto de un sistema de referencia ortogonal constituido por los modos de
propagacion. Esta superposicion modal, introducida en (1.53), permite desacoplar la

componente irrotacional y escribir esta ecuacion del modo que sigue:

VY, 4k, %Y, =0
) , (1.55.ayb)
VY, +k,,7Y, =0
Ecuaciones de onda escalares tipo Helmholtz para cada tipo de onda
longitudinal. Este planteamiento, muy habitual en analisis dindmico, nos permitira la
obtencion de soluciones analiticas a algunos problemas simples que seran utilizadas

para validar los resultados del modelo numérico desarrollado.

1.10 CONDICIONES DE CONTORNO

La completa definicion del problema dindmico en el dominio de la frecuencia
requiere la imposicion de las condiciones de contorno en términos de las variables
primarias o sus derivadas. En estos problemas, la eliminacion de la dependencia
temporal en las ecuaciones de gobierno, hace innecesaria la aplicacion de

condiciones iniciales.

En el caso de solidos viscoelasticos, se define el vector tension t*(x,®) en un

punto x del contorno I' con normal exterior n como:

tis(x,a))zaijs(x,a))nj(x), xel (1.56)
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donde o es el tensor de tensiones del solido en x. Para regiones poroelasticas, se
define el vector tension sobre el esqueleto sélido t°(x,®) en cualquier punto del

contorno:

tie(x,a))=z'ij (x,o)n;(x), xel (1.57)

siendo Tj; el tensor de tensiones equivalente sobre la matriz s6lida. El vector

tension total sobre el material homogéneo, teniendo en cuenta (1.40):

tip(x,a))=tie(x,a))+z'(x,a))nj(x) xel (1.58)

En general, y estudiando el comportamiento dindmico de cualquiera de los
medios tratados, existira una zona del contorno (I';) donde sean conocidas las
variables fundamentales (condiciones de contorno naturales) y una zona
complementaria (I';) en la que son dato las variables derivadas (condiciones de

contorno esenciales). Para sélidos viscoelasticos:

b (1.59.ay b)

siendo T'1yTI>=I', y T''NT,=@. Para medios fluidos, la presion (p°) es la
variable fundamental. La variable derivada sera el flujo de presion en el contorno

(q"=p.) equivalente al desplazamiento normal de las particulas de fluido (U,") a

través de (1.46). Asi:

0 . (1.60.a y b)

En el caso de solidos poroelasticos, las variables fundamentales adoptadas
seran el vector desplazamiento en el esqueleto solido (u®) y la tension equivalente en

el fluido (7). Las variables derivadas son el vector tension en el esqueleto (t°) y el
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movimiento normal al contorno del fluido (U,). Asimismo, sera interesante
distinguir entre contornos permeables e impermeables. Los primeros se caracterizan

porque en ellos la presion de poro es nula (t=0). En este caso, puede ser conocido el

vector desplazamiento de la fase sélida (u;° = U,%) o la tension equivalente sobre ella

(ti° =£,°). Si el contorno es impermeable, en él son iguales las componentes normales

del desplazamiento en ambas fases (u,” = U,). Esto Gltimo puede ser conocido (u,” =

U, = U, ) Y las incognitas seran las tensiones equivalentes en ambas fases o bien sera

conocida la tensién total sobre el contorno (t*=t.” ) y el desplazamiento incognita.

El analisis dindmico de modelos donde coexisten los tres tipos de medios
(viscoelasticos, escalares y poroelasticos) debe tener en cuenta el efecto de
interaccion entre ellos a través de las interfases o contornos comunes a dos de estas
regiones. Esta interaccion se establece matematicamente a través del cumplimiento
de las ecuaciones de equilibrio de tensiones y compatibilidad de desplazamientos de
ambos medios en todos los puntos de estos contornos. Existen cinco tipos de
interfases en el modelo implementado dependiendo de la naturaleza de los medios
que interactian, a saber: viscoelastico-viscoeldstico, fluido-fluido, viscoelastico-
fluido, viscoelastico-poroelastico y poroelastico-fluido.

Interfase  viscoelastico-viscoelastico: La ecuacion de equilibrio y
compatibilidad en este caso son inmediatas. Sean sl y s2 las regiones viscoelasticas

que determinan el contorno interfase. Asi:

1)Equilibrio entre los vectores tension en ambos medios:

t*1+652=0 (1.61)

2)Compatibilidad de los vectores desplazamiento:

u''=u* (1.62)

Interfase fluido fluido: Sean, como antes, al y a2 las regiones fluidas en

contacto. Asi:

1) Equilibrio. Igualdad de presion hidrodinamica en ambas regiones a la largo

de la interfase.

p*'=p* (1.63)
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2) Compatibilidad. Los desplazamientos normales a cada medio son iguales en
valor absoluto y signo contrario. Esta condicidon se expresa en idénticos términos si
la variable elegida es el flujo de presion.

U, =-U,* (1.64)

Interfase viscoelastico fluido: Las ecuaciones de equilibrio y compatibilidad en

este tipo de interfases son como sigue:

1) Equilibrio entre el vector tension en el solido (t°) y la presion hidrodindmica
(P"):
t-p'n’=0 (1.65)

siendo n* la normal exterior a la region fluida. De nuevo recordar que una presion

positiva representa compresion lo que explica el cambio de signo en relacion a (1.61).

2) Compatibilidad entre los desplazamientos normales de solido (u,’) y fluido
(Un"):
u,’ =u’n =-U,° (1.66)

siendo n’ la normal exterior a la region viscoelastica

Interfase viscoelastico poroeléstico: En este caso conviene distinguir entre dos
situaciones extremas posibles. En primer lugar, se plantean las ecuaciones de
restriccion para este tipo de interfases cuando podemos asimilar al solido viscoelastico
como un material completamente impermeable. Este ha sido el modelo de interfase
utilizado en el estudio dindmico de presas para el contacto entre el sedimento y la
presa de hormigén o el fondo rocoso del embalse. Por otra parte, la linea marcada por
el nivel freatico en un terreno puede ser considerada una interfase permeable. En este
caso, el terreno anegado puede considerarse un medio poroelastico y el estrato seco

asimilarse a una region de naturaleza viscoeldastica.
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1) Equilibrio. Si el sélido viscoelastico es impermeable, las ecuaciones de
equilibrio se establecen entre el vector tension en el solido (t°) y el vector tension total
en el medio poroelastico (t”) como sigue:

tt+tP=t+t"+m=0 , (1.67)

la segunda expresada en términos de la tensiones equivalentes en el esqueleto (t°) y
fluido intersticial (1) En el caso de una interfase permeable (t = 0), las ecuaciones de
equilibrio seran:

=0 =0 (1.68.ayb)

2) Compatibilidad. Para ambos supuestos seran iguales el vector desplazamiento
de las particulas sélidas (u®) del medio poroso y el correspondiente al medio
viscoelastico (u’). En el caso impermeable habra de verificarse, ademas, la igualdad en
valor absoluto de desplazamientos normales del medio viscoelastico y del fluido que
ocupa los intersticios del medio poroelastico (Uy").

u=u

u,” =-U,P (1.69.ay b)

Si la interfase es permeable, solo es de aplicacion (1.69.a).

Interfase fluido-poroeléstico: En este problema, las condiciones de equilibrio

y compatibilidad seran:

1)Equilibrio. En primer lugar, valores iguales de la presion hidrodindmica en
el fluido (p*) y la presion intersticial en el poroso (p°). En segundo lugar, equilibrio
entre las tensiones equivalentes en el solido (t°) y la presion hidrodindmica de
forma analoga a (1.65). Asi:

p'=p

t°—(1- ¢)p"'n" =0 (1.70.ay b)

Si se tiene en cuenta la primera en la segunda, ésta ultima puede escribirse
como sigue:

tt+ (1- g)p’'n’ ="+ p’'n’ =P =0 (1.71)
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siendo t’’ la tension efectiva de Terzaghi (n” es la norma exterior al medio
poroso). Asi, las condiciones (1.70) se reducen a la condicion de tension efectiva

nula en la region porosa de la interfase.

2) Compatibilidad entre el desplazamiento normal del fluido (U,") y el
desplazamiento normal promedio de la region porosa considerada como un medio
homogéneo:

Ut = (1- ¢)u,s - gUP (1.72)
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2. ACCIONES SISMICAS

2.1 ZONAS SISMICAS DE LA TIERRA.

La definicion de terremoto podria ser la de movimiento cadtico de la corteza
terrestre, caracterizado por una dependencia en el tiempo de amplitudes y frecuencias.
Su origen esta en choques ocurridos a una cierta profundidad bajo la superficie terrestre,
en un punto teérico denominado hipocentro. A la proyeccion vertical del foco en la
superficie terrestre se le denomina epicentro. Este Gltimo es que el que es posible
determinar de forma estimativa mediante sencillos calculos, ademas de tener gran
utilidad a la hora de interpretar los acelerogramas.

El término ‘placa tectonica’ hace referencia a cada una de las estructuras que
conforman la corteza terrestre o litosfera, y que flotan sobre la roca ignea y fundida que
forma el interior del Planeta. La litosfera tiene un grosor que varia entre los 15 y los 200
Km., siendo mas gruesa en los continentes que en el fondo marino. Su flotabilidad sobre
el magma se debe a que, comparada con los metales que conforman el nicleo, resulta
relativamente mas liviana, puesto que en su composicion abundan el cuarzo y los
silicatos.

Las placas tectonicas se encuentran en contacto entre si, como enormes témpanos
gue se aproximan o se separan, provocando asi los cambios geoldgicos y los sismos en
las fronteras de las mismas. Son varias las teorias que intentan explicar el por qué de su
movimiento, siendo la méas aceptada aquella cuya base se fundamente en el fendmeno
de conveccidn. Se refiere a la influencia que la alta temperatura del magma del ndcleo
ejerce sobre los distintos minerales, haciendo flotar a los méas calientes y hundiéndose
los més frios. El calor provendria del decantamiento radiactivo de is6topos como el
uranio, torio y potasio, asi como del calor residual ain presente desde la formacion de la

Tierra.

La figura 2.1 muestra la disposicion de las principales placas tecténicas que
conforman la corteza terrestre, mientras que la 2.2 presenta un mapa de los principales
terremotos ocurridos en el mundo durante el siglo XX. Las principales zonas sismicas

son las punteadas con los epicentros. Comparando ambas figuras puede apreciarse la
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coincidencia de estos cinturones sismicos con los contornos de las placas tectonicas. Por
otra parte, resulta interesante contrastar dichas figuras con la Fig. 2.3, la cual indica la
posicion de los volcanes activos en la Tierra. La conclusion a la que se llega es que
tanto los volcanes activos como los epicentros de los terremotos estan situados en las
proximidades de los contornos de las placas tectonicas, demostrando que las causas de

estos fendmenos estan fuertemente relacionadas con el proceso tecténico del planeta.
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Fig. 2.1. Principales placas tecténicas de la Tierra

Fig. 2.2. Epicentros de los principales terremotos ocurridos
en el mundo hacia la mitad del siglo XX

Fig. 2.3. Situacion de los volcanes activos
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El mundo de la sismologia se encuentra rodeado de varios conceptos que
convendria aclarar. La intensidad sismica es una medida de los efectos de los terremotos
en el entorno, y en particular sobre las estructuras. La Sismicidad se define como la
frecuencia de ocurrencia de fenémenos sismicos por unidad de érea, incluyendo al
mismo tiempo cierta informacién acerca de la energia sismica liberada. Una
clasificacion de los terremotos de acuerdo con sus causas mecéanicas ha sido realizada
por Scheidegger, quien identifica las siguientes clases:

- Terremotos de colapso: se trata de terremotos de baja intensidad que tienen lugar
en cavidades subterraneas y minas, y son debidos al colapso de las mismas.

- Choques volcéanicos: las erupciones volcanicas y los terremotos son fendmenos
que parecen tener el mismo origen tectonico. Al mismo tiempo, la explosion de gases
durante las erupciones volcéanicas puede generar movimientos sismicos, que en general,
tienen una intensidad pequefia y afectan a superficies limitadas.

Terremotos tectonicos: son los terremotos mas fuertes y frecuentes. Los
provocan la rotura brusca de capas rocosas de superficies fracturadas, denominadas
fallas.

- Terremotos causados por explosiones: la accion del hombre es capaz de generar
explosiones de intensidad suficiente como para producir vibraciones en el terreno y
éstas causar movimientos en las estructuras. Tal es el caso de por ejemplo pruebas
nucleares subterraneas.

Por su mayor importancia y frecuencia, serdn los terremotos tectonicos el centro
de este apartado tedrico. Como criterio de clasificacion de los mismos se utilizara la
profundidad focal. Se consideran:

- Terremotos normales: son aquellos cuya distancia focal H se encuentre entre 5 y
70 Km

- Terremotos medios: presentan valores de H entre 70 y 300 Km, y

- Terremotos profundos: son aquellos que cumplen H>300 Km. La maxima

profundidad que puede alcanzar un terremoto es de aproximadamente 700 Km.

Una clasificacion alternativa de los terremotos la han elaborado Newmark vy
Rosenblueth, los cuales dividen los terremotos en cuatro grupos, de acuerdo con sus
caracteristicas:

- Terremotos de una sola sacudida. Se producen en el caso de focos de poca

profundidad, en terrenos firmes, y a distancias epicentrales pequefas.
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- Terremotos de duracion moderada y vibraciones irregulares, caracterizados por
distancias epicentrales moderadas, ocurren en terreno firme. Casi todos los terremotos
que se producen en el Cinturén Circumpacifico son de este tipo. Un ejemplo de este tipo
se representa en la figura 2.9, correspondiente al registro del terremoto de EI Centro
(1940).

- Terremotos de larga duracion y periodos predominantes, provocados por ondas
sismicas filtradas a través de capas blandas de suelo.

- Terremotos que producen deformaciones permanentes en el terreno.

Por ultimo, cabria citar la clasificacion elaborada por Mercalli, la cual se
encuentra intimamente relacionada con los dafios que provoca el movimiento sismico

sobre la estructura.

2.2 MECANISMO DE LOS TERREMOTOS TECTONICOS

Se presentan cuatro tipos fundamentales de fronteras o vecindades de las placas:

- Fronteras divergentes: en ellas se genera nueva costra que rellena la brecha de
las placas al separarse (Fig.2.4.a). Corresponde al caso de fallas normales, en el que la
corteza esta en extension. El caso mejor conocido de frontera divergente es la cordillera
mesoatlantica, que se extiende desde el Océano Artico hasta el sur de Africa. La
velocidad de separacion entre las placas Norteamericana y Euroasiatica es de

aproximadamente 2,5 cm cada afio.

- Fronteras convergentes: en ellas, la costra es destruida al hundirse una placa
bajo la otra (subduccion, Fig. 2.4.b). Representaria al caso de las fallas invertidas, en el
que una de las fallas asciende y la otra penetra por debajo de la primera. El ejemplo mas
conocido es el de la Placa de Nasca (0 Nazca), que se esta hundiendo bajo la placa
Sudamericana frente a las costas de Pert y Chile, dando origen a una de las zonas
sismicas mas activas del Planeta. Las placas pueden converger en el continente y dar
origen a cadenas montafiosas de envergadura, como la del Himalaya, o bien en el

océano, provocando la formacion de fosas marinas o volcanes submarinos.
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- Fronteras de transformacion: donde la costra ni se destruye ni se genera, y las
placas sélo se deslizan horizontalmente entre si (Fig. 2.4.c). Corresponde a fallas de
deslizamiento o desgarradura. Un ejemplo de este tipo de fronteras es la tan conocida
Falla de San Andrés, en California.

- Zonas fronterizas de las placas: es un ancho cinturon en el que las fronteras no

estan bien definidas, y el efecto de la interaccion de las placas ain no se ha explicado.

é-%"ff';é

Fig. 2.4. a) Frontera divergente b) Frontera convergente. ¢) Frontera de transformacion

2.3 TEORIA DE REID

Aunque el mecanismo de los terremotos tectonicos no se conozca con exactitud,
la teoria mas ampliamente aceptada por la comunidad cientifica es la elaborada por Reid
en 1906. Las investigaciones de Reid se basaron en el estudio de la falla de San Andrés
y sus fallas secundarias. De acuerdo con la figura 2.5, la traslacion relativa a lo largo de
la falla produciria la deformacion de lineas perpendiculares sobre la falla. Se considera
que, después de la deformacién de las lineas se construye un camino perpendicular
sobre la falla (Fig. 2.5b). Si la deformacion continta, el material de las capas del terreno
alcanzara tensiones y deformaciones que sobrepasan su resistencia, produciéndose una
rotura a lo largo de la falla, a partir de un punto critico. La situacion después de la rotura
se indica en la figura 2.5¢. El foco del terremoto puede definirse como el punto débil en
el cual empieza a producirse la rotura. La ruptura se propaga sobre la superficie de la
falla, partiendo del foco.
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Fig. 2.5. Mecanismo de los terremotos segun Reid.
(a) estado no deformado; (b) estado deformado, con un camino construido
después de la deformacion; (c) situacion después del terremoto.
(1) linea de falla; (2) direccién del movimiento;
(3) lineas imaginarias perpendiculares sobre la falla; (4) camino

2.4 ONDAS SISMICAS

En el apartado 1 de este capitulo se estudio el origen y la naturaleza de las ondas
sismicas, pero se ha creido oportuno recordarlo en este apartado, y analizarlas desde el
punto de vista sismoldgico. Pueden distinguirse tres tipos de ondas sismicas:

- Ondas masicas, las cuales se propagan a través de la masa de la Tierra
- Ondas de superficie, que se propagan solamente en la corteza terrestre
- Oscilaciones libres, que se producen Unicamente durante terremotos muy fuertes

y pueden ser definidas como vibraciones de la Tierra en su totalidad

Las ondas masicas pueden ser subdivididas en ondas primarias (P) y secundarias
(S). Las ondas P son de dilatacién-contraccion, implicando su propagacion cambios de
volumen en el medio y pueden propagarse tanto a traves de solidos como a traves de
fluidos. Por este motivo se puede afirmar que, en el caso de que tenga lugar un
fendmeno sismico, sera este tipo de ondas las que siempre seran registradas, puesto que
son las Unicas que pueden atravesar cualquier medio, ya sea liquido o sélido. A ellas se
debe el enorme estruendo audible en muchos terremotos. Por otro lado, las ondas S son
ondas de cortante que se propagan sin cambio de volumen, pudiendo hacerlo
exclusivamente en solidos. Usualmente, la onda S tiene mayor amplitud que la onda P,

y se siente mas fuerte que ésta.
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Existen dos tipos de ondas superficiales u ondas Q: ondas Rayleigh (R) y ondas
Love (L). Las ondas R, al igual que las P, generan cambio de volumen, mientras que el
comportamiento de las ondas L es similar al de las S, originando movimientos de
traslacion de las particulas en sentido normal a la direccion de propagacion. En general,
las ondas superficiales son las poseen un mayor poder destructivo. En la figura 2.6 se

representa cada tipo de onda masica:
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Fig. 2.6. Propagacion de ondas mésicas y superficiales: ondas P, S, Love y Rayleigh

Recordando el comportamiento ondulatorio de la energia cuando viaja a través de
medios con distinta densidad, las ondas sismicas se reflejan y se refractan cuando en su
recorrido aparece una discontinuidad o interfase. Ello implica cambios en la velocidad
de las ondas, como se analizé en el apartado 1 del presente capitulo. De acuerdo con la
Teoria de la Elasticidad, la velocidad de las ondas P puede obtenerse a partir de la

expresion:

M+ZG
v, = [———
P

Y para lasondas S:  vg = 9
Yo
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donde: A= HE , siendo E el mddulo de Young, p el coeficiente de
-2+ p)

Poisson y p la densidad. El cociente entre las velocidades de propagacion de las ondas P

y S vale:

Vo _ 2(1+ )
A 1+2u

Suponiendo para el coeficiente de Poisson un valor medio de u=0.25, el valor de

este cociente es:

Se demuestra entonces que la velocidad de propagacion de las ondas P es mayor
que la de las ondas S, de ahi que las P sean las primeras en detectarse en los
sismografos. En la siguiente figura se observa la estructura interna de la tierra, asi como
la variacion de la velocidad con la profundidad de ambas ondas. Se aprecia como

siempre la velocidad de las ondas P es superior a la de las S.
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Fig. 2.7. Estructura interna de la tierra y dependencia de la
velocidad de ondas P y S con la profundidad
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2.5 ACELEROGRAMAS

Para comprender lo que representa un acelerograma convendria identificar un
movimiento sismico como una superposicion de ondas P, S y superficiales, de distinta
frecuencia y amplitud. El intervalo de llegada de ambas ondas puede observarse de
forma practica en algunos acelerogramas, que no son mas que diagramas en los que se
representa la aceleracion medida por un sismografo frente al tiempo. Los registros
graficos o historias de movimientos sismicos en funcién del tiempo se obtienen con
instrumentos Ilamados sismégrafos. Tales instrumentos se instalan en el terreno o en las
cimentaciones de las estructuras y, generalmente, estan disefiados para registrar las tres
componentes de la aceleracion del terreno. La figura 2.9 muestra la componente N-S del
acelerograma del temblor ocurrido en El Centro, California en el afio 1940. Esta figura
también contiene la velocidad y el desplazamiento del terreno durante dicho sismo,
obtenidos por integracion del acelerograma. Ademas, el acelerograma de un temblor
puede también ser analizado para obtener el valor maximo del movimiento del terreno y

las frecuencias contenidas en el movimiento sismico.
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Fig. 2.8. Terremoto de Kermadec de 11 de junio de 1957.

En la figura 2.8 se ha representado el acelerograma correspondiente al
movimiento de Kermadec (1957), y en €l se aprecia la llegada simultanea de los tres

tipos de ondas.
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Fig. 2.9. Terremoto de El Centro (California), 18 de mayo de 1940, componente N-S
(a) aceleracidn; (b) velocidad; (c) desplazamiento

La magnitud de un temblor se estima, comunmente, por la magnitud Richter (M),
que se calcula basandose en la lectura registrada en un instrumento llamado sismografo
de Wood-Anderson a una distancia especificada de 100 Km del epicentro del temblor.
Concretamente, la magnitud de Richter (M) de un temblor se evalGa a partir de la
expresion

M =log,, A

Ay

donde A es la amplitud maxima registrada en el instrumento de Wood-Anderson
localizado a 100 km del epicentro, y Ao es una amplitud de referencia de una milésima
de milimetro (Para A expresada en milimetros, A,=0.001). Cuando no se tiene el
instrumento de Wood-Anderson a esta distancia, la magnitud de Richter se calcula a
partir de lecturas registradas en los sismografos de la region afectada por el temblor.
Temblores de magnitudes 5.0 0 mayores generan movimientos intensos que pueden ser
potencialmente destructivos para las estructuras. La energia liberada por un temblor de
magnitud M puede estimarse por la formula

E :104.8+1.5M J

Esta expresion revela que la energia aumenta aproximadamente 32 veces con el
aumento de una unidad en la magnitud M y 1000 veces con el de dos unidades. Aunque
la magnitud Richter da una medida de la energia liberada por un movimiento sismico,
no describe los efectos destructivos causados en una determinada localizacion. Tal
descripcion la proporciona la escala de intensidades sismicas. En la actualidad, existen
dos escalas de intensidades muy semejantes: (1) Escala de Intensidad Modificada de

Mercalli (M.M.1.) y (2) Escala de Intensidad Macrosismica Internacional (M.S.K.).
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Ambas escalas tiene un total de doce grados gque, usualmente, se expresan en nimeros
romanos. El grado de intensidad de un temblor en una determinada localizacion se
asigna basandose en la observacion de los dafios, y es Util cuando no existen registros
instrumentales del movimiento del terreno. Las intensidades hasta el grado VI
generalmente no producen dafios estructurales, mientras que las intensidades de los
grados VI al XIl provocan progresivamente mayores dafios en edificios y otras

estructuras. La clasificacion completa se muestra a continuacion:

Sacudida sentida por muy pocas personas en condiciones

Grado | especialmente favorables.
Sacudida sentida s6lo por pocas personas en reposo, especialmente
Grado Il en los pisos altos de los edificios. Los objetos suspendidos pueden

oscilar.

Sacudida sentida claramente en los interiores, especialmente en
los pisos altos de los edificios, muchas personas no lo asocian con
Grado 111 un temblor. Los vehiculos de motor estacionados pueden moverse
ligeramente. Vibracion como la originada por el paso de un carro
pesado. Duracién estimable

Sacudida sentida durante el dia por muchas personas en los
interiores, por pocas en el exterior. Por la noche algunas despiertan.
Vibracidn de vajillas, vidrios de ventanas y puertas; los muros
crujen. Sensacion como de un carro pesado chocando contra un
edificio, los vehiculos de motor estacionados se balancean
claramente.

Grado IV

Sacudida sentida casi por todo el mundo; muchos despiertan.
Algunas piezas de vajilla, vidrios de ventanas, etcétera, se rompen;

Grado V pocos casos de agrietamiento de aplanados; caen objetos inestables
. Se observan perturbaciones en los arboles, postes y otros objetos
altos. Se detienen de relojes de péndulo.

Sacudida sentida por todo mundo; muchas personas atemorizadas
huyen hacia afuera. Algunos muebles pesados cambian de sitio;
pocos ejemplos de caida de aplanados o dafio en chimeneas. Dafios
ligeros.

Grado VI

Advertido por todos. La gente huye al exterior. Dafios sin
importancia en edificios de buen disefio y construccion. Dafios
ligeros en estructuras ordinarias bien construidas; dafios
considerables en las débiles o mal planeadas; rotura de algunas
chimeneas. Estimado por las personas conduciendo vehiculos en
movimiento.

Grado VII

Dafios ligeros en estructuras de disefio especialmente bueno;
considerable en edificios ordinarios con derrumbe parcial; grande
en estructuras débilmente construidas. Los muros salen de sus
armaduras. Caida de chimeneas, pilas de productos en los
almacenes de las fabricas, columnas, monumentos y muros. Los
muebles pesados se vuelcan. Arena y lodo proyectados en
pequefas cantidades. Cambio en el nivel del agua de los pozos.
Pérdida de control en la personas que guian vehiculos motorizados.

Grado VI
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Grado IX

Grado X

Grado XI

Grado XII

Dafio considerable en las estructuras de disefio bueno; las
armaduras de las estructuras bien planeadas se desploman; grandes
dafios en los edificios sélidos, con derrumbe parcial. Los edificios
salen de sus cimientos. El terreno se agrieta notablemente. Las
tuberias subterraneas se rompen.

Destruccidn de algunas estructuras de madera bien construidas; la
mayor parte de las estructuras de mamposteria y armaduras se
destruyen con todo y cimientos; agrietamiento considerable del
terreno. Las vias del ferrocarril se tuercen. Considerables
deslizamientos en las margenes de los rios y pendientes fuertes.
Invasion del agua de los rios sobre sus margenes.

Casi ninguna estructura de mamposteria queda en pie. Puentes
destruidos. Anchas grietas en el terreno. Las tuberias subterrdneas
guedan fuera de servicio. Hundimientos y derrumbes en terreno
suave. Gran torsion de vias férreas.

Destruccion total. Ondas visibles sobre el terreno. Perturbaciones
de las cotas de nivel (rios, lagos y mares). Objetos lanzados en el
aire hacia arriba.
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1. METODO DE ELEMENTOS DE CONTORNO

1.1 INTRODUCCION

El auge que ha experimentado el uso de métodos numéricos por parte de la
comunidad cientifica se ha debido en gran parte al profundo desarrollo sufrido por las
nuevas tecnologias que hoy dia invaden nuestro mundo. Como herramientas numéricas
mas empleadas en el &mbito de la ingenieria cabe citar las diferencias matematicas o
elementos finitos. Dichas técnicas discretizan el dominio del problema en cuestién en
una serie de elementos o celdas. Las ecuaciones de gobierno del problema se aproximan
sobre la region por funciones que satisfacen completa o parcialmente las condiciones de
contorno. Estos métodos, junto con otras técnicas aplicadas al dominio, se denominan
métodos de dominio.

Otra posibilidad es emplear funciones de aproximacion que satisfacen las
ecuaciones de gobierno en el dominio pero no las condiciones de contorno. Dichas
técnicas se denominan métodos de contorno y, por una serie de razones, han
experimentado un fuerte crecimiento en los ultimos tiempos, debido fundamentalmente
a que ofrecen una alternativa elegante y eficaz a los métodos de dominio. Ademas,
pueden ser combinados con estos ultimos para obtener una mejor representacion de las
condiciones de contorno en un programa de elementos finitos o diferencias finitas. Una
de las principales ventajas que presenta el método de elementos de contorno es la
posibilidad de trabajar con dominios infinitos, definiendo una subdivision de la region
en estudio por medio de elementos finitos, y emplear elementos de contorno para una
mejor aproximacion de las condiciones de contorno.

El Método de Elementos de Contorno (en adelante MEC) fue bautizado por los
precursores del mismo, Brebbia y Dominguez. Basa su metodologia en la ecuacion
integral que define problemas de mecdanica del continuo. Asi, es posible definir dos

tipos de formulaciones:
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- Directa. Las incognitas de esta formulacion representan magnitudes con un
claro significado fisico, y las condiciones de contorno se definen en funcion de ellas.

- Indirecta. En este tipo de formulacion, las incognitas no poseen significado
fisico, pero sirven como medio para obtener aquellas que si lo tienen.

El término MEC se emplea casi exclusivamente cuando se hace referencia a la
formulacion directa. Las incognitas de la ecuacion integral son, por un lado, los valores
en el contorno o en una parte del mismo, de las variables fundamentales del campo en
cuestion (por ejemplo, en elasticidad, desplazamientos), y por otro, sus correspondientes
derivadas, que también estan dotadas de significado fisico (en elasticidad, tensiones).
Estas funciones se aproximan sobre el contorno mediante funciones de interpolacion
previamente seleccionadas, y evaluadas en un numero especifico de puntos (nodos).

El analisis de problemas estaticos y dinamicos de mecanica del continuo puede
llevarse a cabo por medio del MEC de forma elegante y sencilla. Asi, una de sus
principales ventajas es que el problema se formula en el contorno, por lo que sélo éste
debe ser discretizado. Sin embargo, en métodos de dominio como el Método de
Elementos Finitos (MEF) o el Método de Diferencias Finitas (MDF) requieren las
discretizacion de todo el dominio. Como consecuencia de ello, el sistema de ecuaciones
resultante es netamente inferior en el MEC.

Cabe destacar también que, el hecho de mallar so6lo superficies resulta mas
sencillo que cuando se trata de dominios, aunque tanto la geometria como el mallado
pueden sufrir alteraciones, en particular en problemas donde la geometria cambia
durante el proceso de calculo de la solucion. El sistema de ecuaciones que surge es en
ese caso no simétrico, y totalmente poblado, lo que se traduce en mayores tiempos de
computacion, en comparacion con la solucion propuesta por el MEF. No obstante, la
exactitud del MEC, tanto en el contorno como en puntos interiores, ha sido
suficientemente contrastada.

Como desventaja conviene citar la dificultad que presenta al tratar medios no
lineales, por la aparicion de integrales de domino en las ecuaciones integrales. En ese
caso, las ventajas de una formulacion en el contorno desaparecen.

De cualquier modo, cada técnica numérica posee su campo de aplicacion, siendo

mas adecuada una u otra seglin sean las caracteristicas del problema en cuestion.
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El tratamiento de regiones infinitas o semi-infinitas mediante discretizaciones
finitas supone hacer una serie de consideraciones sobre el problema bajo estudio. Asi,
en estatica, bastaria con un contorno artificial de algiin tipo ubicado a una cierta
distancia. Sin embargo, en dinadmica, la reflexion de ondas puede distorsionar la
solucién cuando se emplea ese tipo de frontera artificial. Como ya se menciono, el MEC
estd basado en una formulacion de la ecuacidn integral, la cual, en el caso de regiones
externas, consiste en integrales extendidas sélo sobre contornos internos. Por tanto, son
¢éstos los contornos a discretizar. El comportamiento de los dominios sin frontera se
representa precisamente con este tipo de integrales. Esta ventaja, unida al hecho de que
la mayoria de los anélisis dindmicos se encuentran sujetos al comportamiento lineal, le
confieren al MEC una serie de cualidades que lo hacen el més apropiado para resolver
problemas de muy distinta indole, como son la acustica a cielo abierto o la interaccion

dindmica entre suelo y estructura.

1.2 FORMULACION MATEMATICA

La base teorica del método parte definiendo una region Q con el contorno I, en la

que la funcion escalar u (potencial) se encuentra gobernada por la ecuacion de onda:

2
w
V2U+—2'U:O
C

siendo ¢ la velocidad de la onda. Las condiciones de contorno seran las siguientes:

u=u en I}

ou
=—=qgenT
q an q 2

donde n es la normal al contorno, I'=I";+I",, y las barras indican valores conocidos.
. ., 1 . e
Consideremos una funcion u*, que pertenezca a clase C' y que verifique la ecuacion de

gobierno. Bajo estas condiciones, se cumple la siguiente igualdad:
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j(v u)-u*dQ = j(q q)u*dr - j(u )-q*dr

2 ]

donde:

ou *
on

*:

Si se integra por partes el miembro de la izquierda de la igualdad, se obtiene:

_I{(f; (Zl:( }dQ Iqu*dl‘ Iqu*dl‘ qu*dl“+juq*d1“
k

donde se ha aplicado la notacion de Einstein. Volviendo a integrar por partes el mismo

miembro se consigue la siguiente expresion:

J'u(V u*)dQ=- J'q'u*dl“ Iqu*dl‘+_[uq*dl“+juq*d1"

(1.0)

Como se aprecia, se ha debilitado el problema. Esta es la ecuacion de partida del
método de elementos de contorno. Para un punto interno o del contorno, podemos

utilizar la siguiente representacion integral:

- ou”
c'u' +I u-dll = _[—u -dr’
T on
(1.1)
donde u” es la solucion fundamental ante el caso de una carga puntual arménica, c'=1
para puntos internos y ¢'=1/2 para puntos del contorno, siendo éste liso. Cuando no
cumpla ciertas condiciones de derivabilidad, ¢' adopta valores que dependen de la
geometria particular del contorno en el punto “i”. Como prueba, considérese un

problema de potencial, es decir, se pretende determinar el valor de la funcion potencial

u en el dominio €, verificando ésta la ecuacion de Laplace:
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Viu=0,en Q

Se considera en este momento que una carga concentrada actiia sobre el punto ‘i’.

En ese caso:
Viu*+A =0,

siendo 1 la funcién Delta de Dirac. Sustituyendo esta expresion en (1.0), ésta tltima se

convierte en:
—ju-A‘ dQ = —jq’-u *dl" - J q-u*-dl + Iu~q *-dl"+ju~q *dl0
Q T, I T, L

Operando, se deduce que, en este caso, para puntos internos del dominio, ¢' = 1.
Para un medio isétropo tridimensional, la solucion fundamental de la ecuacion de

Laplace es:

donde r es la distancia comprendida entre el punto de aplicacion del potencial unitario al
punto del contorno bajo estudio. La ecuacion de Laplace tridimensional en coordenadas

polares presenta la forma siguiente, una vez se haya considerado simetria:

o’u* 20u* |
+— =A
or* r or

Sustituyendo la ecuacion fundamental en esta tltima, se aprecia que se satisface
siempre r sea distinto de 0. Para estudiar el caso en que r=0, se lleva a cabo la
integracion de la ecuacion diferencial sobre una esfera que rodea el punto donde se

aplica la carga:
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IVzu*dQ:—indQ:—l
Q Q

Si se sustituye la solucion fundamental en el primer miembro, tras simples
operaciones de derivacion, se comprueba que efectivamente, para cualquier punto
interno es igual a —1. Para un punto del contorno, considérese la semiesfera representada

en la siguiente figura:

All other surfaces are r"r'g

Fig. 1.1 Integracion sobre nodo perteneciente al contorno

El punto bajo estudio se ubica en el centro de la esfera, reduciéndose su radio € a
0, coincidiendo en ese caso el punto de aplicacion de la carga y el del contorno a
analizar. Se considerara que el contorno en el punto es lo suficientemente suave como

para que verifique unas minimas condiciones de derivabilidad. De este modo:

%k %k %k
juaidl“: I uaLdF+juaLdF
= on Porooon pooon

Si se sustituye la solucion fundamental en la segunda integral del segundo

miembro, y tomando limite cuando € — 0, se obtiene:

&0 4-72'6‘2 &0

*
lim juaidr = lim; ~ [u L oar :lim{—lu}:—lu
r on : 2 2
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Si se toma ¢ igual a 0 en el contorno I'- I';, se obtiene I'. Para el problema
bidimensional, aunque la solucion fundamental es distinta, el resultado al que
finalmente se llega es idéntico. Por tanto, queda entonces demostrado que, para puntos

en el contorno, ¢ =1/2.

Retomando de nuevo la ecuacion integral (1.1), ésta serd resuelta numéricamente,
para lo cual se discretizara la superficie en una serie de elementos sobre los cuales el
potencial u y el flujo q seran escritos en términos de sus valores en una serie de puntos
nodales. Si se expresa dicha ecuacion integral en forma discretizada para cada nodo, se
obtiene un sistema algebraico de ecuaciones. Una vez las condiciones de contorno han
sido aplicadas, el sistema puede ser resuelto para asi determinar las incognitas en el
contorno.

Las variables u y q sobre cada elemento “j” se definen en términos de sus valores

nodales como:

q [(1)1 o, ©, .. q)N]' q’ :(D'qi

(1.2)

donde N es el namero de nodos del elemento, u' y q' son vectores conteniendo los
potenciales y los flujos en los nodos del elemento, respectivamente, y @y, @, ..., Oy son
funciones de interpolacion polinomiales, de dos dimensiones, tales que adoptan el valor

unitario en el nodo k y cero en los demés nodos del elemento. Las funciones de
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interpolacion, también llamadas funciones de forma, vienen expresadas en términos de
las coordenadas homogéneas, definidas sobre cada familia de elementos.

La geometria de cualquier elemento puede definirse a partir de la posicion de los
nodos empleando las mismas funciones de interpolaciéon. De este modo, cada

coordenada podré expresarse del siguiente modo:

Xm
X 2
Xp =[®, @©, @, .. ®kx’;:;m=123
x“N
(1.3)
Para las tres coordenadas cartesianas seria:
1
Xl
X,'
X, o, 0 0 ®, 0 0 D, 0 0 x3l
;=0 ® 0 0 @, 0 0 @, 0 = DX
X, 0 0 @ 0 0 @, 0 0 @ xlN
x,"
X,
De forma sintetizada seria:
x = @y (1.4)

En la siguiente tabla se incluyen los tres primeros elementos de los dos tipos mas
empleados: elemento triangular y cuadrangular. Para este Ultimo, se definen dos
coordenada -1<§;<I, -1<&,<1, por lo que elemento, en el plano tendra una magnitud de
lado 2. Para el elemento triangular, las coordenadas se definen por 0<&;<1, 0<&,<l,
incluyéndose ademas una tercera coordenada simplemente por conveniencia, que
depende linealmente de las dos primeras: £3=1-&,-&,. Las expresiones de las funciones

de interpolacion para distintos 6rdenes se incluyen en la mencionada tabla.
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Quadrilateral Triangular
Zero Constant Constant
Order
.1
Interpolation Functions Interpolation Functions
¢ = 1 @, =1
First Bilinear P Linear 2
Order
& &
1 A 3 £1 1
Interpolation Functions Interpolation Functions
¢ =14 (1-§)(1-8) o = & = &
b = Al +E)(-8&) ¢ =1-F-E= &
é; =14 +E)(+E)
¢ = la(l-£)( + &)
Second | Biquadratic Quadratic
Order 7 & s 2
£
a——gl—-—-a 5 ¥
| E1 52
| 1
1 2 3 ) , 6
Interpolation Functions Interpolation Functions
o =VaE-DEE-D é =& (28 -1)
G =12(-§7 £ (-1 $:= 5 (25 -1)
¢ =14 (1 + f|)£:(f:" 1) ¢ = £ (2%-1)
=128 1 +E)(-8) be = 48y
$s = Vag (1 +E) 5+ &) | &5 =4bks
b= 12(-§7 &+ &) ds = 4£3E,
¢ =14 -DE&0+E)
by = U2, (5-1)(1- E:l)
o= (1-£H(-&D

Tabla 1.1. Elemento triangular y rectangular para problemas tridimensionales

De este modo, se puede definir un elemento triangular que posea cualquier forma

mediante las coordenadas cartesianas de tres nodos y las funciones de interpolacion:

1

X
x=[®, @, @,]x
X3
donde:
®, 0 0 & 0 0
b, =0 &, 0 |={0 & 0 k=123
0 0 @, 0 0 ¢
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De forma anéloga, para un elemento cuadrangular lineal:

Xl

X2
X=[(Dl ©, o, (D4]X3

X4

En la siguiente figura se representan las formas que adoptarian un elemento
cuadratico triangular y otro cuadrangular, obtenidos ambos por medio de las funciones

de interpolacion cuadraticas, con 6 y 9 nodos, respectivamente:

Cartesian 3—D space Transformed domain

Cartesian 3—D space Transformed domain

Fig. 1.2. Transformacién de un elemento triangular y rectangular
para problemas tridimensionales

Como regla general para la mayoria de los elementos de contorno, los nodos y las

funciones de interpolacion @, empleadas en las ecuaciones (1.2) y (1.4) para representar
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las variables de contorno y la geometria, respectivamente, son los mismos, es decir, los

elementos son isoparamétricos. Este es el caso de los elementos lineales y cuadraticos.

Considérese de nuevo el contorno I' del cuerpo Q, y que el primero ha sido
discretizado en NE elementos, y que para cada elemento, las variables de contorno se
expresan como en la identidad (1.2). Asi, la ecuacion (1.1) podrad rescribirse para

cualquier nodo ‘i’ de la siguiente forma:
cu'+) jq*@dl“ u‘—z Iu*(l)dl“ (1.5)
i=t|r, =l [T,

donde: ®=[®, @, .. D]

Se aprecia que la sumatoria desde j=1 hasta NE indica suma sobre todos los NE
elementos de la superficie, siendo I'j la superficie del elemento j. Las variables vy q
representan potenciales y flujos nodales en el elemento j, respectivamente. Esta Gltima

ecuacion puede simplificarse introduciendo los coeficientes de influencia:

NE

i " =% Gq’ (1.6)

J=

donde N es el nimero de nodos, u™ el potencial en el nodo m y ¢ representa lo mismo
que en la ecuacion (1.5). En este caso, los dos miembros de la igualdad no poseen la
misma estructura. En la parte izquierda, la sumatoria se extiende sobre los nodos, ya que
solo es posible un Unico valor del potencial para cada nodo. Sin embargo, la parte
derecha mantiene la sumatoria sobre los elementos, puesto que, cuando un nodo
pertenece a mas de un elemento, puede tener distintos valores de flujo, segun pertenezca
a un elemento o a otros. Los coeficientes de influencia H™ y GV son:

Hm = [q*®,dr

t T
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Gl :ju*cpdr

T

donde @ = [CI)1 o, .. D, ], la sumatoria sobre t se extiende a todos los elementos a

los cuales pertenezca el nodo m, y k es el nimero del nodo m dentro del elemento t.

Para elementos constantes, la sumatoria se extiende a un elemento, t=j, ®x =1, N=NE y:

H™ = Iq*dl‘
rml
G :J'u*dl“

T

Para expresar la ecuacion (1.6) de forma matricial, se cambia la notacion:

H™=H" para izm

H™=H™+c' para i=m
con lo que la expresion (1.6) queda como:
N . NE o
S H™" =) G’ (1.7)
m= j=1

1
De forma matricial:
HU =GQ
donde H es una matriz NxN, G es NxXNNE, U es un vector Nx1 y Q es otro vector

NNEXx1, siendo NNE el producto del numero de elementos por el nimero de nodos por

elemento.
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En esta ecuacion, son N las incognitas presentes, una por nodo: o bien potencial
o bien flujo. Para resolver el sistema de ecuaciones, se trasladan todas las incognitas a la
parte izquierda de la ecuacion, desplazando las columnas de H y G de un lado a otro. De

este modo, la nueva estructura sera:
AX =F

donde X representa el vector incognita, y F se obtiene como producto de las columnas

correspondientes de los valores conocidos de u o q.

1.3 PUNTOS INTERNOS
La formulacion matematica del método no experimenta ningin cambio. Una vez

conocidos los valores de las variables en el contorno, la magnitud del potencial en

puntos internos se evalia empleando la ecuacion (1.1), con ¢'=1.

ui:Iu*qu—jq*udF (1.8)
r r
Si se utiliza la misma discretizacion para las integrales de contorno, se obtiene:
. NE L N
u'=>G"’'-> H™u" (1.9)
j=1

la cual permite evaluar u' en términos de los valores conocidos de potencial y flujo en
los nodos del contorno. Para hallar el valor del flujo en puntos internos en las tres

direccion, se deriva la ecuacion (1.8):

i ou i ou* i oq* i
L dr—(ul S| dr; k=123 1.10
% (8XJ lq(axJ -[ (axkj (1.10)

T
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Las integrales sobre el contorno se discretizan sobre integrales sobre los

elementos:

qk‘=NzE: j%@dr qJ’—NzE“ j?@dr u’ (1.11)

=T k i=t T k

Los integrandos son derivadas de la solucion fundamental u* y su flujo:

1 7

U*:ae ¢ (112)

* i i
ou =_L(i+'—“’je'0rk (1.13)
OX, 4z \r* cr ‘
oq* 1|3 3ie o?)or 1 iw -2
A _ |2 2e @ |2 190 1.14
X, 47Z'|:(I’3 cr? czrjan . (r3 crzjk} (559

Empleando una cuadratura gaussiana estandar es posible evaluar numéricamente
la expresion (1.11) una vez introducidas las ecuaciones (1.13) y (1.14) en la misma. Se
aprecia que, mientras ‘i’ represente un punto interno, no aparece singularidad en los

integrandos.

1.4 EVALUACION DE LAS INTEGRALES

El célculo de los coeficientes de las matrices G y H requiere la resolucion de

integrales del tipo:

fu*gdr y [q*g.dr (1.15)

] J



Capitulo 3. Herramientas Numéricas 83

Si el punto de colocacion ‘i’ no se encuentra sobre el elemento de integracion ‘j°,
las integrales se evaluan por medio de una cuadratura gaussiana estandar. La integracion
numérica viene dada en funcion de las coordenadas homogéneas &; y &,. Para
transformar el diferencial de superficie en el sistema cartesiano dI” al sistema de
coordenadas homogéneas, es necesario un cambio de coordenadas, el cual puede

resumirse en el siguiente diferencial de area:

O T lde e, =|6lde,de, (1.16)

1 2

donde G representa el jacobiano de la transformacion, y su magnitud |G| se obtiene a

partir del médulo del vector normal al punto.

Fig.1.3 Transformacion de coordenadas para la integracion numérica

Las coordenadas X3, X2 Y X3, componentes del vector r, vienen dadas en términos

de las coordenadas nodales:

X = @¥j (1.17)

En este caso:
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oX,

oz,

or _ OX, _ OX _ o0 N (1.18)

0% |0g¢ | 05k 0y
OX,

9%y

OX, OX; OX; OX,

08, 0¢, 08, 0&,| (g
or y or _ OX; OX;  OX; 0%y g, (1.19)
0¢, 0¢, |0¢, 05, 0¢, 05,

OX; OX,  OX, OX, 9s

05, 0, 0g, 0¢,

6l=va,’ +9," +9;’ (1.20)

Es posible obtener la expresion de G en funcion de las coordenadas homogéneas,

sustituyendo la ecuacion (1.17) en (1.19):

K 00 k=12 1=123
e (121)
(1xQ)(Qx1)

El segundo miembro representa el producto de dos vectores, de dimensiones
(1xQ) y (Qx1), respectivamente, donde Q es el nimero de nodos del elemento ‘j’. Se

evalua a continuacion el producto de dos términos de este tipo:

X " 1 P, =% Do,
oc o8, ‘o) ‘oe, (122
(1xQQx11xQQx]

donde:
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a¢1 a¢1 a¢1 a¢2 a¢1 a¢Q
08, 08, 0& 0, T 0& 0¢,
6¢2 6¢1 6¢2 8¢2 6¢2 a¢Q
DC=16¢ os, og 0s, 7 o o, (1.23)

o0 060 T 08
| 8¢, 08, 04, 08, T 0& 0, |

y el vector G

X J'T[DC—DCT]X ) g
_or o xij[DC—DCT]xjj = gl
ST x,"[pc-DCT |, g,

(xQ)QxQ)Qx3)  (3x3)

(1.24)

Por tanto, las integrales sobre los elementos pueden escribirse como sigue:

[ [u*g,[cldé dg,

6

[[a*¢.lclds de, (1.25)

$261

las cuales ya pueden ser evaluadas numéricamente. El limite inferior de dichas
integrales es —1 para elementos rectangulares, y 0 para triangulares; el superior es 1 para

ambos casos.

Cuando el punto de colocacion pertenece al elemento de integracion, las
integrales sobre los elementos requieren de alguna transformacion, que sera analizada a
continuacion. Se subdivide el elemento en regiones triangulares dejando el punto de
colocacién en uno de los vértices. En el caso de un elemento rectangular con el punto de
colocacion sobre el punto medio de uno de sus lados; la subdivision se indica en la

siguiente figura:
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p i4—(1_g}
81,0  So.0) i 4

o 2 3

(0,-1) “(1,-1)

3 (d (
(-1,1) 20 (d) 2 (e)

3(1.1) A=t )
; ':1 1) I |
T2 - |

2 1{0.0] 7—(1 u) |
| 2{1,—-:)

T
2 31,-1) Y1) 2(4,-1)

.f_1 o) ¢
I-10)
i(-1,0)

Fig. 1.4 Subdivision de elemento rectangular para integracion local cuando
el punto de colocacién coincide con el punto medio de un lado

Una vez subdividido el elemento, se define un nuevo sistema de coordenadas s;,
sy, verificando que el valor del jacobiano en el punto de colocacion es nulo. Los vértices
de los triangulos se denotan como 1 (punto de colocacioén), 2 y 3, y el dominio
transformado en el sistema s;, sp, es un cuadrado, como se aprecia en la figura. La

relacion entre sy, sz, y &1, &2, es la siguiente:
E =(-s)&" +5,(1-8,)¢° +s,;5,&° parai=12 (1.26)
El diferencial de superficie seria:
dé&,dé, =|J,|ds,ds, (1.27)

siendo la magnitud del jacobiano:

91 %61
_|0s, 0s,

|J2|—£ of, (1.28)
0s, 0s,
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donde A es el area del tridngulo en las coordenadas planas adimensionales &;, &;. Se
aprecia que |J,|=0 cuando s,=0 (lado 1-4). No se ha impuesto ninguna restriccion a las
coordenadas &;, &, por lo que la transformacion utilizada puede ser utilizada para
subdominios definidos sobre elementos rectangulares o triangulares con coordenadas

naturales &, &.

Para aplicar la cuadratura gaussiana, el domino rectangular en el sistema s, s,

se transforma en un cuadrado de lado 2 (Fig. 1.4.e) empleando un nuevo cambio de

coordenadas:
t.+1 .
S, =% para i=1,2 (1.29)
ds,ds, =|J;|dt,dt, =%dt1dt2 (1.30)

Ya es posible, por tanto, evaluar las integrales (1.25) en el dominio t;, t,, por

medio de la cuadratura gaussiana:

G= Y flflu*(tl,tzm<t1,t2>|G<t1,t2)|<t1+1)§dt1dt2 (131)

N °tridngulos

Por ultimo, destacar que, cuando el punto de colocacion se encuentre en el punto
medio de un elemento rectangular o el punto medio de un lado de un elemento

triangular, la subdivision se lleva a cabo como se indica en la siguiente figura:
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3\(1

(e)
\eJ

Fig. 1.5 Subdivisién de elemento triangular y rectangular

1.5 APLICACION A PRESAS BOVEDA

Considérese el caso de una presa boveda ubicada en un cafidon de simetria

conocida y solicitada por una accidn sismica, tal y como indica la figura 1.6:

Fig. 1.6 Descripcion del problema

Se pretende estudiar el campo de desplazamientos de la presa. Para ello, se

considera que, tanto la presa como la base rocosa donde se asienta son materiales
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viscoelasticos, como ya se especifico en el capitulo 2, con lo que la representacion

integral para un punto ‘i’ del contorno I” seria:

dui+jt*um?=ju*mr (1.32)
T r

siendo u y t el campo de desplazamientos y tensiones, respectivamente, y u* y t*, la
solucion fundamental correspondiente a una carga puntual en el semiespacio.
El agua se considera fluido compresible no viscoso, sometido a pequefias

oscilaciones. La representacion integral para este medio quedaria como:

P op* op
c P odr=[p*Pdr 1.33
p +r{8n p rpr - (1.33)

donde p representa la presion hidrodinamica, p* la solucion fundamental en el
semiespacio de dicha variable, I'y, el contorno mojado excluyendo la superficie libre, y
n el vector unitario normal. Segun se ha explicado, la ecuacion (1.32) genera un sistema

de ecuaciones, una vez se discretice el problema:
Hu = Gt

De la expresion (1.33) se obtiene:

op
H"'p=G" *
P on

siendo p y 0p/On vectores cuyos elementos son los valores nodales de p y op/on.

Se esta entonces ante un sistema de ecuaciones acoplado que, junto con las
ecuaciones de equilibrio y compatibilidad en las interfases del problema (capitulo 2,

apartado 1), permite ser resuelto (véase, p.e. Maeso, Aznarez y Dominguez (2002)).
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2. TRANSFORMADA DE FOURIER

2.1 LA INTEGRAL DE FOURIER

Una de las herramientas fundamentales para la resolucion de numerosos
problemas cientificos es la transformada de Fourier. Posiblemente, la principal
aplicacion de esta técnica matematica es el analisis de sistemas lineales invariantes en el

tiempo.

La integral de Fourier se define como:
X (@) = f x(t)e " dt (2.1)

Si la integral existe para cada valor del parametro o, entonces la ecuacion (2.1)
define H(w), la transformada de Fourier de h(t). En general, la transformada de Fourier

es una cantidad compleja:
X (@) =R(@) + jl(®) =|X (0)[e'"* (2.2)

donde: R(w) es la parte real de la transformada de Fourier,
I(w) es la parte imaginaria de la transformada de Fourier

|X(w)| es la amplitud o espectro de Fourier de h(t), dado por:

X (@)| = R? (@) + 1 (@)
0(w) es la angulo de fase de la transformada de Fourier, dado por:

( I (@)
R(w)

0(w) = arctan

)
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2.2 LA TRANSFORMADA INVERSA DE FOURIER

Se define por:
1 *© iot

X(t) = — j X (w)e'*dw (2.3)
27T o

Esta expresion permite hallar una funcion del tiempo a partir de su transformada.
Si las funciones x(t) y X(w) estan relacionadas por las ecuaciones (2.1) y (2.3), se dice

entonces que forman un par.

2.3 EXISTENCIA DE LA INTEGRAL DE FOURIER

Hasta este punto no se ha considerado la validez de las ecuaciones (2.1) y (2.3).
Sin embargo, la existencia de la transformada de Fourier requiere una serie de

condiciones:

- Condicidn 1. Si h(t) es integrable en el sentido f |h(t)|dt <oo (2.4), entonces su

transformada H(w) existe y satisface la transformada inversa de Fourier (Ec.(2.3)).
La condicion 1 es suficiente pero no necesaria para la existencia de la
transformada de Fourier. De hecho, se pueden encontrar funciones que no satisfacen

esta condicidn, y sin embargo poseen transformada inversa.

- Condicién 2. Si h(t)=p(t)sen(mt+a), donde ® y a son constantes arbitrarias, si
B(t+K)< B(t), y si para 0<i<|t|, la funcion h(t)/t es absolutamente integrable en el sentido
de la ecuacion (2.4), entonces H(w) existe y satisface la transformada inversa de Fourier
(Ec.(2.3)).

Es decir, toda funcion definida por una curva de magnitud finita en cualquier
intervalo finito satisface estas dos ultimas condiciones. Con la siguiente condicion se

extiende la teoria a funciones singulares, tales como funciones impulso.
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- Condicion 3. Si h(t) es una funcién periddica o impulso, entonces H(w) existe
solamente si se introduce la teoria de distribucion. La funcién impulso 8(t) se define

como:

f; S(t —t,)x(t)dt = x(t,) (2.5)

donde x(t) es una funcidn arbitraria continua en to.

2.4 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Las propiedades de las que disfruta la transformada de Fourier son:

- Linealidad. Si x(t) e y(t) tienen como transformadas de Fourier X(o) e Y(),
respectivamente, entonces la suma x(t)+y(t) tiene como transformada de Fourier
X(0)+Y ().

[ @+ ymkdt = [’; x(t)e dt + [’; y()edt = X (») + Y (w) (2.6)

- Simetria. Si h(t) y H(w) forman un par de transformada de Fourier, entonces la

transformada de Fourier de H(t) es h(-w).

h(-t) :% [ H(@)e do

Intercambiando los parametros: h(-w) :Ziro H (t)e "*dt
T —o0

- Escalas de tiempo y frecuencia. Si la transformada de Fourier de h(t) es H(w),
entonces la transformada de Fourier de h(kt), donde k es una constante real mayor que

cero, viene dada por:
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- . o L dtt 1@

h(kt)e'dt=[ h(t')e ™"  —==H(— 21
[ hik) [,h) G &0
Para k<0, el resultado seria: ﬁ H (%)

Se aprecia la relacion inversa existente entre ambas variables, tiempo y

frecuencia.

- Traslacion temporal. Si h(t) se traslada una constante t,, entonces, su
transformada de Fourier adopta la siguiente forma:

“ht—t)e “dt=[ h(s)e " ds =e7 [ h(s)e **ds =7 H (w)
—0 0 —0 —0

- Traslacion en frecuencia. Si H(w) se traslada una constante wo, entonces, su

transformada inversa de Fourier adopta la siguiente forma:
[ H@-0,)edo=[ H(s)e"**ds =" H(s)e"ds=e""N(t)

- Funciones pares. Si hy(t) es una funcion par, entonces hy(t)=hp(-t), y la

transformada discreta de Fourier de hy(t) es una funcion par y real:
hok) <« R, ()=]" h,(t)cos(et)dt

- Funciones impares. Si h;j(t) es una funcién impar, entonces h;j(t)=-hi(-t), y la

transformada discreta de Fourier de h;(t) es una funcion impar e imaginaria:

hi(k) <« LM =-i] h(sen(at)dt
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2.5 CONVOLUCION Y CORRELACION

- Convolucién integral. Viene dada por la siguiente expresion:

y() =" h@)x(t-z)dz=[" h(t - 2)x(x)dz = x(t) *h(t) (2.8)

La funcion y(t) es la convolucidn de las funciones x(t) y h(t).

- Teorema tiempo-convolucién. Probablemente, una de las herramientas mas
poderosas en el analisis cientifico es la relacion entre la convolucion integral (2.8) y su
transformada de Fourier. Esta relacion, conocida como Teorema tiempo-convolucion,
permite calcular la convolucion de una funcion multiplicando en el dominio de la
frecuencia las funciones transformadas que la componen.

00
—00

X(@) =] xe™dt=[" | ["ht-x(@dr e dt= [ x| [ he- e at jor
El cambio de variable o=t-t, permite transformar el termino entre corchetes:
X(w) = f x(7)e " H(w)d7z = H (0) X (@) (2.9)

- Teorema frecuencia-convolucion. De forma equivalente, puede demostrarse
que, una funcién Y(w) producto de la convolucion de X(o) y H(®) (Y (®)=X(w0)*H(®))

tiene una transformada inversa y(t) dada por: y(t)=x(t)h(t)

- Teorema de Correlacion. Otra definicion integral de gran importancia es la

correlacion integral:
Xt)= [ h(t+7)f(z)de (2.10)

Puede apreciarse la estrecha relacion entre la convolucién y la correlacién. El par

de transformadas seria:
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x(t) = j“; hit+7)f(r)dr <«  X(0)=H(0)F*()

2.6 SERIES DE FOURIER

Las series de Fourier pueden estudiarse teéricamente como caso particular de la
integral de Fourier. Una funcion periodica y(t) con periodo Ty, expresada por una serie

de Fourier, viene dada por:

y®) = 2+ 3 [a, cos(nesyt) +bysen(nes,t) ] 2.11)

? n=1

donde o es la frecuencia fundamental, igual a 2x/T. Los coeficientes pueden ser

obtenidos a partir de las siguientes expresiones:

_ 2 [ dt, n=01,23 2.12
a, __I_O'[_Tolzy(t)cos(na)ot) t, n=0123,... (2.12)

b, =2 [ dt, n=1,23 2.1
. __l_OJ'_TO/Zy(t)sen(na)ot) t, n=123,... (2.13)

De forma compleja, utilizando la férmula de Euler, y(t) puede expresarse como:

YO =242 3 [a, - ib " = Y e (21)
donde: & = ib )= L (™ yt)e " dt, n=0+1+2+3 215
onae: an _E(an - J n)_-l-o.[.l_olzy( )e , N=0xlx/75,... ( ' )
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2.7 TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER
Puede demostrarse que, a partir de la definicién de serie de Fourier y transformada

de Fourier, se obtiene la expresion de la transformada discreta de Fourier de una funcion

h(kT), siendo T el intervalo de muestreo:
n N-1 )
H(-=)=> h(kT)e ™ ™ n=01..,N-1
NT® &=

La expresion relaciona N muestreos en el espacio temporal con N muestreos en el
espacio de frecuencia. Puede comprobarse que el valor de H(n/NT) es igual al valor de
H correspondiente a la frecuencia (rN+n)/NT, de ahi que se trabaje con una serie
limitada: H(n/NT)= H[(rN+n)/NT], con r=0, £1, £2,...

2.8 TRANSFORMADA DISCRETA INVERSA DE FOURIER

Se expresa del siguiente modo:
N-1 n )

g(kT)=>G(. )e*™", k=01..,N-1
k=0 NT

De igual manera, también esta definicion contempla la periodicidad propia de la

Transformada de Fourier: g(kT)=g[(rN+k)T], con r=0, £1, +2,...

2.9 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

Las propiedades de las que disfrutaba la transformada de Fourier, vistas en el
apartado 2.4, también se extienden a la transformada discreta:

- Linealidad. Si x(k) e y(t) poseen transformada discreta de Fourier X(n) e Y(n),
respectivamente, entonces la transformada discreta de Fourier de x(k)+y(k) es
X(n)+Y(n), es decir:
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X(K)+y(k) «—  X(n)+Y(n)

- Simetria. Si h(k) y H(n) forman un par de transformada discreta de Fourier,
entonces:
1/N-H(Kk) <+—» h(-n)
- Traslacion temporal. Si h(k) se traslada una cantidad entera i, entonces:
h(k-i)

H(n)e-jZTmi/N

- Traslacion en frecuencia. Si H(n) se traslada una cantidad entera i, entonces su

transformada inversa de Fourier aparece multiplicada por e#™/N:
h(k) e—jZnni/N <+—> H(n_l)

- Funciones pares. Si hp(k) es una funcion par, entonces hp(k)=hy(-k), y la

transformada discreta de Fourier de hp(k) es una funcion par y real:
27mk
ho(k) <> R (n)= Z h, (k) cos( )

- Funciones impares. Si hi(k) es una funcion impar, entonces hij(k)=-hij(-k), y la

transformada discreta de Fourier de hj(k) es una funcién impar e imaginaria:
27k
hi(k) <= jli(n)= —JZ h; (k)Sen( )

2.10 CONVOLUCION Y CORRELACION DISCRETA

- Teorema tiempo-convolucion. La convolucién discreta se define como:

N-1

y(k) =2 x(i)h(k -

i=0
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donde x(k), h(k) e y(k) son funciones periddicas con periodo N.
El Teorema tiempo-convolucion, en la transformada discreta de Fourier, se

expresa como:

N -

y(k) =2 x(ih(k - «—>  Y(M)=X(mH(n)

i=0

H

Convendria demostrar este teorema:

N N S jomirn 1 - j2am(k—i)/ N
y(K) =Y x()hk -i)=> =D X(n)e =Y H(m)e -
i=0 i N1 N 7=
1 NN _ AEET o N-1
:W X(n)H(m)ejZﬂmk/N.W ZGJZMMNG—Jme/N ZX(”)H (n)eJZ;znk/N
=0 m=0 i0

El altimo corchete representa la relacion de ortogonalidad, y es igual a N, si m=n.
De este modo, la transformada discreta de la convolucion de dos funciones
periédicamente muestreadas, con periodo N, es igual al producto de las transformadas

discretas de Fourier de las funciones periodicas.

- Teorema Frecuencia-convolucién. Se resume en:

x(Kh(k) <«  Y()== NZ_:lX(l)H(n i)

Y(n)='§X(i)H(n—|) 5 {Zx(m)e‘jz’z’””“}-{Nih(k)e‘””k(”“)”“}:

i=0 m=0

N-1N-

LN

N-1 N-1
X(m)h(k)e—jZﬂkn/N |:z e-jZmni/NEJZﬂki/N :| =N z X(k)h(k)e—jZﬂnk/N
k=0

i=0

=~

m=0 k=0
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- Teorema de Correlacion. La correlacion discreta se define como:

N -

y(k) = Z x()h(k +1)

LN

donde y(k), x(k) y h(k) son funciones periodicas con periodo N. Se demuestra que:

N-1

y(k) = Z x(hk+i) «+——» X*(n)H(n)
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3. TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER (FFT)

3.1 INTRODUCCION

El algoritmo de la FFT permite calcular de forma simple y altamente eficaz la
transformada discreta de Fourier. El algoritmo fue elaborado en la década de los 60 por
Cooley-Tukey, y desde entonces, no ha hecho mas que aumentar el nUmero de campos
en el que es posible aplicarlo.

Por sencillez, se utilizara un ejemplo formulado matricialmente para explicarlo,
asi como los denominados diagramas de flujo, que permiten una rapida visualizacion

del algoritmo.

3.2 FORMULACION MATRICIAL

Considérese la transformada discreta de Fourier:
N-1 )

X(n)=2"%,(k}e ™", n=012,..,N-1 (3.1)
k=0

donde se ha sustituido kT por Ky n/NT por n, por notacion. Se aprecia que la ecuacion
(3.1) supone el calculo de N ecuaciones. Por ejemplo, si se hace N=4, y se denomina

W=e72"N entonces la expresion (3.1) puede escribirse matricialmente como:

X0)] [w® w® w® w°[x,(0)
X@) | [we wt w? w3 x,(1)
X@2) | |[W® W2 W* W |[x(2
X3 | [w® w3 W& w®|x(3)

(3.2)

De forma compacta: X(n)=W"™xo(k)
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Examinando la expresion (3.2), se aprecia que se necesitan N? multiplicaciones
complejas y N(N-1) sumas complejas, ya que tanto W como Xo(K) pertenecen al campo
complejo. El algoritmo de la FFT debe su éxito al hecho de que reduce el numero de
multiplicaciones y sumas.

Para ilustrar este algoritmo, conviene elegir un nimero de muestras de xo(k) que
verifique la relacion N=2", donde y es entero. Esta restriccién puede ser eliminada con
otro algoritmo, pero no sera tratado en este capitulo, por no necesitarse en el desarrollo
del proyecto.

Si se continGa con el ejemplo propuesto, N=4=22 con lo que se verifica la
condicion impuesta.

Conviene rescribir la expresion (3.2):

XO7] 1 1 1 17x/(0)
X@| (1wt w2 w?|xQ
X@)| [1 W2 W° W2|x,(2)
X@) | (1w w2 w!|x@)

(3.3)

Esta simplificacion se debe a la periodicidad de las funciones senoidales. Por

ejemplo, se verifica que W°=W?

—j2x } [—J’er }
LA 2
) :e‘j3”=e‘i”:e( ) _w?

w ™ =W6=e[

A continuacion, se descompone la matriz en otras dos, de modo que su producto

resulte ser la original:

XO)] [1 W° 0 01 0 W° 0 |x()
X@|_|1 w0 001 0 W'|x® (3.4
X /o 0 1 W1 0 W2 0 |%(2
X@)] [0 0 1 W30 1 0 W?|x®)

El producto de estas dos matrices cuadradas es la matriz cuadrada de la ecuacion
(3.3), con la excepcion de tener las filas 1 y 2 intercambiadas (las filas se han numerado

como 0, 1, 2y 3). Desarrollando el producto de la derecha, se obtiene:
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XO)| [x0] [1 W° 0 0 [x(0)
X@| | %@ |1 W> 0 0 |x@
XM | (%@ [0 0 1 W'[x(
XA [%0B)] [0 0 1 W*|x(@)

El elemento x;(0), al igual que x1(1), se debe a un producto complejo y a una

suma compleja:
X1(0) = Xo(0)+W°x(2)

Sin embargo, los términos x1(2) y X1(3) sélo necesitan una suma compleja, ya que
WOo=-W2:

X1(2) = Xo(0)+WX0(2) = Xo(0)-W%o(2)

Por altimo, y siguiendo el mismo razonamiento anterior, l0s términos x2(0) y X2(2)
de la matriz incognita se determinan a partir de una multiplicacion y una suma

compleja:
X2(0) = x1(0) + W%y (1)

Mientras que x2(1) y x2(3) sélo necesitan una suma compleja, puesto que W°=-W?
y Wi=-W?*:

X1(2) = Xo(0)+W?X(2) = Xo(0)-Wxo(2)

En resumen, el calculo de X(n) mediante la ecuacién (3.4) requiere un total de 4
productos y 8 sumas complejas, mientras que con la expresion (3.2) son necesarias 16
productos y 12 sumas complejas. Esta reduccién en el nimero de operaciones se debe al
proceso de factorizacion de la matriz, encargado de introducir ceros, que son los que, a
la postre, simplifican el célculo. Para este ejemplo, la factorizacién reduce el nimero de
multiplicaciones por un factor 2. Puesto que el tiempo de computacién se debe en gran
medida al nimero de operaciones requeridas, ya es posible apreciar la eficiencia del

algoritmo de la FFT.
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Para N=2", la FFT es simplemente un procedimiento que factoriza una matriz
NxN en y matrices NxN, de modo tal que cada matriz factorizada posee la propiedad de
minimizar el ndmero de multiplicaciones y sumas complejas. Si se extrapolan los
resultados del ejemplo anterior, se aprecia que el algoritmo requiere efectuar Ny/2=4
multiplicaciones complejas, y Ny=8 sumas complejas, mientras que el método directo
(3.2) necesita N* multiplicaciones complejas y N(N-1) sumas complejas. Si se asume
que el tiempo computacional es proporcional al nimero de multiplicaciones, el factor de

tiempo requerido por el método directo frente al de la FFT viene dado por:

N? 2N

N}//2: y

Para N=1024 = 210, se reduce en mas de 200 veces el tiempo de computacion. La
figura 3.1 ilustra la relacion entre el nimero de multiplicaciones requerido por la FFT,

comparado con el necesitado por el método directo.

= Direct Calculation
w
8
g
b}
z
E s /
=2
S
'™
o
&
3 e g
z / FFT Algorithm
128
5 \
Al 1
84 128 268 512 102¢

N {number of sample points)

Fig. 3.1 Comparacion entre las multiplicaciones requeridas por
el método directo y el algoritmo de la FFT

El proceso de factorizacién introduce una alteracion del orden de X(n), es decir:
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X (0) X(0)
X () en vez de X ()
X X(2)
X(3) X(3)

Esta reasignacion es inherente al proceso de factorizacion, pero no llega a ser un
obstaculo grave, ya que existen numerosas técnicas muy eficientes que reordenan los
términos del vector. La més sencilla y empleada es la que traduce el subindice de cada

término a su correspondiente nimero binario. Asi:

X (0) X (00)
X () se convierte en X (10)
X @) X (01

X (3) X (12)

Si el argumento binario se invierte, se obtiene el argumento binario original, es

decir, (10) se transforma en (01), que equivale a 1:

X(00) X (00)] [X(0)
X (0) después de la inversion pasa a X (02) = XM
X (01) X(10)| | X(2)
X(11) X1 | | X(@3)

3.3 DIAGRAMA DE FLUJO

La mejor forma de visualizar el algoritmo es mediante el diagrama de flujo, tal y

como muestra la figura 3.2.
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COMPUTATION ARRAYS
(‘—‘—_&_\
Data Array Array 1 Array 2
xoll:l' xqlk) lzllll

x903)

Eq. (1-23) Egs. (1-30 to 1-33) Egs. (1-35 to 1-38)

Fig. 3.2. Diagrama de flujo del algoritmo FFT para N=4

El diagrama se interpreta como sigue. A cada nodo llegan dos lineas, que
representan los coeficientes de transmision de los nodos previos. Cada flecha de flujo
transmite una cantidad desde un nodo de una matriz, multiplicado por una cantidad WP,
e introduce el resultado en el nodo de la siguiente matriz. El factor WP aparece proximo
a la cabeza de la flecha. Se omite cuando WP=1. Las cantidades que llegan a cada nodo
se suman. Como ejemplo valga el término x3(2). De acuerdo con lo comentado

previamente:

X1(2) = Xo(0) + Wxo(2)

Cada columna computacional del gréfico corresponde a una matriz factorizada.
Se contara entonces con y vectores de N puntos cada uno (N=2"). EI empleo de esta
representacion grafica permite describir de forma sencilla el proceso de factorizacion
para valores de N grandes. Asi, en la figura 3.3. se representa el diagrama de flujo para
N=16.
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COMPU TATION ARRAYS
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Fig. 3.3. Diagrama de flujo para N=16

3.4 NODOS DUALES

La inspeccion de la figura 3.3. revela que, en cada vector, podemos encontrar
siempre dos nodos cuyas entradas proceden del mismo par de nodos. Por ejemplo, los
nodos x1(0) y x1(8) se calculan a partir de los nodos Xp(0) y Xo(8). Se aprecia que los
nodos Xo(0) y Xo(8) no se emplean como entrada en ningun otro céalculo. Estos dos
nodos se definen como par de nodos duales.

Puesto que la computacion de un par de nodos duales es independiente de los
otros nodos, es posible mejorar el rendimiento del algoritmo. Para ilustrarlo, obsérvese
que se puede calcular simultdneamente x;(0) y X1(8) en términos de Xo(0) y Xo(8),

almacenar el resultado donde antes se encontraba Xo(0) y Xo(8). Asi, el espacio de
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memoria requerido estd determinado por el vector xo(k) exclusivamente, ahorrandose de

este modo gran cantidad de memoria.

3.5 CALcuLO DEW"

El valor de p se determina siguiendo el siguiente proceso:

- Se escribe el indice k en forma binaria, con y bits
- Se desplaza este numero binario y-I bits a la derecha, y se rellena los huecos
aparecidos a la izquierda con ceros

- Se invierte el orden de los bits empleando simetria. EI nUmero resultante es p

Considérese como ejemplo el nodo x3(8). Como y=4, k=8 y =3, entonces:

- k=8 equivale a 1000 en binario

- Se desplazan los digitos una cantidad dada por y-1=1, con lo que queda 0100

- Se invierte el orden, resultando 0010, con lo que p=2, como muestra la figura
3.3.

3.6 REORDENAMIENTO DEL VECTOR ORIGINAL

Este es el ultimo paso del algoritmo. Consiste en escribir el indice en binario e

invertirlo a base de simetria. La figura 3.4 resume lo comentado, para el caso en que
N=16.
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k xglk) = Ximd Xn)
0 %4(0000) e X(0000)
1 %4(0001) X(0001)
2 %,4(0010) X(0010)
3 x4(0011) X(0011)
4 %4(0100) X(0100)
5 x4(0101) X(0101)
6 x,(0110) X(0110)
7 x4l0111) x(o111)
8 x41000) X(1000)
9 x4(1001) X(1001)
10 x4(1010) X(1010)
" xql1011) X(1011)
12 x4(1100) X(1100)
3 x411101) X101
14 x4(1110) X(1110)
16 xgl1111) - X(1111)

Fig 3.4. Ejemplo de la operacion de inversion de bits para N=16

3.7 DIAGRAMA DE BLOQUES DEL ALGORITMO FFT

La siguiente figura podria describir la secuencia como diagrama de bloques del

algoritmo FFT:
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START

[ _neutoata _ _ (D

Data: x(k), k =0, 1,..N-41

N = 27, an integer,
NU=y

INITIALIZATION @

T3 = x(k}
x(k) = x(i}

x(i) = T3
[Csror_J= | @
M = Integer value of (ki2NV1) @ n;:i::}z
F = TR INU1 = NUT -1
q

T1= W’ xik + N2)
x(k + N2) = x{k) - T1
xtk) = xfk) + T1

I:: K=k+1 @

® © @

NO YES 0

5
’F’"’ k=keN2 k<N-1
INITIAL 12 = M2
| IBR = 2-1BR + (M-2:J2) m
M=J2

Fig. 3.5. Diagrama de bloques del algoritmo FFT

YES

n=1
IBR=0

3.8 DESARROLLO TEORICO DEL ALGORITMO EN BASE 2

Considérese la transformada discreta de Fourier definida de la forma:

N-1

X(n)=> X (kW™ n=012,.,N-1 (3.5)

donde W=e-*"N_ Conviene representar los enteros n y k como nimeros binarios, esto

es, si N=4, entonces y=2, y, en este caso:

k=0,1,2 3 6  k=(kyko) = 00,0110, 11
n=0,1,23 6  n=(ny,np) =00,01, 10, 11

k = 2k; + ko n=2n;+ng
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donde Ko, ki, ng y n; toman valores de 1 6 0. Si se utilizan estas expresiones en la

ecuacion (3.5), ésta adopta la forma:

101
X(n;,ny)= Z Z Xo (Ky, ko)W (ameno)Zha o) (3.6)

ko=0 k=0

Se aprecia que el sumatorio que aparecia en la ecuacion (3.5) se ha transformado

en y sumatorios. Por otro lado:

W @ntno)(@kitko) g (2nu+no)2kiygg (2memodko M angk, }N 2ngky\n 7 (2mmo)ko _\\ 7 2okay 7 (2mamo)ko

El término entre corchetes es igual a 1:

W anky MA]”lkl — [e—j2714/4]n1k1 :1n1k1 =1

1 1
Asi: X(n,n,) = Z { Xy (K, ko W 20k, :IW (2ny+ng)ko (3.7)
0

Ko=0 | k=

Esta expresion representa la base del algoritmo de la FFT. Rescribiendo esta
ecuacion:

1
Xy (n1' no) = z Xo (k17 ko )W 2nole (3-8)

k=0

Para observar la equivalencia entre esta expresion y el desarrollo matricial visto
al principio de este apartado, puede enumerarse cada una de las ecuaciones que
componen esta igualdad:

x1(0,0) = X0(0,0) + Xo(1,0)W°
x1(0,1) = x(0,1) + Xo(1,1)W°
X1(1,0) = xo(0,0) + Xo(1,0)W?
X1(1,1) = Xo(0,1) + Xo(1,1)W?

En forma matricial:
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x,(00)| [1 0 W° 0 |x,(00)
0| |01 0 W%|x(0)
x@O)| |1 0 W? 0 |x%(L0)
x| |01 0 wW?|x(@D

De igual forma para el término xx(no,ny):
. (2 YK
Xz(nl’no):le(nmko)w B (3.9)
ko=0

Si se desarrolla esta expresion:

X(00)| |1 W° 0 0 |x(00)
X0 | [1 W2 0 0 |x(0)
x,(L0)| [0 0 1 W'|x(L0)
,@H) | [0 0 1 W°|x(L1
Donde se ha aplicado la igualdad: X(n1,n) = X2(ng,N1) (3.10)

La igualdad entre las matrices cuadradas aqui obtenidas y las procedentes de la
factorizacion es evidente. Las ecuaciones (3.8), (3.9) y (3.10) representan la

formulacion original del algoritmo FFT de Cooley-Tukey para N=4.



CAPITULO 4.

CALCULO DE LA RESPUESTA
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1. RESPUESTA TEMPORAL DE SISTEMAS LINEALES DE UN
GRADO DE LIBERTAD. APLICACION A SISTEMAS

DE UNO Y DOS GRADOS DE LIBERTAD

1.1. INTRODUCCION

Considérese el sistema dindmico de la figura 1.1, cuya respuesta x(t) es debida a un

movimiento sismico del terreno, de aceleracion a(t).

o
a(t)

Fig. 1.1. Modelo de un grado de libertad sometido a una excitacion sismica.

Se supone que el sistema tiene invariancia temporal, €s decir, que si la respuesta
producida por una excitacion a(t) es u(t), una excitacion a(z+ty) trasladada to proporciona
una respuesta u(t+tp), siendo to una constante arbitraria. Bajo tal supuesto, el movimiento

del sistema viene regido por la ecuacion diferencial de coeficientes constantes

meil(t) + cu(t) + ku(t) =—ma(t) = f(¢) (1.1)

Los sistemas de un solo grado de libertad tal como el de la figura 1.1 son los
modelos dindmicos mas simples susceptibles de ser utilizados para analizar el
comportamiento dinamico de una estructura. Desde un punto de vista tedrico, su
aplicacion en la resolucion de problemas de tipo practico, esta restringida a unos pocos

casos, concretamente a aquellos en que la masa esta concentrada en un solo punto,
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vibrando ademés dicha masa en una sola direccion. Sin embargo, el estudio de los
sistemas de un solo grado de libertad es importante debido al hecho de que en muchos
casos, los sistemas mas complejos de muchos grados de libertad pueden resolverse por
superposicion de sistemas simples. De esta forma, en las aplicaciones practicas,
proporcionan una via aproximada pero sencilla para determinar la respuesta de sistemas
estructurales complejos, permitiendo explicar asimismo algunos aspectos fundamentales
relacionados con el comportamiento sismico de tales estructuras. Otro aspecto interesante
es que la respuesta puede obtenerse expresando la solucién de las ecuaciones del
movimiento en forma explicita. Dicha solucidn, depende de un numero reducido de
parametros cuya influencia puede estudiarse con facilidad.

En este capitulo, se resuelve la ecuacién del movimiento (1.1) en el dominio del
tiempo utilizando el concepto de respuesta al impulso unidad del sistema y en el campo
complejo de la frecuencia el concepto de funcion de transferencia del sistema. Se definen
asimismo los espectros sismicos de respuesta, estudiando métodos numéricos para

resolver el problema tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia.

1.2. FUNCION DE TRANSFERENCIA DE UN SISTEMA DINAMICO

La transformada de Fourier de la excitacion f(t) y de la respuesta x(t) vienen

definidas por:

F(o) = j: F(t)e ™ dt =-m fw a(t)e ' dt = —mA(w) (1.2)

X (o) = j“; x()e " dt (1.3)

en donde w es la frecuencia de excitacion y A(w) es la transformada de Fourier de la
aceleracion sismica a(t). Debido a que tanto en sismologia como en ingenieria sismica las
sefiales de excitacion y respuesta f(t) y x(z) son siempre finitas, continuas y acotadas, las
integrales (1.2) y (1.3) de sus transformadas de Fourier existen siempre, pudiendo por
tanto ser evaluadas. La misma observacion puede hacerse respecto de las transformadas

inversas de Fourier, las cuales vienen definidas por
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x(6) = % [* X(@)e“do (1.4)

(6= % wa(a))e""”dw (1.5)

La funcion de transferencia H(w) del sistema, formulada en el campo complejo de

la frecuencia, se define por

H(o) =% (1.6)

La respuesta compleja en frecuencias se expresa por tanto por
X(w)=H(w)F () (1.7)

obteniéndose X(®) como producto de la transformada de Fourier de la excitacion y de la
funcion de transferencia del sistema.

Por otra parte, el teorema de convolucion establece que la transformada inversa del
producto de dos transformadas de Fourier es igual a la integral de convolucién de sus
transformadas inversas. Aplicando este teorema a la ecuacion (1.7) se obtiene la siguiente

ecuacion:

1 - fot 1 * it
x(t) = o J-_w X(w)e"" dow = o L@ H(o)F(0)e™dw = .

= [ h@fe-o)ydr=[" ht-7)f(2)dz

en donde A(z) es la transformada inversa de Fourier de la funcién de transferencia

compleja H(w) del sistema
1 ® iot
o)==~ H(w)e"do (1.9)
27 4=

Teniendo en cuenta que () no tiene sentido para t<0 y que la excitacion a(z) es una
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sefial finita, distinta de cero solamente para t>0, la ecuacion (1.8) puede escribirse en la

forma

x(t) = jo W(z) f(t - 7)dr = jo h(t - 1) f(r)dr (1.10)

1.3 HISTORIA EN EL TIEMPO DE LA RESPUESTA SiSMICA
1.3.1 Respuesta a un impulso unidad

Considérese el sistema de un grado de libertad de la figura 1.1 sometido a un

impulso unidad definido como una funcion delta de Dirac mediante la ecuacion
o(t—t,)=0, parat=to (t>0) (1.11,8)
j: S(t—t,)dt =1 (1.11,b)
Dicha funcién tiene la propiedad de que
j: S(t—1t,) f(0)dt = f(t,) (1.12)

en donde f(t) es cualquier funcion dependiente del tiempo. La transformada de Fourier del

impulso unidad vale
F(o)=[" s()e ™ at (1.13)

y de acuerdo con (5.12)

Flw) =1 (1.14)

Por consiguiente, la respuesta compleja XP(w) en frecuencias de un sistema
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sometido a un impulso unidad vale
X7 (w)=H(w)F(w)=H(w) (1.15)

De aqui se deduce que la transformada de Fourier de la respuesta debida a un
impulso delta de Dirac es igual a la funcién de transferencia compleja del sistema. La
respuesta del sistema x°(t) en el dominio del tiempo sera igual a la transformada inversa

de Fourier de la respuesta compleja del sistema.
1 0 it
¥ () =] X" (@) do (1.16)
21
Utilizando (1.15), la respuesta al impulso unidad se expresa
1 ® it 1 ® it
x"(f)=— j X(w)edw=— j H(w)e' dw = h(?) (1.17)
27 4 27 I
en donde la funcion de transferencia compleja del sistema
H(@) =" h(t)e ™ dt (1.18)

es la transformada de Fourier de la respuesta al impulso unidad. La ecuacién (1.17)
establece que la transformada inversa A(z) de la funcion de transferencia compleja es igual

a la respuesta del sistema a un impulso unidad.

1.3.2 Respuesta a una excitacion cualquiera

Considérese seguidamente que el sistema esta sometido a una carga sismica
cualquiera, definida por su aceleracion a(t). La respuesta del sistema en desplazamientos
se obtiene aplicando la transformada de Fourier a ambos términos de la ecuacion (1.1).

Suponiendo que inicialmente el sistema esta en reposo, se obtiene la siguiente ecuacion
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algebraica lineal de coeficientes complejos
- mw? +ico + kX (0) = -mA(0) = F (o) (1.19)

en donde A(w) es la transformada de Fourier de la aceleracion del terreno y X(w) es la
transformada de Fourier de la respuesta. La respuesta en el campo complejo de la
frecuencia utilizando (1.19) puede escribirse

— mA(w) 3 F(w)

X(a)): 2 . - 2 .
-mo° +ico+k -mo +ico+k

(1.20)

De la comparacion de (1.7) con (1.20), resulta que en el caso dinamico mas general,

la funcion de transferencia compleja de un solo grado de libertad, adopta la expresién

1
H(w) = 1.21
(@) m(-w’® +i2vow + @®) (1.21)

en donde se han utilizado las expresiones: ¢ = 2vam y @ =k/m
w es la frecuencia del sistemay v es la fraccion del amortiguamiento critico.

Realizando algunas transformaciones e introduciendo la frecuencia amortiguada

del sistema, dada por la expresion:

®. =w\l—v?

v

la funcion de transferencia del sistema adopta la siguiente forma:

1 10
- = v - 1.22
(@) ®, [(ia) +va)? + a)VZJ (1.22)

Recuérdese que la funcion de transferencia H(w) es la transformada de Fourier de la

respuesta del sistema al impulso unidad. La transformada inversa de Fourier /() de H(w)
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viene dada por la ecuacion (1.9), la cual puede resolverse analiticamente. Por ejemplo, si
H(w) se expresa mediante (1.22), la respuesta del sistema al impulso unidad puede

expresarse en la forma

h(t)=- e sen|w, ] (1.23)

mao,
Por lo que, de acuerdo con (1.10), la respuesta del sistema en el dominio del tiempo

se puede formular finalmente como:

x(t) = a)i ch a(t)e™ ™ sen|w, (t — 7)dr (1.24)

La integral (1.24) es conocida con el nombre de integral de Duhamel, y proporciona
la respuesta en el dominio del tiempo de un sistema de un solo grado de libertad sometido
a una carga cualquiera.

Se llega al mismo resultado si se supone que la excitacion esta formada por una
sucesion de impulsos de igual duracion dz. Para ello, supdngase en primer lugar que actla
un anico impulso rectangular de duracion dzy de intensidad a(7), el cual excita el modelo
en el instante de tiempo z La respuesta para el tiempo t > 7 se obtendra a partir del

teorema de convolucion (1.10)
dx(t) = a(oh(t- 1)dr (1.25)

el cual, utilizando (5.23), se expresa

dx(t) = LT o0 o (1= ) (1.26)
ma

v

La respuesta total, se obtiene como suma de las contribuciones producidas por cada
carga impulsiva individual, es decir integrando la expresion (1.26), con lo cual se llega al

mismo resultado (1.24) previamente obtenido.
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En el caso particular en que el amortiguamiento del sistema fuera nulo, la respuesta

sismica se simplifica, expresandose mediante la relacion

x(t) = —a)ijz a(t)sen[a)v (t- r)]dr (1.27)

1.3.3 Condiciones iniciales

La respuesta sismica dada por las ecuaciones (1.24) y (1.27), no considera el efecto
de las condiciones iniciales en el sistema. En el caso de que éste no esté en reposo cuando
se le aplica la excitacion dinamica, es preciso calcular la solucion general x.(?) de la

ecuacion diferencial (1.1). Dicha solucion puede escribirse

Xg(t) = xi(1) + xp(1)

en donde x;(?) es la solucion de la homogeénea y x,(?) una solucion particular. La solucion
X,(¢) se ha obtenido en el parrafo precedente para una carga dinamica cualquiera f(z). Para
el caso sismico, dicha solucién viene dada por las expresiones (1.24) o (1.27). La solucién
x;(t) describe el comportamiento de un sistema de un grado de libertad amortiguado con

vibraciones libres.
x,(t)=e " (c,e™ +ce ™)
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién (1.1) se expresara en la forma
x, (1) =e™" (csenm t +c, Cosw 1) + x , (1) (1.28)

en donde se ha utilizado la férmula de Euler, y se ha tenido en cuenta que f=va. Las
constantes c; y ¢, dependen de las condiciones iniciales del problema, y pueden escribirse

de la forma
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x(0) = xy x’(0)=x"y (1.29)

Sustituyendo las condiciones iniciales en la ecuacién (1.28) y su derivada, se
obtiene el valor del desplazamiento total, asi como la velocidad total. De este modo se
calcula el valor de ¢; y ¢, en funcion de xp y x 'y

En el caso sismico, la aceleracion del terreno es nula para el instante de tiempo t=0,
y por tanto, como puede deducirse a partir de la ecuacion (1.24), X,(0)=0y x’,(0)=0. Por

tanto, los coeficientes ¢y ¢, se expresaran como

o, :@’ ¢, =%, (1.30)

por lo que la solucion general del sistema amortiguado sometido a vibraciones forzadas

puede escribirse de la siguiente forma

0t
x,(t)=e"" (w senm,t + x, COSw,t) + ijlot a(t)e™® sen[a)v (t- z')]dz' (1.31)
a)V

Evidentemente, si la excitacion se aplica cuando el sistema esta en reposo, los
términos correspondientes a las vibraciones libres desaparecen de la ecuacion (1.31).
Asimismo, cuando dicha excitacién se aplica durante un tiempo suficientemente largo,
las vibraciones libres amortiguadas desaparecen. Por ello, a estos términos de vibracion
libre se le denomina respuesta transitoria del sistema. La respuesta del sistema, algun
tiempo despues de iniciado el movimiento, se reduce al término de vibraciones forzadas.
A dicho término dado por la ecuacion (1.24) se le conoce con el nombre de respuesta
estacionaria. Por otra parte, la frecuencia de las vibraciones forzadas del sistema
practicamente coincide con la frecuencia predominante de vibracion de la excitacion.

La integral de Duhamel tiene solucién analitica solamente para ciertos tipos
particulares de funciones que describan la excitacion, por lo que en general debe
resolverse numéricamente. Por ejemplo, si en la estructura actda un movimiento de tipo
sismico, la excitacion a(t) viene definida en forma discreta por puntos, los cuales forman
los picos del acelerograma. En este caso, para el céalculo de dicha integral de Duhamel

deben utilizarse procedimientos numéricos, tales como los que se exponen en el siguiente
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apartado.

1.4 CALCULO NUMERICO DE LA RESPUESTA EN EL CAMPO COMPLEJO DE LA

FRECUENCIA

En el apartado 1.2, se han estudiado los aspectos mas importantes relacionados con
el célculo de la respuesta en el campo complejo de la frecuencia. Considérese
nuevamente la ecuacion del movimiento para un sistema de un solo grado de libertad

sometido a una excitacién de tipo sismico
ml(t) + cu(t) + ku(t) =—-ma(t) = f(¢) (1.1)
La respuesta en frecuencias del sistema viene dada por la ecuacion (1.6)

X (o)

M=%

(1.6)

Haciendo uso del hecho de que la excitacion a(t) es una sefial finita y distinta de
cero solamente para t>0, la transformada de Fourier de la excitacién definida por la

ecuacion (1.2), puede expresarse en la forma

A@) =—m jo a(t)e ™ dt (1.32)
mientras que la transformada de Fourier de la respuesta vale

X(@)=[" x(t)e " d (1.33)

La respuesta en el tiempo del sistema se obtiene realizando la transformada inversa

de Fourier bajo las misma condiciones utilizadas en las ecuaciones (1.32) y (1.33).
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1 * iot
x(t) = o J:wX(a))e do (1.34)

En ingenieria sismica la aceleracion del terreno a(t) viene dada en forma discreta
por sus valores maximos y por sus correspondientes instantes de tiempo. De esta manera,
y puesto que en general no se dispone de métodos analiticos, deben ser utilizados
procedimientos numéricos. Por ello, la implementacion numerica de estos métodos se
hizo posible en la practica solamente después del desarrollo de la Transformada Rapida
de Fourier (FFT) mediante el algoritmo de Cooley-Tukey, visto en el capitulo 3, apartado
3.

La primera etapa para la evaluacion numérica del par de transformadas de Fourier
consiste en el desarrollo de la transformada discreta de Fourier directa e inversa (DFT),
correspondientes respectivamente a las transformadas directa e inversa de Fourier (1.32)

y (1.34). La transformada discreta de Fourier se define por

A@) = Y a(nar)e (1.35)

n=—ow
w, =— wel-w,,0,]

en donde la excitacion sismica a(t) estd muestreada a intervalos regulares At. La sefial
sismica es finita, esto es 0<t<T. Si a(t) se muestrea mediante N puntos equiespaciados, la
transformada discreta limitada de Fourier se define por

N-1 2r .

A, (kZT”) _Na(jar)e ¥ k=0, N-1

j=0

Puede demostrase que el valor de Ax(k2/T) es igual al valor de Ay correspondiente
a la frecuencia negativa (k-N)2 /T cuando k es mayor que N/2. Por tanto, la transformada
discreta de Fourier (1.32) puede determinarse de forma aproximada mediante la

transformada discreta limitada de Fourier tal como sigue
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A(k—)~ArZa(]Ar)e_ Y =A74 (k ) =0,...,n£% (1.36)

j=0

Reciprocamente, la transformada discreta inversa de Fourier de la respuesta, es

decir, la respuesta del sistema en el dominio del tiempo, puede escribirse como
x(jAT) = ZA(k—)eii ' (2.37)

Puede demostrarse que el par de transformadas discretas, (1.36) y (1.37) son
exactamente ciertas cuando a(t) es una funcion limitada en Banda [-m¢,mc], esto es,
A(®)=0, si |o| > o.

Existen diferentes algoritmos numeéricos eficientes para calcular el par de
transformadas discretas de Fourier de una sefial finita cualquiera, pero el mas

comunmente utilizado consiste en la transformada rapida de Fourier (FFT).

1.5 POSIBLES ERRORES DE LA SOLUCION DE LA DFT

Es evidente que, al discretizar una funcion continua, se pierde parte de la
informacion que ésta contiene. El intervalo de muestreo At es el primer factor a
considerar para que dicha pérdida no suponga una alteracion importante de la funcion
original. At debera ser lo suficientemente pequefio como para que la envolvente de los
valores muestreados se solape con la curva de partida.

Considérese la siguiente excitacion:
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Fig. 1.2 Funcion excitacion

La solucién propuesta por la DFT serd tanto mas precisa cuanto mayor sea la
duracion de la vibracién libre t;, dado que, cuanto mas largo sea este periodo de tiempo,
mayor sera el periodo Ty, que representa la extension temporal periddica de la excitacion.
De este modo, una excitacion arbitraria (no periodica) podra ser considerada como una

excitacion periédica con periodo infinito.

poip
(=}

(a)

[ |

| i

| i

1 :
Mol | i !
[ Tr'u ! gl Il_l J

| |

Fig. 1.3 Extension periddica de la excitacion con t=4.75T,( Ty=10.5t,)

La influencia del grado de amortiguamiento sobre t; obliga a tenerlo presente a la
hora de elegir el periodo de la excitacion. Asi, la respuesta en vibracion libre de un
sistema con un alto grado de amortiguamiento seréd breve en el tiempo, con lo que el
periodo de la excitacion podra ser pequefio. En las siguientes figuras es posible apreciar
que, ante un grado de amortiguamiento del 5%, una duracién de T,=10.5t4 no proporciona
a la respuesta suficiente tiempo como para que se amortigle, terminando con un
desplazamiento significativo y con velocidad no nula, violando asi las condiciones de

reposo impuestas en este ejemplo.
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Fig. 1.4 Respuesta propuesta por la DFT (t,/T,=0.5; {=5%)

Sin embargo, para un valor de T¢=20.5t4, se deja que el sistema vibre hasta
practicamente amortiguarse, cumpliendo de esta forma las condiciones iniciales de

reposo.

(b)
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Fig. 1.5 (a) Extension periddica de la excitacion con tf=9.75Tn (T0=20.5td)
(b)Respuesta propuesta por la DFT (t/T,=0.5; (=5%)

Si el grado de amortiguamiento se reduce, es de esperar que se necesite un valor de

To mayor para dar por valida la respuesta del sistema.
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1.6 APLICACIONES DEL ALGORITMO FFT A SISTEMAS DE UNO Y DOS GRADOS DE

LIBERTAD

1.6.1 Introduccion

En este apartado, se aborda la solucion de los sistemas elasticos de uno y dos grados
de libertad, resolviéndolos tanto en el campo temporal como en el de la frecuencia. El
método de descomposicion modal es el mas empleado en el célculo sismico de estructuras
elasticas, pues aparte de su mayor rapidez frente a otros métodos, proporciona una cierta
vision conceptual, al proporcionar n formas de desplazamientos independientes. Estas,
Ilamadas formas modales propias de vibracién, o simplemente modos de vibracion,
sirven ademas como nuevas coordenadas a las que referir los desplazamientos de
respuesta de la estructura. Dicho método permite obtener dos tipos de respuesta:

- La historia en el tiempo, mediante la cual se conoce la respuesta en cada instante
de tiempo

- La respuesta méaxima, empleando la respuesta espectral

El uso de uno u otro procedimiento depende fundamentalmente de los resultados
deseados, teniendo presente que, a mayor cantidad de informacion corresponde también
una mayor necesidad de memoria y de tiempo de célculo; al mismo tiempo, mucha de la
informacidn que proporciona el célculo de la historia de la respuesta en el tiempo, tiene

escaso valor practico en el disefio de estructuras.

Este método, que es el que sigue la normativa actual, se comparara con la respuesta
temporal real que experimentaria la estructura cuando se somete a la misma excitacion,
concretamente el terremoto de EI Centro de 1940 (Chopra, 2001), aplicando el algoritmo
de FFT, y se analizard la amplitud maxima de cada grado de libertad. Pero antes, para
corroborar los resultados, se solicitara el sistema con un impulso de geometria conocida,

y del cual se conoce la respuesta dinamica analitica del sistema.

1.6.2 Sistema de un grado de libertad
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El sistema de un grado de libertad que se analizard en este apartado es el
representado en la figura. Para apreciar la diferencia entre los dos métodos bajo estudio se
ha decidido dar valores numéricos a los componentes de la estructura, en unidades del

Sistema Internacional:

a(t)
Fig. 1.6 Sistema de 1 grado de libertad

Las caracteristicas del sistema en estudio serian:
k=52.6 N/m

El =35.1 N/m

c=251N-s/m

m=1kg

L=1m

En un primer estudio, se aplicara a la base un impulso rectangular, y se verificara la
solucion propuesta por el algoritmo FFT comparandose con la solucion analitica. En una
segunda fase, se analizara el movimiento del sistema cuando sobre su base actla el
movimiento sismico de El Centro (1940) (Chopra, 2001).

El programa que incluye el algoritmo FFT, a grandes rasgos, calcula en primer
lugar, el espectro en frecuencia de la excitacién mediante dicho algoritmo, asi como la
funcion de transferencia para cada frecuencia, hasta la denominada frecuencia de
Nyquist. Se evalua el producto de ambos espectros, para cada frecuencia, obteniéndose la
respuesta del sistema en frecuencia. Y, por ultimo, a este espectro, se aplica de nuevo el
algoritmo para obtener la transformada inversa del mismo, que equivale a la respuesta

temporal del sistema. Cabe destacar la gran versatilidad del método, ya que cambiando
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exclusivamente la excitacion es posible conocer de forma inmediata el comportamiento

del grado de libertad bajo estudio.

La ecuacién que gobierna el movimiento del sistema es:

mii +cu+ ku=-ma(t)

Esta expresion puede ser transformada en otra equivalente:

i+ 28w 1t + o, u = —alt)

La dificultad para resolver esta ecuacion diferencial aparece cuando la excitacion
adopta expresiones con una cierta complejidad, de ahi que se pensara en el campo
espectral para resolverla de forma rapida y sencilla. El proceso, explicado en el apartado

tedrico, consiste en sustituir en esta expresion la serie de Fourier correspondiente a cada

variable. Asi, para cada frecuencia, se verificaria:
0’U(w) + 2é0,0U (o) + a)nZU(a)) =—A(w)

El concepto de funcion de transferencia se introduce a partir de la anterior

expresion:

-1
2

Ulw)=H(w) A0) = 0 +20,0+ a)nz

A(w)

La frecuencia propia de este sistema se obtiene a partir de:

3ﬂ+k
3 .
o’ _k_ L _3351+526 =157.9 = w, =12.56 =4r rad | seg
m m
T:2—”:0.5 seg
®

1.6.2.1 Excitacion: impulso rectangular
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La base del sistema es excitada por un impulso rectangular de amplitud ao y
duracion igual al doble del periodo propio de oscilacion, es decir, 1 segundo. Para
apreciar la respuesta, se ha elegido ap=100. Asi:

a(t)-100

2.00

1.50

1.00

0.50

0.00

0.50 150 250 3.50 450 550
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00

t (seg)

Fig. 1.7 Impulso rectangular aplicado a la base

Conocer la respuesta analitica supone resolver la ecuacién diferencial de
coeficientes constantes que gobierna el movimiento de este sistema. La aplicacion de la
integral de convolucion es uno de los métodos matematicos capaces de determinar la
solucion de dicha ecuacion:

u(t) = A(t)sendm + B(t) cosdnt, siendo )
At) = —%-[60'4’” (0.1cos 4nt + sendnt) — 0.1] para 0<t<1 seg
167 ™" >
a
B(t) = _m_[eo.zlm (01S€I’l4727 — COS 4721) + 1]

u(t) = e " [A(2T)sendmt — B(2T)cos4mt] parat> 1 seg

El programa que incluye el algoritmo FFT calcula el espectro de la excitacion vy,
frecuencia a frecuencia, se evalUa el producto entre la funcion de transferencia y dicha
solicitacion. De nuevo, se aplica el algoritmo, que en este caso se denominaria FFT
inversa, determinandose la respuesta en el tiempo del sistema.

En la siguiente figura se representa la respuesta del grado de libertad ante el
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impulso rectangular, tanto analitica como numéricamente a partir del algoritmo FFT. El

solapamiento entre ambas curvas evidencia la exactitud del procedimiento numérico.

Dx [ Solucién analitica
0.40 Solucién FFT

|
A s

wod| )\
UL
\

-0.80

-1.20

0.00 2.00 4.00 } 6.00
t (seg)

Fig. 1.8 Respuesta al impulso rectangular aplicado a la base

Vista la fiabilidad del método para este ejemplo unidimensional, se pasa a

continuacion a excitar la base con un movimiento sismico real.

1.6.2.2 Excitacion: terremoto de El Centro (1940)

La abundante bibliografia existente en el campo de los movimientos sismicos
obliga a tomar ciertas determinaciones. Un mismo terremoto, dependiendo de donde se
ubique el sismoégrafo, puede ofrecer lecturas bien distintas. Incluso, un mismo
acelerograma puede dar lugar a diferentes curvas de velocidad y desplazamiento, puesto
que la obtencion de las mismas supone integrar curvas con un variopinto campo espectral,
de ahi que la utilizacidn de filtros que eliminen ciertas componentes de frecuencia se haga
necesario, aplicando cada autor su propia metodologia. Se ha optado por el movimiento
sismico utilizado por Chopra (2001), y presenta los siguientes diagramas de aceleracion,

velocidad y desplazamiento.
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a(t).,g
0.40

0.00 A l h M\m'h’\

-0.20 + |

Am=0.819g

-0.40

2.50 7.50 12.50 17.50 22.50 27.50
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00

t (seg)
v(t), cm/seg

40.00

ooo \”n m\}n \anvnv% A/\V \W/\UJ\W 0 o o ol Wﬁwm

-20.00 \/ i
Vm=36.08 cm/seg
-40.00
2.50 7.50 12.50 17.50 22.50 27.50
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00
t (seg)
u(t), cm
20.00
0.00 fv\ f/\ /

/ \\MW\J AN

-20.00 \f
Um=21.2cm

2.50 7.50 12.50 17.50 22.50 27.50
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00

t (seg)
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El método que propone la Normativa para obtener de forma rapida los
desplazamientos maximos de cada grado de libertad hace uso del espectro sismico
correspondiente al terremoto en cuestion. En la grafica adjunta (al final de este capitulo),
de forma general, se entra con los periodos de oscilacion propios de cada grado de
libertad, y se asciende verticalmente hasta encontrarse con la curva correspondiente al
grado de amortiguamiento del sistema. A partir de esta interseccion se traza una recta
paralela a las lineas que forman 45° a izquierda con la horizontal. El punto de encuentro
de esta recta con el eje Sq permite conocer el desplazamiento maximo de ese grado de
libertad, en pulgadas. Asi, suponiendo un grado de amortiguamiento del 10% como el que

posee nuestro sistema, se tiene de forma aproximada:

S¢i=15in=3.81 em

El movimiento en el dominio temporal de la masa es posible determinarlo
empleando el algoritmo FFT. La siguiente figura muestra la evolucion de dicho
desplazamiento respecto al punto de equilibrio, junto con el movimiento que

experimentaria un punto ubicado en la superficie libre, durante los primeros 20 segundos

del sismo:
~
Dx (cm) [ Amortiguamiento: 10%
20.00 Superficie libre
L Sistema 1 gd|
10.00
0.00 /\/\/\/\ \/\/\/\/’7\ NA NN _AAA A
R LR VI SN
oo ! // \/«\\/V/VJ\\\V/
-20.00 \v
-30.00
-40.00
2.00 6.00 10.00 14.00 18.00
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00

t(s)

Fig. 1.9 Respuesta al terremoto de El Centro (1940) del sistema unidimensional.
Amortiguamiento: 10%

La grafica demuestra que la masa se desvia de su posicion de equilibrio unos 4.32
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cm, lo que es ligeramente superior al valor procedente del método propuesto por la
Normativa. El error supera el 13%, aunque, como se demuestra, a medida que se

incrementa el grado de amortiguamiento, la diferencia entre ambos valores se reduce.
Asi, para un grado de amortiguamiento del 20%:
S¢=11in=2.794 cm
El programa que ejecuta el algoritmo FFT arroja un valor maximo de 2.732 cm, que

se traduce un en error préximo al 2.3%. La evolucidn temporal de la masa se refleja en la
figura 1.10:

~
Dx (cm) Amortiguamiento: 20%
20.00 Superficie libre
L Sistema 1 gdI
10.00
0.00 \/\ VAV,—‘V \I\V/\\y \ S~ — /\\‘/\ A
10,00 C //’\'\ \f\\’/v/\f/ \-\//
-20.00 \\V
-30.00
-40.00
2.00 6.00 10.00 14.00 18.00
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00

t(s)

Fig. 1.10 Respuesta al terremoto de El Centro (1940 del sistema unidimensional.
Amortiguamiento: 20%

1.6.3 Sistema de dos grados de libertad
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El sistema que se estudiara en este apartado es un pértico plano de un edificio de
dos plantas solicitado en su base a modo de movimiento sismico. Mediante una serie de
simplificaciones, se reducira el nimero de grados de libertad a s6lo dos, ya que se
considera gque la masa es posible concentrarla en el centro geométrico de las plantas, tal y
como se representa en la siguiente figura, permitiéndose Unicamente el movimiento en su

plano. Como se aprecia, la estructura en cuestién es no amortiguada:

N K M, U,
— M ' >

a(t)
A )

Fig. 1.11 Sistema de dos grados de libertad

La base de la estructura esta empotrada en un bastidor rigido, y cada planta se une
por medio de resortes de rigidez conocida al mismo. Los dinteles se suponen
infinitamente rigidos, y los pilares inextensibles. Para simplificar el desarrollo teorico, se

ha estimado oportuno dar valores numéricos a cada constante. Asi:

E = 2.0-10° N/cm?

| = 2700 cm*
Hi=H,=3m
K1 =240 N/cm
K2 =120 N/cm
M;=M,=2Ton

De forma general, el sistema de ecuaciones dinamicas correspondientes a una
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estructura con n grados de libertad es:
MU +CU + KU = -MJa(r) (1.38)

Al ser el sistema no amortiguado, se anula el término correspondiente a la

velocidad, quedando:
MU + KU =-MJa(1) (1.39)

A un sistema con n grados de libertad, le corresponden n frecuencias propiasy n
vectores propios, los cuales son solucion del sistema de ecuaciones algebraicas

homogéneo:
(-0*M + K)p=0 (1.40)

Dichos autovectores, denominados también formas modales, son ortogonales

respecto a las matrices de masa y de rigidez. Al formar una base completa dada por:
D= [gol Q. %]

es posible escribir:
U= z¢iyi () (1.41)
i=1

en donde yj(t) es un escalar funcion del tiempo, a determinar. Sustituyendo esta Gltima

ecuacion en (1.39), se obtiene:

MY 0,50+ K 0,y,(6) = -Ma(?)
i = (1.42)
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A continuacion, se multiplica por el traspuesto de un autovector cualquiera ¢ j:

0, MY 0,50+, K Zl 0.y, (1) =—p," MJa(?)

=1 (1.43)
De acuerdo con la ortogonalidad de los autovectores ¢, resulta que:
¢jTMz¢i :¢jTM¢j :Mj *

i=1
¢jTKZ¢i = ¢jTK¢j = Kj *

= (1.44)
Y la expresion (1.43) queda como:
M, *3,(t)+K,*y,()=p," MJa(t) (1.45)

En consecuencia, el sistema de ecuaciones (1.38) queda reducido a n ecuaciones
(1.45), cada una de ellas similar a la que corresponderia al modelo con un Unico grado de

libertad. Para iniciar el calculo, es preciso previamente cuantificar la matrices de rigidez y

de masa:
S1EL 24El
oo\ me T T s | _[1.2610° - 4.810°
| _24El 24EI | |-4810° 6.010°
Hs Hs 2

2000 O
M = kg
0 2000

Para hallar el valor de las frecuencias propias se resuelve el determinante
procedente de la ecuacion (1.40):
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‘K 3 a)ZM‘ 3 1.26:10° — 2000 > —4.810* B
- 4.810* 610 — 20000 °

Los posibles valores que verifican esta igualdad son:

w’=17376 = ©,=4.168 radls = T,=151s
w,” =75.624 = w,=8.696 radls = T,=0.72 s

Los autovectores serian:

(2.625-4,)p;; — 9y, =0 Si ¢ =1 = ¢, =190

20000°

2.625- 1 - =0 Si =1 = =-0.53, siendo A=
( 2)P1; — Do V) (7] 4810°

1 1
Por tanto: @ =
190 -0.53

La matriz de masa generalizada seria:

. 461 0
M*=d" M® = 2000 kg
0 1.8

Y el segundo miembro de la expresion (1.45) quedaria como:
; 2.9 _ 1
& MJ =2000 , Siendo J =
0.47 1

Por tanto, el sistema desacoplado seria el siguiente:

" 2.9
Y+ (0le1 = _4_61aBASE (1)

" 0.47
Y, + C‘)ZZYZ = _maBASE (1)
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1.6.3.1 Excitacion: impulso triangular

Supdngase que la base de la estructura es solicitada por un impulso triangular,
dado por las siguientes expresiones:

p
aBASEzgt si t<5 seg

< ty .
aBASE:2g(1—E) si 5<t<10 seg

L ap,r =0 si t>10 seg

De forma grafica:

Abase(t)
10.00

750 / \
5.00

200 6.00 10.00 14.00 18.00
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00

t (seg)

Fig. 1.12 Impulso triangular aplicado a la base

La ecuacion genérica a resolver es:

'Y'l + a)lzyl =R, (?)

La solucién de la ecuacién homogeénea seria:

KH = Asenw,;t + BCcosw,t

donde Ay B se determinan a partir de las condiciones iniciales. La solucion particular

adopta tres formas distintas, dependiendo del tramo de curva estudiado. Asi quedara:
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R. R.
K(t):KH(t)+KP(t):—’g-gsena)it——’z-gt si 0<t<b seg
; 5 w;, 5
R, 2R.
Y.()=Y," () + Y, (1) =—=-E-(L- 2c0s50, )-senm,t + 1L senm, 5-cos w1
; 5 ap 5
R, ¢ .
-—52g(1--) si 5<t<10 seg
o, 10
Y,(105)

Y =r"0+v"(0)=

senw, (t —10) + Y, (10 s)-cos w, (¢ —10) si t>10 seg

Para poder comparar la solucion analitica con la del algoritmo FFT, es necesario
introducir un pequefio amortiguamiento en la estructura, ya que, por las caracteristicas
propias de la transformada de Fourier, no es posible resolver sistemas no amortiguados.
Con un amortiguamiento del 0.5% es suficiente para apreciar el solapamiento entre
ambas soluciones, tal y como se apreciara en la siguiente figura. Las funciones de

transferencia que gobiernan ambos grados de libertad son:

0.63
Hl (a)) =- 2 .
-0 +o0,(o, +25ao)
0.367
H,(0)=-

-0’ +o,, + 200

Como ya se coment6 en el caso unidimensional, el programa que incluye el
algoritmo FFT calcula el espectro de la excitacion y la funcién de transferencia, para
evaluar su producto en el campo de la frecuencia. De nuevo, se aplica el algoritmo, para
determinar la respuesta en el tiempo del sistema. La grafica expuesta a continuacién
representa la respuesta de cada planta ante el impulso triangular, tanto analitica como
numeéricamente a partir del algoritmo FFT. El solapamiento entre ambas curvas refleja la

gran exactitud del procedimiento numérico:
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e 1ra Planta (FFT)
e 2la Planta (FFT)
1ra Planta (Soluci6n Analitica)
Dx 2da Planta (Solucién Analitica)
a Planta (Solucion Analitica)
0.20

L v

o )

-0.40

2.00 6.00 10.00 14.00 18.00
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00

t (seg)
Fig. 1.13 Respuesta al impulso triangular

Una vez comprobada la veracidad del método en el campo bidimensional, se pasa

a continuacién a solicitar la estructura con un movimiento sismico real.

1.6.3.2 Excitacion: terremoto de El Centro (1940)

Introducir un cierto amortiguamiento en la estructura no supone modificar sus
propiedades intrinsecas, como son en este caso sus frecuencias propias. De ahi que, a
partir de este momento se considere a la misma con disipadores de energia dependientes
de la velocidad. Se supone, en un primer término, que el amortiguamiento asciende a un

2%, con lo que los desplazamientos maximos de cada modo serian:
2.9 .
I,=15s = S, :4—615.2 =3.276inch=8.32cm

I,=07s = S,, =2'—g;3.1:1.137inch=2.890m
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Por tanto:
- Primer modo de oscilacion:

- Desplazamiento de la 1ra. Planta: 8.32 cm

- Desplazamiento de la 2da. Planta: 1.9-8.32 = 15.808 cm
- Segundo modo de oscilacion:

- Desplazamiento de la 1ra. Planta: 2.89 cm

- Desplazamiento de la 2da. Planta: 0.53:2.89 = 1.532 cm

Los desplazamientos maximos respectivos de cada planta seran:

x," =+/15.808° +1.532% =15.89 cm

x,"" =+/8.322 +2.89% =8.81 cm

La respuesta temporal de cada planta es posible calcularla a partir del programa
que contiene el algoritmo FFT. En las graficas que a continuacion se muestran, se ha
representado la curva que proporcionaria el sismégrafo, y el desplazamiento de cada
planta, durante los primeros 20 segundos del movimiento sismico. Se compara con el

desplazamiento que sufriria un punto ubicado en la superficie libre:

Amortiguamiento: 2%

Superficie libre

Ira. Planta

Dx (cm) 2da. Planta
20.00 ‘

0.00 — == ,fyva\/\ /::h{ /\ AW, A ANA

» \,/\ / '\‘\\V \/ \v;\\:/ \J /\jw‘?l\-\‘/ \_\\/// R
\/ \_

S
=
.y
<
—
D
S
—

-20.00

-30.00

-40.00

2.00 6.00 10.00 14.00 18.00
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00

t(s)
Fig. 1.14 Respuesta al terremoto de El Centro (1940). Amortiguamiento: 2%
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La primera planta experimenta un desplazamiento maximo de 9.75 e¢m, alcanzado
a los 6.9 segundos de iniciarse el terremoto. Esto supone aproximadamente un 10% mas
que el desplazamiento calculado a partir del método propuesto por la Normativa. Sin
embargo, segun indica la figura, la planta superior llega a separarse 15.91 c¢cm de su
posicion de equilibrio, valor que estd muy proximo al obtenido a partir del espectro

sismico (15.89 cm).

Si se incrementa el grado de amortiguamiento a un 10%, los resultados obtenidos
son:
- Espectro sismico:
- Primera planta: 6.39 cm
- Segunda planta: 11.6 cm
- FFT:
- Primera planta: 5.41 cm

- Segunda planta: 11.2 cm

Los dos métodos proporcionan valores muy similares para la segunda planta, que
sera siempre la que experimente los mayores desplazamientos. La evolucion temporal del

campo de desplazamientos experimentado por ambas plantas se refleja en la siguiente

grafica:
Amortiguamiento: 10%
Dx (cm) Superficie libre
20.00 1ra. Planta
L 2da. Planta J
10.00
-
0.00 — i\\/\,\/\‘"/\v\/ vo\w/\ 7 v\// ’\//\\'y/\\/ ~\7 ’;:;’9
1000 L //’\\/ \/’\\\\’/v/\/v \_\\—\//
-20.00 \v
-30.00
-40.00
2.00 6.00 10.00 14.00 18.00
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00

t(s)
Fig. 1.15 Respuesta al terremoto de El Centro (1940). Amortiguamiento: 10%



146 Aplicacion del MEC para la obtencién de la respuesta temporal ante solicitacion sismica

Si, por ultimo, se evalta el proceso con un amortiguamiento del 20%, estos son los

resultados:

- Espectro sismico:
- Primera planta: 4.35 cm

- Segunda planta: 7.93 cm
- FFT:
- Primera planta: 4.49 cm

- Segunda planta: 8.01 cm

La evolucion temporal del desplazamiento de ambas plantas seria:

s N
Amortiguamiento: 20%
Dx (Cm) Superficie libre
20.00 1ra. Planta
2da. Planta
10.00 ‘
|
0.00 N o NN AT N A A A A

B RAVAYIRE SN\l el
\/ \_/

-20.00

-30.00

-40.00

2.00 6.00 10.00 14.00 18.00
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00

t (seg)
Fig. 1.16 Respuesta al terremoto de El Centro (1940). Amortiguamiento: 20%

La exactitud entre ambos métodos crece a medida que se incrementa el grado de

amortiguamiento.



APLICACIONES DEL ALGORITMO FFT
ASISTEMASDE 1Y 2GDL

En este capitulo, se aborda la solucion de los sistemas elasticos con varios grados
de libertad, resolviéndolos tanto en el campo temporal como en el de la frecuencia. El
metodo de descomposicion modal es el mas empleado en el célculo sismico de
estructuras elasticas, pues aparte de su mayor rapidez frente a otros métodos,
proporciona una cierta vision conceptual, al proporcionar n formas de desplazamientos
independientes. Estas, llamadas formas modales propias de vibracion, o simplemente
modos de vibracion, sirven ademas como nuevas coordenadas a las que referir los
desplazamientos de respuesta de la estructura. Dicho método permite obtener dos tipos
de respuesta:

- La historia en el tiempo, mediante la cual se conoce la respuesta en cada instante
de tiempo

- La respuesta méaxima, empleando la respuesta espectral

El uso de uno u otro procedimiento depende fundamentalmente de los resultados
deseados, teniendo presente que, a mayor cantidad de informacion corresponde también
una mayor necesidad de memoria y de tiempo de calculo; al mismo tiempo, mucha de la
informacidn que proporciona el célculo de la historia de la respuesta en el tiempo, tiene

escaso valor practico en el disefio de estructuras.

Este método, que es el que sigue la normativa actual, se comparara con la
respuesta temporal real que experimentaria la estructura cuando se somete a la misma
excitacion, concretamente el terremoto de EIl Centro de 1940, aplicando el algoritmo de
FFT, y se analizard la amplitud maxima de cada grado de libertad. Pero antes, para
corroborar los resultados, se solicitara el sistema con un impulso de geometria conocida,

y del cual se conoce la respuesta dinamica analitica del sistema.



SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD

El sistema de un grado de libertad que se analizard en este apartado es el
representado en la figura. Para apreciar la diferencia entre los dos métodos bajo estudio
se ha decidido dar valores numéricos a los componentes de la estructura, en unidades

del Sistema Internacional:

k=52.6

c=2.51

EI=35.1

TITIIIIIIIIIIIIIIIIIIITTTTT

Fig. X.1. Sistema de 1 grado de libertad

a(t)

Las caracteristicas del sistema en estudio serian:
k=52.6 N/m

El =35.1 N/m

c =2.51 N:s/m

m=1kg

L=1m

En un primer estudio, se aplicara a la base un impulso rectangular, y se verificara
la solucién propuesta por el algoritmo FFT comparandose con la solucién analitica. En
una segunda fase, se analizara el movimiento del sistema cuando sobre su base actla el
movimiento sismico de EI Centro (1940).

El programa que incluye el algoritmo FFT, a grandes rasgos, calcula en primer
lugar, el espectro en frecuencia de la excitacion mediante dicho algoritmo, asi como la
funcion de transferencia para cada frecuencia, hasta la denominada frecuencia de
Nyquist. Se evalla el producto de ambos espectros, para cada frecuencia, obteniéndose
la respuesta del sistema en frecuencia. Y, por ultimo, a este espectro, se aplica de nuevo
el algoritmo para obtener la transformada inversa del mismo, que equivale a la respuesta

temporal del sistema. Cabe destacar la gran versatilidad del método, ya que cambiando



exclusivamente la excitacion es posible conocer de forma inmediata el comportamiento

del grado de libertad bajo estudio.

La ecuacién que gobierna el movimiento del sistema es:

m-U + ¢-U + k-u =—m-a(t)

Esta expresion puede ser transformada en otra equivalente:

U+ 2w U+ o, u =-a(t)

La dificultad para resolver esta ecuacion diferencial aparece cuando la excitacion
adopta expresiones con una cierta complejidad, de ahi que se pensara en el campo
espectral para resolverla de forma répida y sencilla. EI proceso, explicado en los

capitulos teoricos, consiste en sustituir en esta expresion la serie de Fourier

correspondiente a cada variable. Asi, para cada frecuencia, se verificaria:

0*U(0) + 20, 0U (0) + 0,°U (0) = —A(o)

El concepto de funcion de transferencia se introduce a partir de la anterior

expresion:

-1

2
0’ +2(0,0+0,

U (@) = H(0)-Alw) = A(w)

La frecuencia propia de este sistema se obtiene a partir de:

—+
3 .
a,nz :hz L = 335'11+ 526 =1579 = o, =12.56=4r rad/seg




Excitacion: impulso rectangular

La base del sistema es excitada por un impulso rectangular de amplitud ap y

duracion igual al doble del periodo propio de oscilacién, es decir, 1 segundo. Para
apreciar la respuesta, se ha elegido ap=100. Asi:

a(t)-100

2.00

1.50

0.50

050 150 250 350 4.50 5.50
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00

Fig. X.2. Impulso rectangular aplicado a la base

Conocer la respuesta analitica supone resolver la ecuacion diferencial de
coeficientes constantes que gobierna el movimiento de este sistema. La aplicacion de la

integral de convolucion es uno de los métodos matematicos capaces de determinar la
solucidn de dicha ecuacion:

u(t) = A(t)sendzt + B(t) cos 4at, siendo )
a
Alt)=———2[e®*(0.1cos 4t + sendat) — 0.1 ara 0<t<1 se

(0=~ ™" )-0a] | p g

a’o 0.4t
B(t) = _m'[e (0.1sen4ﬂt — CO0S 47Zt) + 1]

u(t) =e***[A(2T)sendst — B(2T)cos4zt] parat>1seg

El programa que incluye el algoritmo FFT calcula el espectro de la excitacién vy,
frecuencia a frecuencia, se evalla el producto entre la funcion de transferencia y dicha

solicitacion. De nuevo, se aplica el algoritmo, que en este caso se denominaria FFT
inversa, determindndose la respuesta en el tiempo del sistema.



En la siguiente figura se representa la respuesta del grado de libertad ante el
impulso rectangular, tanto analitica como numéricamente a partir del algoritmo FFT. El

solapamiento entre ambas curvas evidencia la exactitud del procedimiento numérico.

Solucién analitica

Dx [
0.40 L Solucién FFT

000 \ /\ N A A
\ / vV

-0.40 I\

AU
w1

-1.20

0.00 ' 2.00 4,00 : 6.00
t (seg)

Fig. X.3. Respuesta al impulso rectangular aplicado a la base

Vista la fiabilidad del método para este ejemplo unidimensional, se pasa a

continuacion a excitar la base con un movimiento sismico real.

Excitacion: terremoto de El Centro (1940)

La abundante bibliografia existente en el campo de los movimientos sismicos
obliga a tomar ciertas determinaciones. Un mismo terremoto, dependiendo de donde se
ubique el sismoégrafo, puede ofrecer lecturas bien distintas. Incluso, un mismo
acelerograma puede dar lugar a diferentes curvas de velocidad y desplazamiento, puesto
que la obtencion de las mismas supone integrar curvas con un variopinto campo
espectral, de ahi que la utilizacion de filtros que eliminen ciertas componentes de
frecuencia se haga necesario, aplicando cada autor su propia metodologia. Se ha optado
por el movimiento sismico utilizado por Chopra, y presenta los siguientes diagramas de

aceleracion, velocidad y desplazamiento.



a(t),g

0.40

0.20 | |

o : (AR A

-0.20 + |

Am=0.319g
-0.40
2.50 7.50 12.50 17.50 22.50 27.50
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00

t (seq)
v(t), cm/seg

40.00

0.00 n(mﬂ k\r’\ ﬂﬂn A/\ /\(I\ N a Nf\f\/\/\'\/‘l\ﬂ /\AAAW/U\/\ ~ /\W\/\

T I 0l

-20.00 \/ U i
Vm=36.08 cm/seg
-40.00
2.50 7.50 12.50 17.50 22.50 27.50
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00
t (seq)
u(t), cm
20.00
-20.00 \/
Um =21.2cm
2.50 7.50 12.50 17.50 22.50 27.50
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00

t (seg)



El método que propone la Normativa para obtener de forma rapida los
desplazamientos maximos de cada grado de libertad hace uso del espectro sismico
correspondiente al terremoto en cuestion. En la grafica adjunta, de forma general, se
entra con los periodos de oscilacion propios de cada grado de libertad, y se asciende
verticalmente hasta encontrarse con la curva correspondiente al grado de
amortiguamiento del sistema. A partir de esta interseccion se traza una recta paralela a
las lineas que forman 45° a izquierda con la horizontal. El punto de encuentro de esta
recta con el eje Sy permite conocer el desplazamiento méximo de ese grado de libertad,
en pulgadas. Asi, suponiendo un grado de amortiguamiento del 10% como el que posee

nuestro sistema, se tiene de forma aproximada:
S¢=15in=3.81 cm

El movimiento en el dominio temporal de la masa es posible determinarlo
empleando el algoritmo FFT. La siguiente figura muestra la evolucion de dicho
desplazamiento respecto al punto de equilibrio, junto con el movimiento representado

en el sismégrafo, durante los primeros 20 segundos del sismo:

Dx (cm) r—]
10.00 lf itacio

0 N )

/\ ‘\\H\ 1\ \

0.00 1 i
\ ] v
TRV ”
I \

500 \\ - / \/\/

-10.00

-15.00 \
-20.00

-25.00

Desplazamiento J

-30.00

100 3.00 5.00 7.00 9.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

t (seg)



Dx (cm) rﬁ
10.00 — Excitaci6

Desplazamiento J

0.00

-10.00

-15.00

-20.00

-25.00

-30.00

11.00 13.00 15.00 17.00 19.00
10.00 12.00 14.00 16.00 18.00 20.00

t (seg)

Fig. X.4. Respuesta al terremoto de El Centro (1940)
del sistema unidimensional

La grafica demuestra que la masa se desvia de su posicion de equilibrio unos 4.32
cm, lo que es ligeramente superior al valor procedente del método propuesto por la
Normativa. El error supera el 13%, aunque, como se demuestra, a medida que se
incrementa el grado de amortiguamiento, la diferencia entre ambos valores se reduce.

Asi, para un grado de amortiguamiento del 20%:

S¢g=1.1in=2.794 cm

El programa que ejecuta el algoritmo FFT arroja un valor maximo de 2.732 cm,

que se traduce un en error proximo al 2.3%.



SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD

El sistema que se estudiara en este apartado es un pdrtico plano de un edificio de
dos plantas solicitado en su base a modo de movimiento sismico. Mediante una serie de
simplificaciones, se reducira el nimero de grados de libertad a s6lo dos, ya que se
considera que la masa es posible concentrarla en el centro geométrico de las plantas, tal
y como se representa en la siguiente figura, permitiéndose Unicamente el movimiento en

su plano. Como se aprecia, la estructura en cuestion es no amortiguada:

N K M, U,
A ———
Ky M, Uy

a(t)
A )

Fig. X.5. Sistema de dos grados de libertad

La base de la estructura esta empotrada en un bastidor rigido, y cada planta se
une por medio de resortes de rigidez conocida al mismo. Los dinteles se suponen
infinitamente rigidos, y los pilares inextensibles. Para simplificar el desarrollo tedrico,

se ha estimado oportuno dar valores numéricos a cada constante. Asi:

E = 2.0-10° N/cm?

| = 2700 cm’
H1 = Hz =3m
K1 =240 N/cm
K, =120 N/cm

M;=M,=2Ton



De forma general, el sistema de ecuaciones dindmicas correspondientes a una

estructura con n grados de libertad es:

MU +CU + KU =-MJa(t) (8.1)

Al ser el sistema no amortiguado, se anula el término correspondiente a la

velocidad, quedando:
MU + KU =-MJa(t) (8.2)

A un sistema con n grados de libertad, le corresponden n frecuencias propias y n
vectores propios, los cuales son solucion del sistema de ecuaciones algebraicas

homogéneo:
(—Q)ZM + K)@IO (83)

Dichos autovectores, denominados también formas modales, son ortogonales

respecto a las matrices de masa y de rigidez. Al formar una base completa dada por:
D= [gol e Qi (pn]

es posible escribir:
U= Z(ﬂi yi(t) (8.4)
i=1

en donde yj(t) es un escalar funcion del tiempo, a determinar. Sustituyendo esta Gltima

ecuacion en (8.2), se obtiene:

M Zn:¢i yi(t) + Kzn:(/’i y;i (t) =—MJa(t)
i=1 i=1 (8_5)



A continuacion, se multiplica por el traspuesto de un autovector cualquiera @ j:

MY 090+ 0, KX 0y, =, MIa@) o6

De acuerdo con la ortogonalidad de los autovectores ¢, resulta que:

n

(PJTMZ¢i =(PJTM‘/’J' =M;*

i=1

¢JTKZ¢i =9, Ko =K; *
= (8.7)

Y la expresion (8.6) queda como:
. * _ T
M;*§,(t)+K; *y,;(t) =9, Ma(t) (8.8)

En consecuencia, el sistema de ecuaciones (8.1) queda reducido a n ecuaciones
(8.8), cada una de ellas similar a la que corresponderia al modelo con un Unico grado de

libertad. Para iniciar el calculo, es preciso previamente cuantificar la matrices de rigidez
y de masa:

51ElI K 24El
K| HE T T e |_[12610° -4.810°
| 24El 24E|+k 1-4810* 6.010°
H3 H3 2

2000 O
M = kg
0 2000

Para hallar el valor de las frecuencias propias se resuelve el determinante
procedente de la ecuacion (8.3):



1.26:10° — 20000° - 4.810*
‘K — 0)2 M ‘ = 4 “ 4 2 =0
-4.810 610" — 2000w

Los posibles valores que verifican esta igualdad son:

w,°=17376 = o, =4.168rad/s = T,=151s
w,” =75624 = w,=869%6rad/s = T,=0.72s

Los autovectores serian:

(2.625—-4,)p1; — 95 =0 Si g =1= ¢,=190

2000w°

2.625- 1 - =0 Si =1 = =-0.53, siendo A=
( 2)P12 — Py @1y () 4.810°

1 1
Por tanto: @ =
[1.90 - 0.53}

La matriz de masa generalizada seria:

. 461 0
M*= " M® = 2000 kg
0 128

Y el segundo miembro de la expresion (8.8) quedaria como:
) 297 . 1
@ MJ =2000 , siendo J =
0.47 1

Por tanto, el sistema desacoplado seria el siguiente:

. 29

Y, + a)lzyl = _r61aBASE (t)
y 0.47

Y, + wzzYz =——— g (1)

1.28




Excitacion: impulso triangular

Supdngase que la base de la estructura es solicitada por un impulso triangular,

dado por las siguientes expresiones:

.
Apase =%t si t<5 seg
< t, .
Agase =Zg(1—5) si 5<t<10 seg
[ Bease =0 si t>10 seg

De forma grafica:

Abase(t)
10.00

0.00

2.00 6.00 10.00 14.00 18.00

0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00
t (seg)

Fig. X.6. Impulso triangular aplicado a la base

La ecuacidn genérica a resolver es:

Yl + a)lel =-Rage (1)

La solucidn de la ecuacion homogénea seria:

Y," = Asenw,t + Bcosw;t

donde Ay B se determinan a partir de las condiciones iniciales. La solucion particular
adopta tres formas distintas, dependiendo del tramo de curva en el que nos encontremos.

Asi quedara:



Y (t)=Y," @) +Y," (t) :i% senw,t — R 9, si 0<t<5 seg

3 2
o ®,” 5

R. 2R.
Y (t)=Y," @) +Y," ()= —'3-%-(1 — 2¢c0s5m,)-senm;t + —3'-%sena)i 5-c0s o, t
-

i a)i

R .
__'z.gg.(l_i) si 5<t <10 seg
o, 10

Y (t)=Y," @) +Y," ()= m senw, (t —10) + Y, (10s)-cos w, (t —10) si t>10 seg
-

Para poder comparar la solucién analitica con la del algoritmo FFT, es necesario
introducir un pequefio amortiguamiento en la estructura, ya que, por las caracteristicas
propias de la transformada de Fourier, no es posible resolver sistemas no amortiguados.
Con un amortiguamiento del 0.5% es suficiente para apreciar el solapamiento entre
ambas soluciones, tal y como se apreciard en la siguiente figura. Las funciones de

transferencia que gobiernan ambos grados de libertad son:

0.63
Hl(a)) == 2 .
-0 +o,(o, +2oi)
0.367
H,(w)=-

~0’ +o,,(®,, +2E0)

Como ya se comentd en el caso unidimensional, el programa que incluye el
algoritmo FFT calcula el espectro de la excitacion y la funcion de transferencia, para
evaluar su producto en el campo de la frecuencia. De nuevo, se aplica el algoritmo, para
determinar la respuesta en el tiempo del sistema. La grafica expuesta a continuacion
representa la respuesta de cada planta ante el impulso triangular, tanto analitica como
numericamente a partir del algoritmo FFT. El solapamiento entre ambas curvas refleja

la gran exactitud del procedimiento numérico:



e ]ra Planta (FFT)
e 22 Planta (FFT)

1ra Planta (Solucién Analitica)

Dx
0.20 L

2da Planta (Solucién Analitica)

AR A
\ VAL

AN
o AN

-0.50

-0.60 Kﬂ /

-0.70

0.10

\
\
= >
= |
==
=<
=

-0.80

2.00 6.00 10.00 14,00 18.00
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00

t (seg)
Fig. X.7. Respuesta al impulso triangular

Una vez comprobada la veracidad del método en el campo bidimensional, se

pasa a continuacion a solicitar la estructura con un movimiento sismico real.

Excitacion: terremoto de El Centro (1940)

Introducir un cierto amortiguamiento en la estructura no supone modificar sus
propiedades intrinsecas, como son en este caso sus frecuencias propias. De ahi que, a
partir de este momento se considere a la misma con disipadores de energia dependientes
de la velocidad. Se supone, en un primer término, que el amortiguamiento asciende a un

2%, con lo que los desplazamientos maximos de cada modo serian:

T,=15s = §, =%5.2:3.276inch:8.320m

T,=07s = S, =(1)'%;3.1=1.137inch=2.89cm

Por tanto:



- Primer modo de oscilacion:
- Desplazamiento de la 1ra. Planta: 8.32 ¢cm
- Desplazamiento de la 2da. Planta: 1.9-8.32 = 15.808 cm

- Segundo modo de oscilacion:
- Desplazamiento de la 1ra. Planta: 2.89 cm

- Desplazamiento de la 2da. Planta: 0.53:2.89 = 1.532 ¢cm

Los desplazamientos maximos respectivos de cada planta seran:

x,™" =+/15.808% +1.5322 =15.89 cm

x,™ =/8.322 +2.89% =8.81 cm

La respuesta temporal de cada planta es posible calcularla a partir del programa
que contiene el algoritmo FFT. En las gréficas que a continuacion se muestran, se ha
representado la curva que proporcionaria el sismdgrafo, y el desplazamiento de cada

planta, durante los primeros 20 segundos del movimiento sismico:

—— Excitacién

1lra. Planta

Dx (cm)

20.00 L 2da. Planta

15.00

10.00

S, S\
000 4= \/\/\ S \/\ /—\r‘j\ \

-10.00 \/
-15.00 \
-20.00

-25.00

-30.00

1.00 3.00 5.00 7.00 9.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

t (seg)



Excitacién

Dx (cm)
1lra. Planta

20.00
L 2da. Planta J

15.00

10.00

0_0; N A P an A N

NAVIRIE, S AR
-10.00 / \ /
/
N

Y

-20.00

-25.00

-30.00

11.00 13.00 15.00 17.00 19.00
10.00 12.00 14.00 16.00 18.00 20.00
t (seg)

Fig. X.8. Respuesta al terremoto de El Centro (1940)

La primera planta experimenta un desplazamiento méximo de 9.75 cm,
alcanzado a los 6.9 segundos de iniciarse el terremoto. Esto supone aproximadamente
un 10% mas que el desplazamiento calculado a partir del método propuesto por la
Normativa. Sin embargo, segun indica la figura, la planta superior llega a separarse
15.91 em de su posicion de equilibrio, valor que esta muy proximo al obtenido a partir

del espectro sismico (15.89 cm).

Si se incrementa el grado de amortiguamiento a un 10%, los resultados

obtenidos son:

- Espectro sismico:
- Primera planta: 6.39 cm

- Segunda planta: 11.6 cm

- FFT:
- Primera planta: 5.41 cm
- Segunda planta: 11.2 cm



Los dos métodos proporcionan valores muy similares para la segunda planta,
que sera siempre la que experimente los mayores desplazamientos. Si, por ultimo, se

evalla el proceso con un amortiguamiento del 20%, estos son los resultados:

- Espectro sismico:
- Primera planta: 4.35 cm

- Segunda planta: 7.93 cm

- FFT:
- Primera planta: 4.49 cm

- Segunda planta: 8.01 cm

La exactitud entre ambos métodos crece a medida que se incrementa el grado de

amortiguamiento.



CAPITULO b.

PRESENTACION DE RESULTADOS
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1. ANALISIS DEL CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS EN CANONES
DE DIVERSA GEOMETRIA ANTE SOLICITACION SISMICA.

EFECTO LOCAL

1.1 INTRODUCCION

En el presente capitulo se analiza la influencia de distintas variables en la
discretizacion de cafiones utilizando dos programas informaticos en los que se integra el
Método de Elementos de Contorno (en adelante MEC). Seran tres las geometrias a
estudiar, y los resultados se compararan con la solucion analitica exacta correspondiente
a cada caso, si existiese. Pretende servir como manual de instrucciones a la hora de
disefiar modelos tridimensionales, de modo que la solucidén aportada en este ultimo
espacio coincida en un rango lo mas amplio posible con la solucion analitica o con la
propuesta por métodos bidimensionales. Se enfocara el desarrollo de este capitulo desde
un punto de vista histérico o evolutivo, partiendo de un modelo especifico y
optimizandolo de diversas formas hasta lograr un parecido evidente entre las soluciones

del problema en cuestion.

Se ha hecho uso de dos programas informaticos elaborados por los Tutores de
este PFC, e implementados en lenguaje FORTRAN. El primero de ellos representa un
modelo numérico basado en el MEC y capaz de resolver problemas de diversa indole en
modelos tridimensionales. Logicamente, el problema que se contempla en este proyecto
es el estudio dindmico de estructuras y suelos ante una accion sismica, debiendo abordar
el problema desde el dominio de la frecuencia Es precisamente el estudio de las
caracteristicas de los modelos tridimensionales uno de los objetivos de este proyecto.

La otra herramienta informatica es también un modelo numérico basado en el
MEC, con la misma finalidad que el anterior, pero orientado a modelos

bidimensionales. Se empleard como elemento comparativo.

En una primera parte se analizard el movimiento anteroposterior, transversal y
vertical, si los hubiese, que sufre la superficie del caindn bajo estudio ante la incidencia

de ondas SH con distinto d&ngulo. En la segunda parte se estudiara el desplazamiento que
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sufre un edificio de dos plantas ubicado en distintas posiciones a lo ancho de un valle
aluvial, y se comparard con el que experimentaria si no existiese dicho valle.

La amplitud unitaria del tren de ondas SH que ataca cada uno de los cafiones
provoca que, en la superficie, debido a la suma de la onda incidente mas la reflejada, la
amplitud total del movimiento anteroposterior en un punto alejado del semiespacio sea

igual a 2.

Serén tres las geometrias bajo estudio. Se han denominado del siguiente modo:
- Cafion semicircular
- Cafion recto

- Cafidn semieliptico con inclusion
Las variables geométricas del modelo tridimensional que es necesario

determinar son tres: longitud total del cafion, cantidad de semiespacio a discretizar y

tamafio de los elementos en la discretizacion.

1.2 CANON SEMICIRCULAR

La seccion que presenta este cafion es la representada en la figura 1.1:

-

B

Fig. 1.1 Seccion del caiion semicircular. Radio = 1 um

El diametro del cafion es de 2 unidades métricas (en adelante um). Por su
sencillez y la abundante bibliografia existente, fue la geometria elegida para iniciar las
primeras modelizaciones. Se comenzo6 fijando la longitud del cafién, asi como la
cantidad de semiespacio discretizado, variando unicamente el tamafio del elemento. El

tren de ondas SH incide verticalmente (90°), y su frecuencia angular es de 2x rad/s. De
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este modo, se empezd con una longitud de canén de 12 um (121), y una longitud de
semiespacio igual a 4 um (2 a cada lado del eje axial), o lo que es equivalente, 4A. La
primera discretizacion contempla una longitud transversal para cada elemento de A/4. Se
ha incluido la soluciéon analitica deducida por Trifunac (1973), ademas de la seccion
transversal del cafion, para ubicar de forma exacta la posicion de los puntos criticos.

La siguiente grafica muestra el desplazamiento anteroposterior que sufren las
distintas secciones del cafion, empezando en x=0, que coincide con la seccidon central

del caidn, y llegando hasta x=6, borde del modelo tridimensional.

3.00

Inc: 90°

NVAWATNVVAWAW
BYARVE Aol BV -

VY Y e

xX=4

1.00

— x=5

Xx=6
050

——— Solucién analitica

0.00

300 200 100 0.00 1.00 200 3.00

Fig. 1.2 Carion semicircular ante incidencia vertical. ©=6.283 rad/s

A raiz de los resultados expuestos en la grafica anterior se deduce que:

- La coincidencia entre los resultados numéricos y la solucion analitica es
evidente, aunque convendria disminuir el tamafo del elemento, sobre
todo en la parte del cafidn, y disponer asi de un mallado mas fino.

- La seccion correspondiente al borde del cafion es la tnica en la que no
se verifica la similitud entre las soluciones. En este caidn, por lo que se
desprende de esta ultima figura, no es recomendable traspasar la
seccion x=5, lo que supone un amplio rango de validez de la solucion
tridimensional.

- Se aprecia cierta divergencia en el valor central (y=0), entre todas las
secciones y la analitica. Como se demostrara posteriormente, es debido

a la escasa longitud axial del cafion.
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Si se mantiene la geometria pero se reduce el tamano del elemento hasta A/S8,
bajo las mismas condiciones de onda incidente, el resultado que se obtiene es el que a

continuacion se muestra:

3.00

250 //\ / | f | \ i\ r W=6.|2803: ?2;/5 j
o/ NS \ [
"\ / \ [ e

VoV Vv S

xX=4

1.00

— x=5

X=6

—— Solucién analitica

0.00

-2.50 -1 -0. . -
-3.00 -2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00 3.00

Fig. 1.3 Carion semicircular ante incidencia vertical. ©=6.283 rad/s. 1/8

La discretizacion mas fina se traduce en una mayor suavidad de las curvas, a lo
largo de toda la seccion transversal. Por otro lado, sigue existiendo discrepancia entre el
valor central (y=0) de la solucioén analitica y el resto de las curvas, al no haberse
modificado la longitud del cafion. Convendria mencionar que, aunque la seccion x=4 se
solapa en algunos tramos con la analitica, representa una mera casualidad. Como se
demostrara en posteriores discretizaciones, el tamafio del elemento no altera la magnitud
de los valores de cada curva, siempre que dicho tamafio sea lo bastante pequefio en
relacion a la longitud de onda (minimo A/4) , obviamente. La seccion que debe
proporcionar los mejores resultados debe ser la central (x=0), puesto que no se ve
alterada por las condiciones de borde.

La seccion correspondiente al borde del cafion vuelve a destacar sobre el resto

por su evidente discordancia.

Se prueba a continuaciéon a modificar el tamano del semiespacio. Si este se
reduce a la mitad, es decir, 2 um (1 um a cada lado), los resultados no se ven alterados,
como puede a apreciarse en la siguiente figura, y en la posterior, en la que se compara

con la anterior dimension del semiespacio:
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3.00
2.50 A 'I
/ \ \
Inc: 90°
2.00 A \ 4 A w=6.283 rad/s
\ | x=0
\ / — x=2
1.50

VAR 'S AR

—— Solucién analitica

1.00

0.00

-2.00 h -1.00 - 0.00 ' 1.00 ' 2.00

Fig. 1.4 Carion semicircular ante incidencia vertical. ©=6.283 rad/s. 1/16. Semiespacio reducido.

Se ha empleado un tamafo de elemento aproximadamente igual a A/16.
Comparese la seccion central (x=0) de este modelo con la correspondiente a la que

posee el doble de semiespacio:

3.00

VA
2.00 /\
\/ \/ Sup_Semiesp = 2L
V v Solucion Analitica

\
/\ / \ Inc: 90° Seccion: x=0
w=6.283 rad/s

Sup_Semiesp = 4L

1.00

0.50

0.00

-2.50 -1.50 -0.50 0.50 1.50 250
-3.00 -2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00 3.00

Fig. 1.5 Caiion semicircular ante incidencia vertical. ©=6.283 rad/s. Comparativa por semiespacios

Comparese finalmente un modelo con longitud de semiespacio igual a 8A,
utilizando una discretizacion A/4, frente a otro con longitud de semiespacio igual a 4A,

empleando idéntico tamafio de elemento:
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Inc: 90°  Seccién: x=0
w=6.283 rad/s

Sup_Semiesp = 8L

4.00 Sup_Semiesp = 4L

Solucion analitica

3.00

NVANAFANA T AWAYARA
SJ\/ \\/\Z

1.00

0.00

-3.00 -1.00 1.00
-4.00 -2.00 0.00 2.00 4.00

Fig. 1.6 Caiion semicircular ante incidencia vertical. ©=6.283 rad/s. Comparacion de semiespacios

Resulta evidente el solapamiento entre ambas curvas. Por tanto, se puede afirmar
que, a partir de una cierta cantidad de semiespacio discretizado, incrementos de la
misma no modifican los resultados, al menos en la geometria que se esta analizando en
el presente apartado. Por tanto, queda por modificar una tltima variable, que no es otra

que la longitud del cafion.

El modelo que se presenta a continuacion es un cafion de longitud 40A,
superficie de semiespacio discretizada 2, y tamafio de elemento variable: A/4 en el
semiespacio y A/8 en el cafidon. En este caso, la solucion numérica coincide plenamente

con la analitica, tal y como expone la siguiente figura:

3.00

RUANA TSV RWAN
VARV Il BV N

1.50
V 'S ) \% S
x=17
1.00
— x=19
x=20
0.50
—— Solucién analitica
\ J
0.00
-2.50 -1.50 -0.50 050 150 250
-3.00 -2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00 3.00

Fig. 1.7 Caiion semicircular ante incidencia vertical. ®=6.283 rad/s. Longitud = 40
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Incluso el desplazamiento anteroposterior de la seccion x=19, muy proxima al

borde, puede ser considerado como aceptable.

Hasta el momento s6lo se ha empleado la herramienta tridimensional en el
calculo del movimiento anteroposterior del cafion de seccion semicircular. El software
bidimensional posee la particularidad de poder determinar la cantidad de semiespacio
requerida para lograr una solucion lo mas parecida a la analitica, o bien considerar a este
como infinito, aportando de este modo una solucion practicamente exacta. Esta virtud se
empleard en posteriores cafiones de seccion mas complicada, y asi conocer el
semiespacio necesario en el modelo tridimensional. Por ahora, comparese la solucién
propuesta por el modelo bidimensional, con la del tridimensional y con la exacta, para el

ultimo cafidén analizado:

3.00

2.00 Inc: 90° Seccibn: x=0

\ (=
M AN oy /| ==

Solucién analitica

1.00

0.50

0.00

-2.00 - -1.00 h 0.00 1.00 ' 2.00

Fig. 1.8 Carion semicircular ante incidencia vertical. ©=6.283 rad/s. Comparativa 3D vs. 2D

Queda patente en esta ultima grafica que, eligiendo de forma adecuada los
modelos, cualquiera de los dos métodos puede ser utilizado para resolver problemas con
geometrias mas complicadas, y cuyas correspondientes soluciones exactas todavia no

han podido ser encontradas.
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1.3 CANON RECTO

Se ha denominado asi a un cafion de paredes rectas, geometria presente en
numerosas presas del Planeta. Se dividira el estudio en dos partes. En una primera se
considerara un cafion de paredes rectas, cuya seccion se mantiene constante a lo largo
del mismo. En la segunda fase, se estudia la ruptura del problema antiplano mediante un

cambio de seccion en el cafion, manteniendo siempre la geometria de paredes rectas.

1.3.1 Caiion recto de seccion constante

La seccion que presenta este caidon es la dibujada en la figura 1.9:

Fig. 1.9 Seccion del caiion recto. Seccion constante

Coincide con el cafion donde se ubica la presa de Morrow Point, objeto de
numerosos estudios elaborados por los tutores de este PFC. Su profundidad es de
141.732 m, su semiancho menor de 23.903 m, y su semiancho mayor de 91.921 m.
Atendiendo a los criterios minimos de modelizacion de cafiones extraidos del apartado
anterior, la discretizacion mas burda del cafiidn bajo estudio genera tal cantidad de nodos
que los recursos de memoria de los que dispone el equipo informatico se encuentran
enormemente ajustados, de ahi que, por razones de tiempo de ejecucion, solo se haya
obtenido el movimiento anteroposterior de la superficie del cafion ante incidencia
vertical con el software tridimensional. El bidimensional se utilizard para incidencias

distintas de la vertical.

El candn posee las siguientes propiedades fisicas:
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G =11.510° N/m’
p =2641.64 kg/m’
v=0.2

£=0.05

s =27.22 rad/s

109
c, = G _ 11510 =2086.46 m/s
o 2641.65

Conviene definir un pardmetro adimensional entre la profundidad del cafién y la

longitud de onda. Asi:

_pP
=

Teniendo en cuenta que:
2

A=cT =c—,
@

se podria elaborar la siguiente tabla:

n = p/A A (m)
0.15 944.880
0.3 472.440
0.5 283.464
0.75 188.976
1.0 141.732

o (rad/s)

13.874
27.748
46.248
69.372
92.496

a= 0/

0.51
1.02
1.70
2.55
3.40

Estas seran las frecuencias con las que se trabaje en este apartado.

1.3.1.1 Incidencia vertical.

En un primer acercamiento al cafién se aplicard el modelo numérico

bidimensional para conocer la cantidad de semiespacio a discretizar cuando sobre la

superficie incide un tren de ondas SH verticalmente. Se pretende obtener algun criterio

de discretizacion relacionado con A, o bien con la profundidad del cafion. La
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discretizacién empleada es del orden de A/16. Por ultimo, resefiar que, por un lado, en la
leyenda de cada grafica, ‘L’ significa A. Por otro, la curva ‘Exacta’ se refiere a la
solucion del problema cuando el semiespacio es infinito. Por ser la referencia, se ha

discretizado con tamafio de elemento igual a A/64.

3.00
( 3\
250 Inc: 90° wl
] 4/ 7 \ e N \I\ —— Exacta
2.00
\ / —— Sup. Semiesp. =0.3L
Sup. Semiesp. = 0.45L
1.50 /
\_J Sup. Semiesp. = 0.6L
1.00 / —— Sup. Semiesp. = 0.75L
N —— Sup. Semiesp. =0.9L
. J
0.50
0.00
-500.00 -300.00 -100.00 100.00 300.00 500.00
-600.00 -400.00 -200.00 0.00 200.00 400.00 600.00

Fig. 1.10 Cariidn recto ante incidencia vertical. Andlisis de la cantidad de semiespacio a discretizar. m,.

Como se aprecia, el solapamiento de las curvas en el cafion y sus alrededores
evidencia que no es necesario discretizar una cantidad de semiespacio superior a 0.45A,
o lo que en este caso es igual a 3 veces la profundidad del caiidn. La discrepancia entre

las curvas crece cuanto mayor es la distancia entre un punto del semiespacio y el cafion.

3.00

250 g —\ /— N

\ / Inc: 90° w2
2.00
i \ / \~ ) Exacta
1.50 \v/ \w/ Sup. Semiesp. = 0.6L
\ / Sup. Semiesp. = 0.9L

1.00 \/ \/ Sup. Semiesp. = 1.2L

0.50
0.00

-500.00 -300.00 -100.00 100.00 300.00 500.00
-600.00 -400.00 -200.00 0.00 200.00 400.00 600.00

Fig. 1.11 Caiion recto ante incidencia vertical. Andlisis de la cantidad de semiespacio a discretizar. w,.

Para esta segunda frecuencia, discretizar 0.6A de semiespacio no basta para
igualar a la curva exacta. Se podria dar por valida una cantidad de 0.9\, aunque para

puntos alejados del cafion la concordancia entre las curvas disminuye.
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Fig. 1.12 Carion recto ante incidencia vertical. Anadlisis de la cantidad de semiespacio a discretizar. w;.

Ninguna de las curvas representadas se ajusta en todo el rango de abcisas a la
curva exacta. Incluso con superficie libre del orden de 5A tampoco se lograba
coincidencia plena. Quizas, a partir de A 6 1.5A los resultados comienzan a no discrepar

tanto, aunque exista diferencia apreciable en el eje axial del cafion.
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Fig. 1.13 Carion recto ante incidencia vertical. Anadlisis de la cantidad de semiespacio a discretizar. w,.

La primera curva (0.751), si bien adopta valores préoximos a los de la curva
exacta, no se ajusta todo lo deseable. Es a partir de 1.54 cuando el solapamiento
comienza a ser mayor, y a medida que se incrementa la superficie libre mejores son los

resultados.
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Fig. 1.14 Caiion recto ante incidencia vertical. Andlisis de la cantidad de semiespacio a discretizar. ws.

De esta figura destaca el solapamiento de las curvas, incluso la que posee una

menor superficie libre.

Por tanto, de las graficas anteriores puede extraerse como criterio de
modelizacion el siguiente: si se desea un grado de exactitud relativo, se debe discretizar
una cantidad de semiespacio no inferior a 0.5A para bajas frecuencias (inferiores a ws), y
A para altas. Para frecuencias intermedias, segun las curvas, se requiere
aproximadamente 1.5\ de superficie libre a cada lado del cafion. Si el pardmetro de
referencia es la profundidad, se necesitaria un minimo de 3 veces la profundidad del
cafion para bajas frecuencias, mientras que para altas, con 1 vez es suficiente. Para

frecuencias intermedias, 2 veces la profundidad podria valer.

Ya se estd, por tanto, en disposicion de crear el modelo tridimensional. Por la
mayor dificultad que entrafia elaborar dicho modelo, convendria disefiar un cafion que
sirviese para todas las frecuencias. Esto supondria extender de forma excesiva la
superficie libre, con lo que el nimero de elementos y, por consiguiente, el de nodos, se
elevaria notablemente, problema que seria inviable para los recursos informaticos de los
que dispone el Departamento. Por ello, se probd en primera instancia con un caidn
sencillo, intuyendo de antemano que los resultados se asemejarian bastante a los del
programa bidimensional para altas frecuencias, pero no asi para bajas. El cafion en

cuestion fue el siguiente:
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Fig. 1.15 Caiion recto tridimensional

La longitud total del cafion asciende hasta los 2000 m, mientras que desde el eje

del mismo hasta el punto mas alejado del semiespacio la distancia es de 200 m.

Este modelo genero los resultados que a continuacion se exponen:
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-150.00 -50.00 50.00 150.00
-200.00 -100.00 0.00 100.00 200.00

Fig. 1.16 Caiion recto ante incidencia vertical. Comparacion 3D vs. 2D. w;.

Para la primera frecuencia se intuia semejante discrepancia entre ambos
modelos. Recuérdese que, segln el criterio anterior, el modelo tridimensional requeriria
para esta frecuencia aproximadamente 2 veces mas de superficie libre. Es de esperar
que, al incrementar la frecuencia, las dos curvas se parezcan mas, aunque para ®; sigue

existiendo una diferencia apreciable.
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Fig. 1.17 Carion recto ante incidencia vertical. Comparacion 3D vs. 2D. w,.

A partir de la tercera frecuencia, se evidencia el acercamiento entre ambas

curvas, tal y como muestran las figuras:
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Fig. 1.18 Caiidn recto ante incidencia vertical. Comparacion 3D vs. 2D. w;.
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Fig. 1.19 Carion recto ante incidencia vertical. Comparacion 3D vs. 2D. w,.
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Fig. 1.20 Carion recto ante incidencia vertical. Comparacion 3D vs. 2D. w:s.

Los peores resultados se alcanzan para m;, @, y ®4. Para corregirlos, se decidid

aumentar la longitud del cafion al doble, apreciandose una leve mejoria en los

resultados, pero todavia lejos de la curva aportada por el programa bidimensional. En

las siguientes graficas, se compara ademas con el caso anterior, para observar asi que el

aumento de la coordenada axial supone unicamente desplazar las curvas previas, lo que

obliga a pensar que la influencia nociva procede de la cantidad de semiespacio

discretizada, como ya se intuia. He aqui los resultados:
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Fig. 1.21 Canion recto ante incidencia vertical. Comparacion 3D vs. 2D. w,.
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Fig. 1.22 Canion recto ante incidencia vertical. Comparacion 3D vs. 2D. w.
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Fig. 1.23 Carion recto ante incidencia vertical. Comparacion 3D vs. 2D. w,.
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Mejorar en este caso el modelo tridimensional consistiria en incrementar la
superficie libre, y si es posible, aumentar también la longitud axial. Por ello, se fabrica
un caidén de 10000 m de longitud y 400 m de semiespacio a cada lado del cafion. La
relacion ancho:largo del candn es del orden de 1:10. Para bajas frecuencias, sigue
siendo una cantidad de superficie libre escasa, pero como se vera, los resultados

mejoran visiblemente. Se representan las tres primeras frecuencias:
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Fig. 1.24 Caiidn recto ante incidencia vertical. Comparacion 3D vs. 2D. w,. Incremento longitudinal
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Fig. 1.25 Carion recto ante incidencia vertical. Comparacion 3D vs. 2D. w,. Incremento longitudinal
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Fig. 1.26 Caiidn recto ante incidencia vertical. Comparacion 3D vs. 2D. w;. Incremento longitudinal

1.3.1.2 Influencia del caracter espacial de la excitacion

Para finalizar con este cafidon se determina el movimiento anteroposterior de su
superficie cuando sobre ¢l incide un tren de ondas SH con angulo distinto a 90°,
utilizando para ello el modelo bidimensional. Se pondrd de manifiesto las zonas de
amplificacion y de sombra, producto de una excitacion no simétrica. Ademads, otra
consecuencia de la incidencia oblicua es la ruptura del problema antiplano, que no sera
estudiado en este apartado, pero si en el correspondiente al cafion de seccion recta con
ensanchamiento.

Los anteriores criterios de discretizacion no se modifican por el hecho de la
incidencia no vertical. De cualquier modo, se supondra en este caso que el modelo
bidimensional posee una cantidad de superficie libre infinita, y el tamafio del elemento
es del orden de A/64. El tren de ondas SH llega al candén por su costado izquierdo. La
modificaciéon del movimiento anteroposterior ante distintas incidencias para cada

frecuencia es representada en las siguientes figuras:
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Fig. 1.27 Carion recto ante incidencia variable. w;. Modelo 2D
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Fig. 1.28 Carion recto ante incidencia variable. ,. Modelo 2D
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Fig. 1.29 Caiion recto ante incidencia variable. ;. Modelo 2D
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Fig. 1.30 Carion recto ante incidencia variable. w, Modelo 2D
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Fig. 1.31 Carion recto ante incidencia variable. ws. Modelo 2D
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Cualquiera de las figuras expuestas evidencia el fenémeno del ‘Efecto Local’, o,

lo que es lo mismo, la modificacion del campo de desplazamientos provocada por una

alteracion morfoldgica o topografica del semiespacio. A medida que se reduce el angulo

de incidencia se incrementa la respuesta por el lado del cafion por el que llega la

solicitacion, y disminuye en la parte opuesta. Asi, para incidencia rasante (0°), el efecto

alcanza su maxima expresion, independientemente de la frecuencia. La explicacion se

halla en el transporte energético que supone cualquier onda. Cuando la excitacion

sismica llega a la interseccion entre el caiién y el semiespacio (parte izquierda del

cafidn) gran parte de la energia se refleja, y el resto se propaga por el costado izquierdo

del cafion, hasta llegar a su fondo. Es por esto por lo que al costado derecho llega un
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remanente de energia muy inferior al incidente, producto del mayor recorrido que tiene
que efectuar la energia y, por tanto, mayor es la disipacion de ésta. Si bien las ondas de
Rayleigh provocan un campo de desplazamientos distinto al de las ondas SH, este
ejemplo podria servir para entender el por qué de las zonas de amplificacion y de
sombra a lo ancho del cafion. Como se comentod en el correspondiente apartado teorico,
las ondas de Rayleigh son ondas superficiales capaces de recorrer grandes distancias a
gran velocidad, pero cuya amplitud con la profundidad se disipa exponencialmente.
Atendiendo ahora a los valores numéricos, se aprecia que, cuanto mas alta es la
frecuencia, mayores son las amplificaciones, llegando practicamente a 2.5 veces el
movimiento anteroposterior del semiespacio para incidencia rasante. También la zona
de sombra registra un crecimiento con el aumento de la frecuencia, alcanzando
reducciones del orden de 0.25 veces el campo de desplazamientos en la superficie libre.
Cabe destacar por ultimo cémo, por la geometria del candn, para pequenas
frecuencias, la variacion del campo de desplazamientos con el angulo de incidencia se
produce en todo el rango de valores de este ultimo, es decir, se aprecia el aumento
paulatino en el movimiento anteroposterior con el mencionado angulo. Sin embargo,
para altas frecuencias, no existe una diferencia notoria entre desplazamientos
provocados por incidencia a 30° e incidencia a 60°, o, lo que es lo mismo, la influencia

del angulo incidente en el desplazamiento es mayor cuanto menor sea el primero.
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1.3.2 Caiion recto con ensanchamiento

El cafion que se presenta a continuacion posee una seccion idéntica a la del
estudiado en el apartado anterior durante la primera mitad, ensanchandose en un
pequefio tramo, y manteniendo otra seccion recta durante la segunda mitad. La zona de
ensanchamiento consiste en una pared plana, no alabeada. Esta geometria pretende
aproximarse a la morfologia tipica de cafiones aptos para el almacenamiento de agua
mediante presas. Una perspectiva tridimensional del candén puede observarse en la

siguiente figura:

Fig. 1.32 Caiion recto con ensanchamiento. Modelo 3D

La longitud total del cafion es de 12000 m, y la cantidad minima de superficie
libre discretizada de 408 m. Si bien la relacion ancho:largo en cada semilongitud del
canon es de aproximadamente 1:5, lo cual es, a la vista de los resultados, insuficiente,
fue imposible elaborar un modelo que alcanzase en cada tramo valores del orden de
1:10, por limites en la relacion de aspecto de los elementos, que ANSYS fija en 20.

El tamafio de elemento, para la frecuencia mayor, esta proximo a A/4. El tren de
ondas SH incide verticalmente, y sera ésta la unica incidencia estudiada en este
apartado. Las frecuencias de la excitacion seran las mismas que las empleadas en el

cafnon de seccion recta constante.
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Ademas del movimiento anteroposterior, se analizara el movimiento transversal
y el vertical, puesto que, aunque la incidencia sea vertical, el cambio de seccion provoca
la ruptura del problema antiplano.

En cuanto a la leyenda de cada grafica, en ella aparece el término ‘d = ’, que
indica la distancia que separa cada seccion, considerando siempre que la seccidon X,

limita con la zona del ensanchamiento.

1.3.2.1 Evaluacion del movimiento anteroposterior

Cada frecuencia se ilustra con 4 graficas, correspondientes dos de ellas a cada
una de las secciones que componen el cafidon, una tercera a la zona de ensanchamiento y
la cuarta representa una vision tridimensional de esta componente del campo de
desplazamientos. Se quiere con ello dar una vision global de como se desplazaria la

superficie del caidn, asi como el semiespacio que lo rodea.
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3.00 .
Seccion Mayor

2.00 ! \

1.00 \
\\

0.00
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— x1
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i x4
//V xS

— T —
\-\//\\// L J

-500.00 -300.00 -100.00 100.00 300.00 500.00
-600.00 -400.00 -200.00 0.00 200.00 400.00 600.00

Fig. 1.33 Carion recto ante incidencia vertical. ;. Modelo 3D. Seccion mayor

La curva ‘Exacta’ representa el movimiento anteroposterior que sufriria el candén
si su Unica seccion fuese la superpuesta en la grafica. La seccion x5 se encuentra
aproximadamente en la mitad de la parte del caidén que presenta esta seccion. Si el
modelo hubiese tenido suficiente longitud, esta curva estaria superpuesta con la
‘Exacta’. De cualquier modo, como se ha visto en apartados anteriores, modificar la
longitud del caidn supone desplazar las curvas, no alterar su forma. Por ello, puede

intuirse déonde y cdmo seria la respuesta si la longitud del cafion fuese la deseada. De
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igual forma le ocurre a la zona de seccion mas estrecha. No obstante, este efecto se

reduce cuando el valor de la frecuencia aumenta, tal y como se vera en breve.
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v ==
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-600.00 -400.00 -200.00 0.00 200.00 400.00 600.00

0.00

Fig. 1.34 Carion recto ante incidencia vertical. ;. Modelo 3D. Seccion menor

En ambas graficas aparece la tendencia ldgica a recuperar la respuesta que se
tendria si el cafion no presentase cambio de seccidon, a medida que crece la distancia
entre la zona de ensanchamiento y la seccion bajo estudio. Es decir, en la zona
intermedia de cada semicafion puede considerarse que existe situacion antiplana, puesto
que, segun los datos expuestos, la influencia de la zona de ensanchamiento y la de borde
no es importante. Se apreciard mejor observando el valor del campo de desplazamientos
transversal y vertical, préximo a nulo en dicha zona.

Véase a continuacion cémo es el movimiento anteroposterior en la zona de

transicion:
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-600.00 -400.00 -200.00 0.00 200.00 400.00 600.00

Fig. 1.35 Canion recto ante incidencia vertical. ;. Modelo 3D. Zona de transicion
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Una gréfica tridimensional del movimiento permite apreciar de forma global su

evolucion a lo largo y ancho del cafidn:

S
-

200

Fig. 1.36 Carion recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. w;. Vista 3D.

La coordenada ‘x’ hace referencia al eje longitudinal del cafion, correspondiendo
la parte negativa de la misma a la zona de seccidon mayor. La coordenada ‘y’ coincide

entonces con el ancho del cafion.

La mejora de los resultados seglin se incrementa el valor de la frecuencia queda

patente en las figuras que a continuacion se exponen:
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Fig. 1.37 Carion recto ante incidencia vertical. @,. Modelo 3D. Seccion mayor



176 Aplicacion del MEC para la obtencion de la respuesta temporal ante solicitacion sismica
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Fig. 1.38 Carion recto ante incidencia vertical. @,. Modelo 3D. Seccion menor
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Fig. 1.39 Caiidn recto ante incidencia vertical. w,. Modelo 3D. Zona de transicion

0.5 1.0 15 20 25 3.0

Fig. 1.40 Caiion recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. w,. Vista 3D
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Para la tercera frecuencia los resultados mejoran visiblemente:
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Fig. 1.41 Caiion recto ante incidencia vertical. w;. Modelo 3D. Seccion mayor
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Fig. 1.42 Carion recto ante incidencia vertical. w;. Modelo 3D. Seccion menor
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Fig. 1.43 Carion recto ante incidencia vertical. w;. Modelo 3D. Zona de transicion
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06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 28

Fig. 1.44 Carion recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. w;. Vista 3D

Para la cuarta frecuencia los resultados son los siguientes:
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Fig. 1.45 Carion recto ante incidencia vertical. w,; Modelo 3D. Seccion mayor
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Fig. 1.46 Carion recto ante incidencia vertical. w,; Modelo 3D. Seccion menor
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Fig. 1.47 Caiion recto ante incidencia vertical. w, Modelo 3D. Zona de transicion
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Fig. 1.48 Carion recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. w,. Vista 3D
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Para terminar con este apartado, se presentan las curvas de la ultima frecuencia:
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Fig. 1.49 Caiion recto ante incidencia vertical. ws. Modelo 3D. Seccion mayor
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Fig. 1.50 Carion recto ante incidencia vertical. ;. Modelo 3D. Seccion menor
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Fig. 1.51 Carion recto ante incidencia vertical. ws. Modelo 3D. Zona de transicion
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2000

Fig. 1.52 Carion recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. ws. Vista 3D

Como tendencia general cabe destacar como, para valores altos de la frecuencia,
la distancia que se requiere para recuperar la respuesta del problema antiplano es menor,
independientemente de la seccion. Incluso para s, en los propios limites de la zona de
transicion, la curva se encuentra muy proxima a la correspondiente del problema

antiplano.

1.3.2.2 Evaluacion del movimiento transversal

Se estudiara en este apartado el movimiento transversal que sufre la superficie
del modelo, producto del cambio de seccion. Unicamente se representara la grafica
tridimensional correspondiente a cada frecuencia, al integrarse en ésta toda la

informacion. Para la primera frecuencia se tiene:
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0.05 0.1 015 02 0.25 03 035

Fig. 1.53 Canion recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. w;. Vista 3D del mvto. transversal

Tanto el cambio de seccion como la zona de borde son las que provocan la
ruptura del problema antiplano. De cualquier forma, la magnitud de estos

desplazamientos es un orden de magnitud inferior al movimiento anteroposterior.

Si la excitacion posee la segunda frecuencia, el desplazamiento seria el

siguiente:

1 -
0.05 01 0.15 0.2 0.25 03 035 0.4 0.45

Fig. 1.54 Canion recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. w,. Vista 3D del mvto. transversal
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El efecto es el mismo, aunque la magnitud del movimiento es superior que el

provocado por la frecuencia anterior.

La tercera frecuencia presenta su maximo en la zona del ensanchamiento, como
en los anteriores casos. Sin embargo, en el resto del cafion no se aprecia desplazamiento
transversal. Solo el pequefio abultamiento generado por el borde de la discretizacion

altera esa carencia de movimiento.
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-—'— i : _-
L i L L

01 0.2 03 0.4 05 06 07 0.8 0.8

Fig. 1.55 Canion recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. w;. Vista 3D del mvto. transversal

Para la cuarta frecuencia, el comportamiento es similar, aunque con mayor
oscilacion. Cabe destacar el aumento en la zona de transicion del campo de
desplazamientos transversales a medida que se va incrementando la frecuencia. Esta
tendencia también la verifica el campo de desplazamientos verticales, como se
comprobard en el siguiente apartado. La vista tridimensional del movimiento transversal

para la cuarta frecuencia se presenta en la figura 1.56:
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6000

0.2

Fig. 1.56 Canon recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. wy. Vista 3D del mvto. transversal

Para terminar se presenta la figura perteneciente a la quinta frecuencia:

Fig. 1.57 Caiion recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. ws. Vista 3D del mvto. transversal
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1.3.2.3 Evaluacion del movimiento vertical

Al igual que el transversal, debido al cambio de seccidon, el movimiento vertical

no es nulo. Se expone en este apartado su variacion con la frecuencia. Para o;:
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Fig. 1.58 Carion recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. w,. Vista 3D del mvto. vertical
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Fig. 1.59 Caiion recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. w,. Vista 3D del mvto. vertical
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Para ws:
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Fig. 1.60 Caiion recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. w;. Vista 3D del mvto. vertical

Para w4:
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Fig. 1.61 Carion recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. w,. Vista 3D del mvto. vertical
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Y para la ultima frecuencia:
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Fig. 1.62 Caiion recto con ensanchamiento ante incidencia vertical. ws. Vista 3D del mvto. vertical
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1.4 CANON SEMIELIPTICO CON INCLUSION

Para este modelo se dispone de solucion analitica, deducida por Dravinski en
1980. Consiste en un caindn de seccion semieliptica relleno hasta la superficie libre por

un material mas blando, como muestra la figura:

N

Fig. 1.63 Seccion del caiion semieliptico con inclusion

La profundidad maxima (semieje menor) es de 1.4 um, mientras que el semieje
mayor alcanza las 2 um. Las propiedades fisicas del caiidon se denotaran con el subindice

1, mientras que las de la inclusion con el 2:

p1=1 p2=0.668
Ci1 =1 02:0.5
G =1 G, =0.167

El modelo serd sometido a un tren de ondas SH cuya frecuencia adoptard 3
valores, incidiendo sobre el caindn siempre de forma vertical (90°). Dichas frecuencias
son: o; =0.79 rad/s, m; = 1.57 rad/s y w3 = 2.36 rad/s

Se comenzo elaborando un modelo tridimensional con una elevada cantidad de
superficie libre (10 um a cada lado del cafion, lo que supone 1.26A, siendo A la longitud
de onda correspondiente a la frecuencia mas pequefia), y escasa longitud (20 um). El
tamafio de elemento varia desde A/§ en la zona del cafion (para la frecuencia mas alta)
hasta A/4, aproximadamente, en la zona del semiespacio mas alejada de la inclusion.

Dicho modelo tridimensional se representa en la siguiente figura:
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Fig. 1.64 Carion semieliptico con inclusion tridimensional

Aunque no atiende a los criterios de discretizacion deducidos en apartados

|

Inc: 90° w1l
Seccién central
Solucién analitica
3D

3.00

\

1.00

//\

-1.00

-3.00

3.00

anteriores, los resultados para la frecuencia mas baja no son del todo negativos:

4.00

1.00

2.00
0.00

-1.00

-2.00

4.00

2.00

0.00

-2.00

-4.00

Fig. 1.65 Caiion semieliptico con inclusion ante incidencia vertical. .
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Inc: 90° w2
Seccioén central
Solucién analitica
3D

3.00

1.00

-1.00

-3.00

4.00

3.00

| RSN ANYA 4\[

1.0
-1.00

2.00
0.00
-2.00

4.00

2.00

0.00

-2.00

-4.00

Fig. 1.66 Canon semieliptico con inclusion ante incidencia vertical. ;.
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4.00
3‘00 / \\ / / \
2.00
Inc: 90° w3
Seccio6n central
1.00 E— —
: \/\/ Solucién analitica
3D
0.00
-1.00
~ |
-2.00
3.00 -1.00 1.00 3.00
-4.00 -2.00 0.00 2.00 4.00

Fig. 1.67 Carion semieliptico con inclusion ante incidencia vertical. w;.

La modificacién del modelo tridimensional consistié en reducir la superficie

libre a 5.6 um (0.7A, utilizando la frecuencia menor) e incrementar su dimension

longitudinal hasta 160 um (20A). De este modo, la relacion ancho:largo es del orden de

1:10, cumpliendo asi uno de los requisitos deducidos en anteriores cafiones. El tamafio

de elemento se ha mejorado, siendo ahora del orden de A/8 en todo el candn. Con estos

parametros, los resultados logrados fueron los siguientes:

4.00
3.00 /\ ( )
Inc: 90° w1l d=10
—— Solucién analitica
2.00
— x1
— | x2
1.00 — — — x3
x4
0.00 — x5
—— X6
— X7
1.00
M~ | — x8
& J
-2.00
3.00 -1.00 1.00 3.00
-4.00 -2.00 0.00 2.00 4.00

Fig. 1.68 Carion semieliptico con inclusion ante incidencia vertical. w,.

En primer lugar, cabe mencionar que la curva que representa la solucion

analitica ha sido obtenido en condiciones muy adversas, por lo que su exactitud es
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relativa. De cualquier modo, los resultados numéricos son mas que aceptables.
Conviene ademas resaltar el hecho de la escasa influencia del borde del modelo sobre la

solucion. La seccion que corresponde a dicho borde es la xg, que se solapa con las

demas.
4.00 ( )
Inc: 90° w2 d=10
3.00 ——— Solucidn analitica
— x1
2.00 d“$‘

| N\ B
\J V °

0.00 x5

— X6

— X7

X8

-8.00 -4.00 0.00 4.00 8.00

Fig. 1.69 Carion semieliptico con inclusion ante incidencia vertical. w,.

4.00 Inc: 90° w3 d=10

A A —— Solucién analitica

- AA =
i a—

1.00 =

x4

x5
0.00

— X6

— X7
-1.00

— X8

-2.00 - o

-8.00 - -4.00 ) 0.00 ' 4.00 ' 8.00

Fig. 1.70 Canon semieliptico con inclusion ante incidencia vertical. ;.

En estos dos ultimos casos si que aparece la influencia del borde del modelo,
pero la discrepancia entre esta seccion y las demds no es alta. En general, los resultados
numéricos pueden considerarse aceptables. La amplificacion que sufre el
desplazamiento anteroposterior en la superficie de la inclusion se debe a que parte de las
ondas incidentes se difractan, entrando en la misma, y quedando ‘atrapadas’ en ella,
puesto que, en ese momento, la superficie que la rodea posee una densidad mayor. Esto
explicaria el efecto local que se produce en geometrias de este tipo, similar a la de

Ciudad de México.



192 Aplicacion del MEC para la obtencion de la respuesta temporal ante solicitacion sismica

El desplazamiento anteroposterior a lo largo y ancho del cafion puede

visualizarse mediante un grafico tridimensional. Asi, para la primera frecuencia:

100

0.5 1.0 15 20 25 3.0 35

Fig. 1.71 Carion semieliptico con inclusion ante incidencia vertical. ;.
Vision 3D del mvto. antero-posterior

Quizas en este tipo de grafica se aprecia mejor la alteracion en el campo de
desplazamientos provocada por el borde de la discretizacion. Para la segunda frecuencia

seria:

1 L
0.5 1.0 1.5 20

Fig. 1.72 Carion semieliptico con inclusion ante incidencia vertical. w,.
Vision 3D del mvto. antero-posterior
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De igual forma, para la tercera frecuencia:

“ 80

05 10 1.5 20 25 3

Fig. 1.73 Carion semieliptico con inclusion ante incidencia vertical. w;.
Vision 3D del mvto. antero-posterior

Se comprueba, por ultimo, que el campo de desplazamientos transversal y
vertical es nulo, producto de la simetria del problema. Solo para la tercera frecuencia se
altera levemente el problema antiplano, apareciendo pequefias ondulaciones en el
desplazamiento transversal, fruto del hecho de estar trabajando con un modelo
tridimensional, ademas de las tipicas amplificaciones originadas por el borde del
modelo. De cualquier forma, se aprecia como la magnitud de este campo de
desplazamientos es aproximadamente un orden de magnitud inferior al movimiento
anteroposterior, especialmente en la zona central del modelo, lejos del borde. Dicho

campo de desplazamientos transversal se comporta del siguiente modo:
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Fig. 1.74 Caiion semieliptico con inclusion ante incidencia vertical. w;. Vision 3D del mvto. transversal
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1.5 INFLUENCIA DEL EFECTO LOCAL SOBRE ACELEROGRAMAS

1.5.1. Introduccion

Se pretende en este apartado cuantificar como varia un determinado
acelerograma cuando la estacion medidora se sitila en zonas con alteraciones
topograficas, las cuales son capaces de inducir una amplificacion o reduccion del sismo.
Como aplicacion directa, se estudiard el desplazamiento que sufre la segunda planta de

una misma estructura si ésta se hubiese construido en diferentes localizaciones.

9000

A
Y

3000
>

5 4 2 1

. '\_3’_/¢ 400

Fig. 1.75 Seccion del canion semieliptico

Como principales herramientas de trabajo, se necesitard el algoritmo FFT y el
modelo numérico bidimensional. El movimiento sismico empleado sera el ocurrido en
la localidad de El Centro, California, en 1940. La geometria sobre la que actia es un
valle aluvial, de 6 km de ancho, y 400 m de profundidad. La seccién se supondra
semieliptica, como se muestra en la figura 1.76. Los 5 puntos donde supuestamente se

coloca la estructura han sido enumerados:

En cuanto al material que compone el valle, se supondrd en un primer caso que
es granito, y en el segundo, arcilla. Se pretende cuantificar la influencia de la densidad
del material sobre los desplazamientos que provoca el terremoto. Dicho sismo se

compone de un tren de ondas SH, de frecuencia variable, e incide con 3 éangulos

distintos: 90°, 45°y 0°.

El proceso de calculo comienza determinando, mediante el modelo numérico
bidimensional, la funcion de transferencia en cada uno de los puntos de interés. Esto es,

se hace incidir sobre el valle una onda de frecuencia conocida con cada uno de los
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angulos prescritos. El rango de frecuencias lo determina la geometria y el acelerograma
que se esté utilizando. En nuestro caso, no fue necesario superar los 158 rad/s. Dicha
funcion de transferencia es necesario tratarla, puesto que se encuentra contaminada por

el ‘efecto viajero’ de la onda. Ya se explicara en qué consiste y cOmo se repara.

Una vez se conozca como es el comportamiento de un punto de la superficie del
valle con la frecuencia, se multiplica el espectro del acelerograma por la funcion de
transferencia obtenida, todo ello mediante el algoritmo FFT. El resultado de esta
multiplicacion no es mas que el espectro del desplazamiento anteroposterior de la
superficie en el punto en cuestion. Aplicando de nuevo el algoritmo FFT para
determinar ahora la transformada inversa, se obtiene en el dominio temporal el

movimiento de dicho punto.

1.5.1.1 Influencia del efecto viajero

El ‘efecto viajero’ de la onda, al cual se hizo mencion lineas atrés, consiste en el
retardo que sufre la respuesta debido a que la velocidad de la onda es finita. Puntos
proximos entre si no reflejardn este fendémeno, pero si aquellos entre los que existan
distancias del mismo orden de magnitud que la velocidad, en cifras, obviamente.

Considérese un medio duro, como por ejemplo el granito, y tres puntos
equidistantes (500 m). Su separacion es lo suficientemente grande como para detectar
un retardo considerable en la excitacion. El origen del sistema de coordenadas se tomara

en el punto n°3. Al ser este punto la referencia, en el instante t=0 comenzaré en ¢l el

acelerograma:
1 2 3
@ @ o—
500 500
SH

Fig. 1.76 Onda SH con incidencia rasante sobre semiespacio

Sin embargo, la onda habra pasado previamente por los puntos 1 y 2, de ahi que
los acelerogramas de estos nodos no comiencen en 0. Si no se tiene en cuenta el efecto
viajero de la onda, el programa que contiene el algoritmo FFT aportaria las siguientes

curvas:
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a, g

0.40

0.20:0 A I\A M

|
0.00 | /\JA \\\ I\\\ e
mﬂ\\/\/h, \ [ | —

VY

-0.40

0.00 ' 1.00 ' 2.00 3.00 } 4.00 ) 5.00

t(s)

Fig. 1.77 Perdida de informacion en acelerogramas

Se aprecia que solo existe una traslacion temporal de los registros, sin cambio de
forma alguna. Para que los acelerogramas partan de 0, se deberia trasladar el punto de
referencia al nodo 1, que es el que primero recibe a la onda. De este modo, el instante
t=0 coincide con el momento en que la excitacion solicita al origen, y a partir de aqui
comienza a transcurrir el tiempo, apreciandose como el sismo llega a los otros nodos

con cierto retardo. Se representan los 5 primeros segundos:

a, g

0.40

ol

0.10

D
" \fv\/)\/:X\/-’
-0.10 M~ —]

-0.20

Punto 1

—
—
——i
I —

Punto 2

Punto 3

L ———

—
447—

-0.40

0.50 1.50 2.50 350 450
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

t(s)
Fig. 1.78 Cambio del punto de referencia
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Los registros se encuentran desfasados 0.4 s, que es el tiempo que emplea la

onda en recorrer la distancia que separa dos nodos consecutivos. De forma analitica:

e 1500

¢, 374746

Ya en el dominio de la frecuencia, la operaciéon que efectua esta traslacion
temporal es la multiplicacion de la funcidon de transferencia por un fasor de modulo
unitario, deducido a partir de la definicion de Transformada de Fourier. Para
demostrarlo, se calcula la Transformada de la funcién de transferencia en el dominio

temporal, y desplazada una cantidad to:
f h(t—t,)e " dt :f h(s)e U ds =7 J._OO h(s)e " ds =" H(w)

siendo ty el tiempo que tarda la onda en recorrer la distancia comprendida entre el nodo
bajo estudio y el punto de referencia. Una forma alternativa de representar este fasor
seria:

o i e—i(kwky)’
donde k es el nimero de onda: k = w/c,, siendo ¢, la velocidad de propagacion de la
onda. Esta ultima forma de expresar el fasor resulta muy util para incidencia oblicua, ya
que en este caso no resulta inmediato el calculo del tiempo de traslacion.

Se supondré, en lo que queda de apartado, que el instante t=0 es el mismo para
todos los nodos, es decir, se considera que el terremoto llega a cualquier punto del valle
aluvial en el mismo momento, o, lo que es lo mismo, se anula el efecto viajero. Asi se

podran comparar los acelerogramas registrados en los distintos sismografos del valle.
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1.5.2 Influencia de las caracteristicas del terreno
1.5.2.1 Canon Granitico

La geometria de este cafion es la representada en la figura 1.76. Las propiedades

del material son las siguientes:

G=3.71-10"" N/m?
p =2641.65 kg/m’

c, :\F:3747.56m/s
P

Para la primera situacion, en la que la excitacidon incide verticalmente, s6lo es
necesario representar los registros de 3 nodos, por cuestion de simetria. Aunque este
movimiento sismico dura aproximadamente 30 segundos, se representard Unicamente
los 5 primeros, donde la solicitacion es de mayor magnitud. Se comparan las curvas con
el desplazamiento de un punto ubicado en el semiespacio, y a una distancia suficiente

como para considerar que el cafion no influye en su movimiento:

a, g
0.80
0.60
0.40 k I
( )
020 A /A A | ) /A A Inc: 90°
—— Semiespacio
0.00 Aav/}w%%\\ /‘mﬂ /I\ VMA ; o 1009)
: —— Punto1(y
‘l V ~——— Punto2(y4)
-0.20 \
| \'f I v [V | — e
. J
-0.40 ¥ t
-0.60
-0.80
0.50 1.50 2.50 3.50 4.50
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

t(s)

Fig. 1.79 Acelerogramas registrados a lo ancho del canon. Incidencia vertical

El punto 1, al igual que el 5, presentan un registro idéntico al original, el cual

seria el que tuviese un punto del semiespacio infinitamente alejado de la anomalia
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topografica. Dicho resultado podria resultar evidente, por encontrarse ambos nodos a
6000 m del valle. Sin embargo, los puntos 2 y 4, por su ubicacion, presentan un
aumento en lineas generales de los valores del acelerograma original. Recuérdese que
eran los vértices del cafion semicircular los que presentaban las mayores
amplificaciones del desplazamiento anteroposterior, independientemente del valor de la
frecuencia. Por su similitud, se podria extrapolar esta conclusion a este tipo de cafion. El
valor méximo para este nodo alcanza 0.496g, lo que supone un 55.3% respecto al valor
maximo del registro original, aunque se produce en otro instante de tiempo.

El punto 3, localizado en el fondo del valle, sufre una reduccion general de sus
valores, respecto a los que se encuentran suficientemente alejados sobre la superficie

libre.

Ante incidencia oblicua se rompe la simetria en el comportamiento de los
puntos. Dicho ataque tiene lugar por el costado izquierdo del valle. Asi, para 45°, los

registros obtenidos fueron estos:

a, g
0.80

0.4;) | ) .
0.20 M !I/\\ \: A /\ Inc: 45°
( \ —— Semiespacio
T J// \ ///// i M —

0.20 “ , Punto 3
v \i W v V V V V —— Punto 4
\

-0.40

—

Punto 5

-0.60

-0.80

0.50 150 2.50 3.50 450
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

t(s)

Fig. 1.80 Acelerogramas registrados a lo ancho del carion. Incidencia oblicua

El punto 1 vuelve a adoptar los mismos valores que el registro original, debido
tanto a su lejania del cafidon como a su situacidon opuesta respecto a la incidencia de la
onda. El punto 2 tampoco se ve alterado gravemente. En algunas zonas adopta valores

superiores al registro de partida, pero en general es muy parecido. El punto 3, si bien
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presenta un acelerograma distinto al original, en magnitud sufre en algunos tramos
cierta amplificacion, y en otros, reduccioén. No se puede calificar como zona de sombra
o de amplificacion, para esta incidencia.

Es el punto 4 el que, a grandes rasgos, presenta valores sobresalientes del resto,
y naturalmente, del original. La amplificacion maxima llega hasta el 70.2%.,
alcanzéndose una aceleracion de 0.543g. La explicacion es la misma que se dio para el
cafion de seccidon recta e incidencia oblicua. Por ultimo, el punto 5, al encontrarse
también muy alejado del valle, no altera de forma profunda el registro. De hecho, es
muy similar al registrado en la posicion 1.

De la grafica resalta el desfase de aproximadamente 0.1 s existente entre las
curvas correspondientes a los puntos 1 y 5. Se debe a la presencia del cafion en el
semiespacio. Esta alteracion topografica provoca una variacion en los tiempos de
recorrido de la onda, cuando ésta viaja entre los distintos nodos, en comparaciéon con la
situacion de semiespacio libre. Debido al efecto local, la onda debe recorrer una mayor
distancia cuando cruza el cafidn, lo que se traduce en una inversion de tiempo mayor.
Para corregir esta situacion, bastaria sumar al t, original este tiempo de desfase. Esto no
altera de ningun modo los valores de cada registro, s6lo provoca la traslacion temporal,

como se demuestra en la siguiente figura:

a, g
0.80

0.60

0.40

Inc: 45°

Semiespacio

0.00 — Punto 1

Punto 2

-0.20

Punto 3

—— Punto 4

-0.40

Punto 5

-0.60

-0.80

0.50 1.50 2.50 3.50 450
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

t(s)

Fig. 1.81 Acelerogramas corregidos. Incidencia oblicua
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Cuando la incidencia es rasante, la discrepancia entre las curvas se hace mas

evidente:
a, g
0.80
0.60
( A
0.40
Inc: 0°
0.20 —— Semiespacio
—— Puntol
0.00 — Punto 2
Punto 3
-0.20
— Punto 4
-0.40 ~———— Punto5
& J
-0.60
-0.80
0.50 1.50 2.50 3.50 4.50
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

t(s)

Fig. 1.82 Acelerogramas registrados a lo ancho del canion. Incidencia rasante

Si, como se comentd anteriormente, se incluye el desfase producto del efecto

local en el fasor, el resultado para incidencia rasante es el siguiente:

a, g
0.80
0.60
( A
0.40
Inc: 0°
0.20 —— Semiespacio
—— Puntol
0.00 — Punto 2
Punto 3
-0.20
— Punto 4
-0.40 ~———— Punto5
\ J
-0.60
-0.80
0.50 1.50 2.50 3.50 4.50
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00
t(s)

Fig. 1.83 Acelerogramas corregidos. Incidencia rasante
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El maximo valor de aceleracion se produce ahora en los puntos 3 y 4, aunque
destaca, como siempre, el ubicado en el vértice del caidon, mientras que el punto 2
parece ser zona de sombra, por situarse la mayoria de sus valores por debajo de los del
acelerograma de partida. Los registros de los puntos 1 y 5 son muy parecidos en
magnitud. La maxima aceleracion en la ubicacion definida por 4 llega hasta 0.561g,

superando el 76% respecto al valor maximo del sismograma de partida.

Una vez se ha ratificado la modificaciéon del registro debido a cambios
morfolégicos en el semiespacio, se aplican los resultados a un caso particular.
Supongase una estructura de dos plantas similar a la utilizada en un capitulo 4, que
presenta un portico plano como el de la figura. Dicho modelo se colocard en las
posiciones definidas por los 5 puntos estudiados.

La estructura es solicitada en su base por el movimiento sismico de El Centro
(1940). Mediante una serie de simplificaciones, se reducird el nimero de grados de
libertad a solo dos, ya que se considera que la masa es posible concentrarla en el centro
geométrico de las plantas, permitiéndose exclusivamente el movimiento en el plano del
portico por suponerse los dinteles infinitamente rigidos y los pilares inextensibles.
Como se aprecia, se trata de una estructura no amortiguada, unida sé6lo al bastidor con

rigideces de distinto valor:

a(t)
AT )

Fig. 1.84 Estructura de dos plantas (Modelo)

Los valores numéricos de cada constante son los siguientes:
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E =2.0-10° N/cm’

1=2700 cm*
Hi=H,=3m
K; =240 N/cm
K, =120 N/cm

M = M, = 2500 kg

Se estd entonces ante un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas, que es

necesario desacoplar para encontrar los desplazamientos que experimenta cada grado de

libertad. Efectuando el mismo desarrollo matematico que en el capitulo 4 se introdujo,

se llega a la siguiente expresion:

. T
Mj *yj(t)+Kj*yj(t):¢j MJa(t)

En este caso, el sistema de ecuaciones acoplado queda reducido a 2 ecuaciones

desacopladas, cada una de ellas similar a la que corresponderia a un modelo con un

unico grado de libertad. Las matrices de rigidez y de masa son:

SIEI 241
| T T | [ amme <2310
24E1  24El -2.1310°  2.2510°
A |
2500 0
M = kg
0 2500

Para hallar el valor de las frecuencias propias se resuelve el determinante:

4.7710° - 25000° -2.1310° B

‘K B sz‘ - 5 5 20
—-2.1310 2.2510° — 25000

Los posibles valores que verifican esta igualdad son:

0’ =4143 = w, =644 rad/s = T, =0976s
w," =239.64 = w,=1548 rad/s = T, =0.406 s
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Los autovectores serian:

(2237 -2)¢, -0, =0  Si ¢, =1 = ¢, =1.752

2
(2237-4,)¢, -9, =0  Si ¢,=1 = ¢,, =-0.571, siendo g = 220007

2.1310°

1 1

Por tanto: @ =
1.752 -0.571

La matriz de masa generalizada seria:

. 407 0
M*=®" Md = 2500 kg
0 1326

Y el segundo miembro de la ecuacion diferencial desacoplada quedaria como:

’ 2.752 ) 1
D" MJ =2500 , Siendo J =
0.43 1

Por tanto, el sistema desacoplado seria el siguiente:

2.752
Yl + a)IZYl = _WQBASEU)

0.43

Y, +a)22Y2 :_Eamsg@)

Introducir un cierto amortiguamiento en la estructura no supone modificar sus
propiedades intrinsecas, como son en este caso sus frecuencias propias. De ahi que, a
partir de este momento se considere a la misma con disipadores de energia dependientes
de la velocidad. Se supone, en un primer término, que el amortiguamiento asciende a un

2%, con lo que los desplazamientos maximos de cada modo segun la Norma serian:
2.752
7,=0976s = S, = 470575.7 =3.854inch=9.79 cm

T, =0.406s = S, :10'342361.25:0.4051'nchzl.029cm
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Por tanto:
- Primer modo de oscilacion:
- Desplazamiento de la Ira. Planta: 9.79 cm

- Desplazamiento de la 2da. Planta: 1.752-9.79 = 17.152 cm

- Segundo modo de oscilacion:
- Desplazamiento de la 1ra. Planta: 1.029 cm

- Desplazamiento de la 2da. Planta: 0.571-1.029 = 0.587 cm

Los desplazamientos maximos respectivos de cada planta seran:

X" =17.152% +0.587% =17.162 cm
X" =1/9.79% +1.029° =9.844 cm

La respuesta temporal de cada planta es posible calcularla a partir del programa
que contiene el algoritmo FFT. Asi, si se considera que el cafidon estd constituido de
granito, los desplazamientos que sufriria la segunda planta si la estructura estuviese en

cada uno de los puntos seria como sigue. Para incidencia vertical:

Dx (m)
0.40
0.30
4 )
0.20
Inc: 90° 2da Planta
0.10 /ﬂ A A A} ——— Semiespacio

—— Punto 1 (y 5)

NN
RAVRVAVRVAVAVAVAAYI S5

o Y V /2 I /A -/ \ J
0.20 V
-0.30
-0.40
1.00 3.00 5.00 7.00 9.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

t(s)
Fig. 1.85 Desplazamiento de la 2da. Planta. Incidencia vertical
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Si la estructura se construyese sobre la superficie libre, muy alejada del cafion, el
maximo desplazamiento que experimentaria la segunda planta seria de 18.64 cm,
ligeramente por encima del valor propuesto por la Norma, concretamente un 8.6%. Si la
estructura se colocase sobre los puntos 1, 5 y 3, las curvas indican que ni el movimiento
de la estructura ni su desplazamiento maximo diferirian mucho del movimiento de la
misma sobre superficie libre. Sin embargo, la posicion de los puntos 2 y 4 si que
incrementa el desplazamiento méaximo, llegando hasta 23.71 cm, un 27.2% superior al
valor correspondiente a la estructura sobre el semiespacio, y un 38.15% superior al de la
Norma.

Para incidencia oblicua, es de esperar que la magnitud de los desplazamientos

maximos crezca. Asi, para 45°:

Dx (m)
0.40

0.30

0.20 N ( )
/\ /\ Inc: 45° 2da Planta
010 A ‘ ‘ 7 R /L A ——— Semiespacio
_ AL /\\ / \ | “ ! | \ Punio L
0.00 | I \ | Punto 2
) / ; J N Punto 3

\\>

“ / \"
\y \ \/ —— Punto 4

0.20 Punto 5

V ( )
-0.30
-0.40
1.00 3.00 5.00 7.00 9.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

t(s)
Fig. 1.86 Desplazamiento de la 2da. Planta. Incidencia oblicua

Destaca sobre todos los demas el punto 4, presentando un desplazamiento
maximo de 25.16 cm, esto es, un 35% mayor que el valor correspondiente al de la
estructura sobre semiespacio, y un 46.6% respecto a la Norma. La siguiente localizacién
que presenta valores de mayor porte es la 3, y a ésta la siguen a la par las restantes. En
este caso, no existe gran diferencia entre los puntos 3 y 4.

Las curvas de desplazamiento de las posiciones 1, 2 y 5 se solapan con la
correspondiente a la estructura sobre superficie libre. Se deduce de ello que, bajo estas
circunstancias, es posible considerar que la influencia de la alteracion topografica a una

distancia igual al ancho del caiién (6000 m) es casi nula.
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Para incidencia rasante, éstos son los resultados:

Dx (m)
2 A ( )
AR ppopop
AN AN
VR VATRVRVAVAVIAY e
\J \\/ \ // V \/ \V Vv —— Punto4
020 V I Punto 5 )
-0.40 o . . o o

t(s)

Fig. 1.87 Desplazamiento de la 2da. Planta. Incidencia rasante

Vuelve a ser la localizacion del punto 4 la que provocaria mayores
desplazamientos en la segunda planta de la estructura, llegando a un méximo de 25.86
cm, so6lo 7 mm por encima de la incidencia a 45°. Se aprecia, por otro lado, que la
posicion 3 generaria desplazamientos muy proximos a los del 4.

Destacar por ultimo la zona de sombra en la que se encuentra el punto 2. Los
movimientos que sufre la segunda planta a lo largo del terremoto son inferiores a los de
cualquier otra ubicacion, presentando un desplazamiento maximo de 15.75 cm, es decir,
un 9% inferior al valor de la Norma, y 18.35% por debajo de lo que supondria colocar el
modelo en el semiespacio. Los puntos 1 y 5 pueden ser de nuevo considerados como

semiespacio. La influencia del cafion sobre ellos es escasa.

Para finalizar con el cafion de granito, se representa la evolucion del movimiento

de la segunda planta cuando la estructura se localiza en el nodo 4:
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Dx (m)
0.40

0.30

0.20 N
010 /\ /\ /\ A\ N Nodo 4 2daPlanta

Inc: 0°
Inc: 45°

[VRVETRVAVRVIAVIRVA

1.00 3.00 5.00 7.00 9.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

t(s)
Fig. 1.88 Desplazamiento de la 2da. Planta. Punto 4

Aunque las frecuencias propias de la estructura se encuentran en la zona donde
los armonicos del terremoto tienen mayor amplitud, parece ser que no es suficiente para
provocar amplificaciones muchisimo mayores. También es cierto que el material con el
se esta trabajando posee una gran densidad, lo que dificulta la aparicion de efectos
resonantes como los que se buscan, ya que los modelos con los que se trabaja presentan

frecuencias propias bajas.

En definitiva, para este caidn granitico, el caracter espacial de la excitacion y el
efecto local han modificado los registros de forma apreciable en los puntos de los
vértices y en lo mas profundo del valle, con valores de aceleracion superiores al 70%.
Sin embargo, este porcentaje se reduce a la mitad cuando se habla del desplazamiento
maximo sufrido por la segunda planta de la estructura estudiada. No obstante, la

influencia tanto del efecto local como del 4ngulo incidente ha quedado patente.

1.5.2.2 Carion arcilloso

Se realiza el mismo estudio que para el caso anterior. Tanto la geometria del

caidén como la ubicacion de los puntos es idéntica al del cafion granitico. Lo tinico que

se modifica son las propiedades del material. En este caso:
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G =3.2175-10" N/m?
p = 1425 kg/m’

La velocidad de propagacion resulta ser de:

c. = G =150.26m/s,

e
muy inferior a la del granito. En este caso, es de esperar que el desfase temporal

provocado no so6lo por el efecto viajero, sino también por el efecto local, sea mayor,

puesto que el tiempo que invierte la onda en propagarse es netamente superior.

Los registros que presentarian los 5 sismografos localizados en las 5 posiciones,

para las 3 incidencias analizadas serian:

a, g

0.80

| - , .
- N L A o[
o A M a2 e

A A IRY A I\ ez
bl V YT e

-0.40 1

-0.60

-0.80

0.50 1.50 2.50 3.50 450
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

t(s)

Fig. 1.89 Acelerogramas registrados a lo ancho del carion. Incidencia vertical

El valor maximo se registra en los puntos 2 y 4, siendo de 0.50g, lo que supone
mas del 57% con respecto al valor maximo del sismograma de partida, y muy similar al
cafion granitico. En general, la magnitud del terremoto en la posicion 3 seria inferior al

original. Y en los puntos 1 y 5, igual, producto de su lejania al accidente topografico
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Para incidencia oblicua:

a, g
0.80
0.60
|| , N
0.40 A A Inc: 45°
‘(\\,\\ A —— Semiespacio
\\ ‘ —— Punto 1
| | | ~———— Punto 2

|
0.00 —! A\ ﬁ ‘
| "W W\ # Punto 3
v 0 B
0.40 U

-0.80

0.50 1.50 2.50 3.50 450
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

t(s)

Fig. 1.90 Acelerogramas registrados a lo ancho del carion. Incidencia oblicua

Destaca por encima de todas la curva del punto 4, presentado 4 picos con
aceleraciones superiores a 0.55g, y con un maximo de 0.572g, lo que representa un 80%
mas que el valor maximo registrado en 1940. En este caso, al efecto local y a la
incidencia oblicua habria que afadir la blandura del terreno para explicar este
comportamiento. Sin embargo, los acelerogramas aportados por el resto de posiciones
no difieren de forma notable respecto al registro original. Esta conducta, normal en los
puntos 1 y 5, rompe la tendencia detectada en el cafidon granitico correspondiente a las
localizaciones 2 y 3: la primera figura como la segunda posicién que presenta mayores

amplificaciones, y la segunda, zona de sombra o reduccion.

Pero, sin duda, la incidencia rasante es la que presenta mayores cambios
respecto al comportamiento esperado del sismografo cuando se ubica éste en los nodos

estudiados:
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ag
2.00

1.50

§ T —
oA R ARA VA A=

0.00 Sd R y \"2
= \V \” / \V, \V — pumoz
-0.50 ] \/ U Punto 3
—— Punto 4
-1.00 ~———— Punto 5
. J
-1.50
-2.00
0.50 1.50 2.50 3.50 4.50
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00
t(s)

Fig. 1.91 Acelerogramas registrados a lo ancho del carion. Incidencia rasante

Es ahora el punto 2 el que sufre las mayores aceleraciones, llegando a un pico de
1.447¢, es decir, mas de un 350% respecto al valor maximo del terremoto original. El
origen de este fendmeno se encuentra en la funcion de transferencia obtenida a partir del
modelo numérico bidimensional. En la siguiente figura se expone el modulo de dicha

funcion hasta aproximadamente 100 rad/s:

[H(w)|
12.00
10.00
ANARAIr
8.00 IH(w)
—— Punto1

6.00

\/ \/ \/ \/ ~——— Punto 2

Punto 3

V- N P _\V__\ A AN A Punto 4

4.00 /\/v\/\l’\vv\/vvvvv AN NSNS S
/4\/ ~———— Punto 5

2.00

0.00

10.00 30.00 50.00 70.00 90.00
0.00 20.00 40.00 60.00 80.00 100.00

w (rad/s)

Fig. 1.92 Médulo de la funcion de transferencia correspondiente
al desplazamiento del suelo en cada nodo. Incidencia rasante
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Se aprecia como la funcidn de transferencia del punto 2 oscila en torno a 7.5, lo
que supone una amplificacion del orden de 3.75. Este comportamiento, debido
probablemente a un efecto resonante en el cafion, s6lo se produce en esta localizacion.
La conducta del resto de puntos es muy similar a la estudiada hasta el momento. La
funcion de transferencia de la posicion 4 se mueve en los alrededores de 4, lo que
explicaria por qué la sefial registrada en el sismografo es del orden del doble (respecto a
la original, obviamente). Los puntos 1 y 5 presentan acelerogramas muy parecidos al
original, producto de la estabilidad de sus respectivas funciones de transferencia

alrededor de 2.

Se coloca ahora en cada nodo, para las 3 incidencias, la misma estructura con la
que se trabajé en el cafidon granitico, y se analizan los desplazamientos de la segunda

planta. Para incidencia vertical:

Dx (m)

0.40

0.30

0.20 ( h

VAR R R R A [
| A AWAWAW(ES
010 \/ \\,,/ \ / \ \/ \V// \/ \/ v ——— Punto3

-0.30

-0.40

1.00 3.00 5.00 7.00 9.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

t(s)
Fig. 1.93 Desplazamiento de la 2da planta. Incidencia vertical

Como era de esperar, los puntos donde el desplazamiento de la estructura es
mayor son los vértices del cafion (posiciones 2 y 4). Si la estructura se construyese en
dichos puntos, la segunda planta experimentaria un desplazamiento maximo de 30.52
cm. El movimiento sufrido por dicha planta en 1 y 5 coincide con el que tendria en
superficie libre, puesto que los registros sismicos son casi idénticos. El punto 3 presenta

una situacion intermedia entre los vértices y los extremos. Al final de este apartado se
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efectlia una breve comparativa entre los resultados obtenidos para los dos cafiones y el

valor predicho por la Norma.

Ante incidencia oblicua, la segunda planta se moveria del siguiente modo:

Dx (m)
0.40
0.30
0.20 N /\ N ( )
/ /\k \ /\ (\ Inc: 45° 2da. Planta
010 , ( ,A A ——— Semiespacio
JAA A y \ \ y '\ [I '\ k Punto 4
0.00 & \ I ~———— Punto 2
ot \ \ Punto 3
0. v V
v \ \”] \/ \/ V || — Puntos
0.20 \/ \ \/ . ~———— Punto5 J
0.30 V
-0.40
1.00 3.00 5.00 7.00 9.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

t(s)
Fig. 1.94 Desplazamiento de la 2da planta. Incidencia oblicua

En este caso resalta el punto 4, provocando un desplazamiento maximo de 34.74
cm. Las posiciones 1, 2 y 4 generan movimientos muy parecidos, y casi idénticos al
caso de superficie libre. El punto 3 se presenta como zona de sombra.

Para incidencia rasante:

Dx (m)

0.80

E WY
Sk A AR A=
MARVAR VAR VAR VAR VAR VAR VAN A Bt

\/V\/\/\/"\/ \V VY —— Punto4

-0.40 \/ ~——— Punto5
S J
-0.60
-0.80
1.00 3.00 5.00 7.00 9.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00
t(s)

Fig. 1.95 Desplazamiento de la 2da planta. Incidencia rasante
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Es el punto 2 ahora el mas peligroso para la estructura, suponiendo
desplazamientos netamente superiores al resto de posiciones. El maximo alcanza un
valor de 52.85 cm. Le sigue en amplificacion la posicion 4 y la 3. Los puntos 1 y 5 se
pueden considerar como pertenecientes al semiespacio, puesto que no introducen

ninguna modificacion en las curvas de desplazamiento.

Se expone a continuacion la evolucion de los puntos 2 y 4:
Dx (m)
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Fig. 1.96 Desplazamiento de la 2da planta. Punto 2
Dx (m)
0.40
0.30 i/\\

AN AVARANAWINAW o
VRYRIRIRVEYRYAY

-0.20

-0.30 V

-0.40

1.00 3.00 5.00 7.00 9.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

t(s)
Fig. 1.97 Desplazamiento de la 2da planta. Punto 4
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Se compara por ultimo el campo de desplazamientos de la segunda planta en una
misma posicion cuando la estructura se sitiia en el caiidn granitico o en el arcilloso, para

incidencia vertical y rasante (puntos 3 y 4):

Dx (m)
0.40

0.30

T AR R s
/\\ NAWAWAWARIN -

Granito

Arcilla

0.00 ) 2.00 ) 4.00 6.00 ' 8.00 } 10.00

t(s)
Fig. 1.98 Desplazamiento de la 2da planta. Incidencia vertical. Punto 2 (y 4)
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Fig. 1.99 Desplazamiento de la 2da planta. Incidencia vertical. Punto 3

Se aprecia como en el terreno arcilloso el campo de desplazamientos es
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Inc: 0° Punto 4
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Fig. 1.100 Desplazamiento de la 2da planta. Incidencia rasante. Punto 4
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Fig. 1.101 Desplazamiento de la 2da planta. Incidencia rasante. Punto 3

La siguiente tabla incluye los valores maximos de los desplazamientos de la

segunda planta, en cm, y los porcentajes de variacion respecto al valor predicho por la

Norma, por un lado, y por otro, respecto al valor del semiespacio. Se pretende con ello

cuantificar en porcentajes la influencia del caricter espacial de la excitacion y la

presencia del cafion.
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Segin la Norma, el desplazamiento que sufriria la segunda planta seria de
17.162 cm, mientras que si la estructura estuviese en el semiespacio, segin el programa

que integra el algoritmo FFT, esa distancia seria de 18.64 cm.

Nomenclatura:

- Dx,: Desplazamiento maximo de la segunda planta en el cafion granitico

- Dx,: Desplazamiento maximo de la segunda planta en el cafion arcilloso

Dx,(90°) Dx,(45°) Dx,(0°) Dx,(90°) Dx,(45°) Dx,(0°)
1 18.83 18.08 18.33 19.61 19.91 16.94
(9.72%,1.02%)  (5.35%,-3.1%)  (6.8%,-1.7%)  (14.26%, 5.2%) (16.01%, 6.81%) (-1.31%, -10%)
2 23.71 18.51 15.74 30.52 21.22 52.85
(38.12%,272%)  (7.8%,-0.7%)  (-9.0%, -184%)  (77.8%, 63.7%)  (23.6%, 13.8%) (208%, 183.5%)
3 19.04 24.35 2391 20.68 11.29 30.52
(10.9%, 2.14%)  (41.9%,30.6%) (39.3%,28.3%)  (20.5%, 10.9%)  (-52%, -65.1%)  (77.8%, 63.7%)
4 23.71 25.16 25.86 30.52 34.74 36.02
(38.12%, 272%)  (46.6%,34.9%)  (50.7%,38.7%)  (77.8%, 63.7%)  (102%, 86.4%)  (109.8%, 93.2%)
5 18.83 18.69 18.63 19.61 18.85 18.12

(9.72%, 1.02%)  (8.9%,0.26%)  (8.55%, -0.05%) (14.26%, 5.2%)  (9.83%, 1.12%)  (5.58%, -2.87%)

En lineas generales, se puede considerar que los puntos 1 y 5 no se encuentran
afectados por la presencia del cafion, por lo que puede afirmarse que, a una distancia
igual al ancho del cafion, la influencia del efecto local casi desaparece.

La ubicacion del punto 2 representa una zona de sombra, en el cafion granitico.
Cuando el material es arcilla, desaparece esta tendencia y se amplifica de forma
espectacular para incidencia rasante.

En la posicion 3 no se incrementa de forma excesiva la respuesta, y su
comportamiento no guarda una relacion definida con el caracter espacial de la onda.

El punto 4 representa, en términos generales, una zona de amplificacion del
movimiento, independientemente del material. Cuando el angulo de incidencia se
reduce, la respuesta incrementa su cuantia, siendo el terreno arcilloso el que genera

mayores coeficientes amplificadores.
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2. ANALISIS DEL CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS DE
PRESAS BOVEDA ANTE SOLICITACION SISMICA

2.1 INTRODUCCION

En el presente apartado se pretende poner de manifiesto el comportamiento de una
estructura de grandes dimensiones, como es la presa boveda de Morrow Point (figura
2.1), cuando se ve solicitada por acciones sismicas de distintas caracteristicas. Los
Tutores de este proyecto han redactado numerosos articulos relacionados con el campo
de desplazamientos de la presa cuando sobre ella influyen distintos factores, como es el
caracter espacial de la excitacion, la presencia de sedimentos, la profundidad del cafién,
etc. (Véase p.e. Aznarez (2001), Maeso, Aznarez y Dominguez (1999 y 2000), y Maeso
y Dominguez (1993)). El problema podria sintetizarse en la siguiente figura 2.1. La

accion sismica solicita la presa de Morrow-Point:

“—__ agua

\

presa

Fig. 2.1 Descripcion del problema. Presa de Morrow-Point

El modelo que simula la situacion real podria ser el siguiente:

Fig. 2.2 Modelo utilizado
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La discretizacion de los distintos medios que componen el sistema puede

observarse en la figura 2.3:

Fig.2.3 Discretizacion de la presa y el contorno

Las hipétesis del modelo consideran el agua como fluido compresible, el suelo y
la presa medios viscoeldsticos, y los sedimentos, saturados y no saturados, medio
poroeléstico. La interaccion entre ambos medios se define a través de las condiciones de
contorno ya explicadas en el capitulo 2, apartado 1. Las caracteristicas geométricas de la

del cafion donde se ubica la presa son las siguientes:

- Profundidad : 141.732 m
- Semiancho menor: 23.903 m

- Semiancho mayor: 91.942 m

El hormigén del que estd compuesta la presa presenta estas propiedades fisicas:
-G=11510"N/m’

v=0.2

-u=0.05

- p=2641.65 kg/m’

En un primer nivel de estudio, se analizard la composicion espectral tanto de la
excitacion sismica como de la funcién de transferencia, por tratarse de un paso
intermedio de cierta importancia.

Ya en el dominio temporal, se comparara el desplazamiento debido a solicitacion
sismica que sufre la presa frente al que experimentaria un punto infinitamente alejado, y

que también fuese excitado con idéntico sismo. El resultado se expresa en varias
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graficas, en las que se analizan los distintos conjuntos que rodean la presa y como
influyen en ésta.

En un segundo estudio serd, por un lado, el desplazamiento relativo del nodo
emplazado en la coronacion de la presa respecto de un punto situado sobre el
semiespacio, y, por otro, la deformacion que sufre la presa la que centrard nuestra
atencion ante el movimiento sismico de El Centro (1940) y diferentes entornos. Se
pretende observar la influencia que tienen sobre el campo de desplazamientos distintos
factores como el terreno, la presencia de agua embalsada y las caracteristicas de los
sedimentos.

Aunque el trabajo se ha centrado en el movimiento anteroposterior, también se

incluyen resultados del movimiento vertical.

Los resultados aqui expuestos es posible obtenerlos a partir de dos metodologias
bien distintas. La primera de ellas consiste en integrar el acelerograma del movimiento
sismico que se esté utilizando en ese momento. Asi se conoceria el valor de la velocidad
y del desplazamiento de un punto lejano y que estuviese sometido a dicha excitacion. El
desplazamiento en el espacio temporal de este registro de aceleraciones seria la
solicitacion que se utiliza para analizar el comportamiento dindmico de la presa. A partir
de este momento, se calcularia la distribucion espectral de esta excitaciéon por medio del
algoritmo FFT y, con la funcidon de transferencia adecuada, es posible conocer la
respuesta de la presa en el dominio de la frecuencia. De nuevo empleando el algoritmo
FFT podria obtenerse la respuesta dinamica de la presa en el dominio temporal. El
procedimiento aqui relatado refleja de forma basica el modo de actuar de gran parte de
los investigadores que dedican su tiempo a este campo de la ciencia.

Sin embargo, un posible método alternativo que, por un lado arroja los mismos
resultados que el anterior, y por otro, reduce el nimero de pasos, es el que a
continuacion se explica. Se comienza aplicando el algoritmo FFT al acelerograma del
movimiento sismico en cuestion. Sera ésta ahora la excitacion que se empleara. Por otro
lado, se modifica la funcion de transferencia original, obtenida a partir de
desplazamientos absolutos. Dicha funcién de transferencia fue cedida por los tutores de
este proyecto. Su comportamiento respecto a la frecuencia adimensional puede
observarse, por ejemplo, en Maeso, Aznarez y Dominguez (1999 y 2000). La nueva

funcion de transferencia obedeceria a la siguiente expresion:
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H' (@)= H(a))2— (2,0)
-w0"+(2,0)

Seria una funcidon de transferencia que refleja el desplazamiento relativo del
sistema frente a un punto que se estuviera excitando con una onda incidente de amplitud
1, y que, sumada a la reflejada, del mismo valor, se desplazaria una magnitud de 2
unidades. En el denominador aparece el cuadrado de la frecuencia porque la excitacion
original es una aceleraciéon, con lo que, si se desea que la respuesta sea un
desplazamiento, es preciso dividir por w’, tal y como se ha explicado en el capitulo
tedrico correspondiente. Una vez efectuado el producto entre la nueva funcidon de
transferencia y la distribucion espectral de la excitacidn, se aplica de nuevo el algoritmo
FFT para obtener la respuesta de la presa en el dominio temporal. Se trata de un método
elegante en el que no es necesario el proceso de integracion, evitando asi la introduccion
de posibles errores numéricos en el célculo, aunque, si bien es cierto, los resultados

arrojados por ambos procedimientos son idénticos.

2.2 ANALISIS ESPECTRAL

Estudiar la composicién espectral de una funciéon supone, a grandes rasgos,
determinar el peso que tiene cada armoénico en la correspondiente serie de Fourier. Los
movimientos sismicos estdn constituidos por distribuciones espectrales de baja
frecuencia, producto de la gran masa de los sistemas a los que afectan, el grado de
amortiguamiento y la rigidez. A modo de ejemplo, se ilustra en las siguientes figuras,
los espectros correspondientes a la excitacion, la funcidon de transferencia del nodo bajo
estudio y el producto de ambos, que corresponderia con la distribucién espectral
respuesta de la presa ante dicha solicitacion. Concretamente se ha representado la
respuesta espectral del movimiento antero-posterior del sistema Presa-terreno ante una
onda S horizontal incidiendo verticalmente, junto con el espectro de desplazamientos
del terremoto de El Centro y la funcién de transferencia correspondiente a este grado de

libertad:
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[X(w)|
[Xs(w)|
[H(w)]
2000.00 ‘
( )
1750.00 =+ Anélisis espectral
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500.00
250.00
0.00 i e I ~ —
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Fig.2.4 Distribuciones espectrales de la respuesta antero-posterior del
sistema Presa-terreno ante incidencia vertical, funcion de transferencia y terremoto de El Centro

Las amplitudes de los arménicos correspondientes a la excitacion son netamente
superiores a los de la funcion de transferencia, de ahi que casi no se distingan estos
ultimos. El mayor peso de la distribucion espectral se encuentra a bajas frecuencias. A
partir de frecuencias superiores a 40 rad/s, el espectro de la respuesta se aproxima a
cero, de modo que la influencia de los armonicos de frecuencias superiores sera escasa.
Este analisis espectral resulta fundamental en aquellos sistemas informaticos cuyos

recursos de memoria y velocidad sean reducidos.

2.3 MOVIMIENTO ANTERO-POSTERIOR

El desplazamiento anteroposterior que experimenta un punto de la presa situado
en su plano de simetria, concretamente en la coronacion, se debe al provocado por las
onda P y las SH. Dicho punto responderia al movimiento sismico de El Centro (1940)
de forma muy distinta, segiin se considere la presa exclusivamente, la presa junto con el
terreno, la presa con el terreno y el agua y la presa con el terreno, agua y sedimentos, ya
sean ¢éstos saturados o cuasisaturados. Se supone que el terremoto utilizado consta

unicamente de ondas SH.
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2.3.1 Incidencia vertical

En las siguientes figuras puede observarse el comportamiento del nodo en
coronacion durante los primeros 10 segundos cuando las ondas inciden verticalmente
(90°) sobre diversos sistemas: la presa y el terreno (PT); la presa, el terreno y el agua
(PTA); la presa, el terreno, el agua y sedimentos cuasisaturados (PTAC); la presa, el
terreno, el agua y sedimentos saturados (PTAS). En ambas graficas se compara con el
desplazamiento absoluto que sufriria un punto emplazado en el semiespacio, y libre de

efecto local. Tal curva se ha denominado ‘Excitacion’:

Desplazamiento Desplazamiento

absoluto del nodo 1 absoluto del nodo 1
u (cm) Excitacion

u (cm) Excitacion
10.00

10.00 PT BIAS)
[ PTA J PTAS

N “’v’{‘ M / \ T M / V\t A
el LN YR, !

-20.00 -20.00 1

-30.00 -30.00

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

t(s) t(s)

Fig.2.5 Desplazamiento absoluto del nodo en coronacion ante incidencia vertical.
PT: presa-terreno; PTA: presa-terreno-agua;, PTAC: presa-terreno-agua-sedimentos cuasisaturados;
PTAS: presa-terreno-agua-sedimentos saturados

Del analisis de estas graficas se deduce que el movimiento absoluto del nodo en
cuestion oscila en torno la desplazamiento que sufriria un punto del semiespacio, sea
cual sea el sistema que se esté considerando. Para observar mejor las pulsaciones, se
representa la diferencia entre el movimiento del nodo en coronacion y el
correspondiente a un punto cualquiera del semiespacio. Tales graficas serdn nombradas
con ‘Desplazamiento relativo’.

La deformacion en un plano vertical que sufre la presa cuando se excita con el
sismo de El Centro (1940) es posible estudiarla comparando el desplazamiento
experimentado por el nodo situado sobre la coronacion, en el punto medio (nodo 1) con

el que posee otro nodo ubicado en ese mismo plano vertical, pero en el fondo de la presa
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(nodo 2). En la leyenda aparecerd en tal caso ‘Deformacion vertical’.

El método para obtener tanto el desplazamiento relativo del nodo 1 como la
deformacion de la presa consiste en calcular la diferencia entre las funciones de
transferencia modificadas de ambos nodos, en el dominio de la frecuencia, obviamente.
En este caso no es necesario tener en cuenta el efecto viajero de la onda, ya que la
velocidad de la onda es superior a 2000 m/s en el hormigon, y la distancia que separa
los nodos es 141.732 m, con lo que desfase entre los movimientos sera
aproximadamente de 0.06 s, a todas luces despreciable.

Se divide a continuacién el estudio en tres partes, para deducir por separado la
influencia del terreno (si se considera o no base rigida), la influencia del agua, y la

presencia de sedimentos saturados o cuasisaturados.

2.3.1.1 Influencia del terreno

Se analizan los 10 primeros segundos del terremoto, y se observa el siguiente

comportamiento:
Desplazamiento relativo
Ux (cm)
PT
6.00
L PBR J
4.00
2.00 f\ n
ArR AA [»\ A M
VI
-2.00 ) —1
-4.00
-6.00
1.00 3.00 5.00 7.00 9.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

t(s)

Fig.2.6 Desplazamiento relativo del nodo en coronacion ante incidencia vertical.
PT: presa-terreno; PBR: presa sobre base rigida
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Y la deformacion de la presa en el plano vertical se desplaza del siguiente modo:

Ux (cm) r )
6.00 Deformacion vertical
PT
4.00 PBR

0.00 A hVAv/\v NVAVAVlVA‘?VAVAVA AVA“VAVA VAW%AAMA Ao An A A AW

-2.00

-4.00

-6.00

1.00 3.00 5.00 7.00 9.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

t(s)

Fig.2.7 Deformacion de la presa en el plano vertical medio ante incidencia vertical.
PT:Presa-terreno, PBR: Presa sobre base rigida

Las dos graficas reflejan que ambas curvas poseen frecuencias de oscilacion muy
parecidas. En lineas generales, la presa sobre base rigida presenta valores de mayor
magnitud que el sistema presa-terreno, lo que reflejaria la influencia del terreno en la
estructura. Cuando se tiene en cuenta la rigidez del mismo (no infinita), tanto la
deformacion en un plano vertical de la presa como el desplazamiento relativo del nodo 1

se reduce. En caso contrario, se estarian falseando los resultados de forma grave

2.3.1.2 Influencia del agua

Es de esperar que la presencia de agua, al ser ahora un sistema con mayor masa,
disminuya la frecuencia de los pulsos, respecto al sistema presa-terreno. Se representan
a continuacioén el desplazamiento relativo y la deformacion vertical durante los 10

primeros segundos del terremoto:
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Desplazamiento relativo
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Fig.2.8 Desplazamiento relativo del nodo en coronacion ante incidencia vertical.
PT: presa-terreno; PTA: presa-terreno-agua
Ux (cm) - ~
6.00 Deformacion vertical
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Fig 2.9 Deformacion de la presa en el plano vertical medio ante incidencia vertical.
PT: presa-terreno; PTA: presa-terreno-agua
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Efectivamente, se comprueba como la frecuencia de oscilacion del sistema presa-
terreno-agua es ligeramente menor a la del sistema presa-terreno. Sin embargo, la
magnitud de los valores del primero es superior a la del segundo. En algunos tramos, la
amplificacion es superior al doble. La explicacion puede encontrarse en la disminucion
de la frecuencia. Como se observo en el apartado 2.2, la composicion espectral del
movimiento sismico es fundamentalmente de baja frecuencia. Al reducirse la frecuencia
quiere decir que los armdnicos de baja tiene un mayor peso que los de alta, por lo que se

estaria excitando valores de mayor magnitud.

2.3.1.3 Influencia del sedimento

Se pretende determinar en este caso si las caracteristicas del sedimento afectan a
la respuesta, y en qué cuantia. Para ello se considera la presa con sedimentos saturados,
por un lado, y por otro, sedimentos cuasisaturados, es decir, con pequeias camaras de

aire en su seno. Los resultados son los siguientes:

Desplazamiento relativo

Ux (cm) PTAC
o0 [ PTAS J
4.00
i | I

0.00 'AVV/\ \ SV b W;V/VW'\V/\V/\ \/\ﬁ
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]
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<
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Fig.2.10 Desplazamiento relativo del nodo en coronacion ante incidencia vertical.
PTAC: presa-terreno-agua con sedimentos cuasisaturados;
PTAS: presa-terreno-agua con sedimentos saturados
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Fig 2.11 Deformacion de la presa en el plano vertical medio ante incidencia vertical.
PTAC: presa-terreno-agua con sedimentos cuasisaturados;
PTAS: presa-terreno-agua con sedimentos saturados

La saturacion del sedimento no altera la frecuencia de oscilacion de la
deformacion. Sin embargo, si que cambia la magnitud de los puntos extremos, en
particular el maximo absoluto. La diferencia entre ambos supera el 8%, siendo mayor en
el caso del sedimento saturado. El fendmeno se explica por la presencia de pequenas
camaras de aire en el sedimento cuasisaturado. La energia sismica se ve amortiguada al
llegar a la zona de decantacion, producto de la mayor dificultad que presenta para
propagarse a través de medios poroelasticos. Por tanto, la existencia de burbujas de aire

en el sedimento contribuye de forma positiva a reducir la amplitud del movimiento.
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2.3.2 Influencia del caracter espacial de la excitacion

Podria analizarse exclusivamente la incidencia de ondas SH con distintos angulos,
y determinar el desplazamiento antero-posterior experimentado por el nodo de la
coronacion emplazado en el plano de simetria, es decir, estudiar el caracter espacial de
la solicitacion. En la figura 2.10 se representa la diferencia entre el movimiento de dicho
punto respecto a uno ubicado a gran distancia y sometido a la misma excitacion en el

sistema Presa-terreno:

Ux (cm) 4 N

Desplazamiento relativo
PT

6.00

—— Inc: 90°
4.00 Inc: 60°

—— Inc: 30°

Inc: 0°

2.00

0.00 —Wvgs

-2.00

-4.00

-6.00

1.00 3.00 5.00 7.00 9.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

t (seq)

Fig.2.12 Desplazamiento relativo del nodo en coronacion ante varias incidencias. PT: presa-terreno

Segun indican los resultados, el maximo desplazamiento lo provoca la incidencia
vertical, seguida de la oblicua a 60°. Es de resaltar también como el hecho de variar el
angulo de ataque de la onda SH no induce un cambio en la frecuencia de oscilacion del
movimiento relativo del nodo bajo estudio, aunque si que existe un desfase entre la

incidencia vertical y el resto. Para el sistema presa-terreno-agua se tiene:
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Fig.2.13 Desplazamiento relativo del nodo en coronacion ante varios incidencias.
PTA: presa-terreno-agua

El comportamiento ondulatorio es muy similar al del sistema Presa-terreno, pero
ahora las amplificaciones son mayores. La incidencia vertical vuelve a estar desfasada

respecto a las demas, y producto de ella, se alcanza el maximo desplazamiento relativo.

Se estudia a continuacion la deformacidon que sufre la presa en su plano medio
cuando incide sobre ella un tren de ondas SH con distintos dngulos. Al igual que antes,
no se tendrd en cuenta el efecto viajero de la onda, ni siquiera para incidencia vertical.
Se considerara unicamente dos casos: Presa-terreno y Presa-terreno-agua, y la
deformacion se obtendra como hasta ahora se ha efectuado, es decir, restando las
funciones de transferencia modificadas correspondientes al desplazamiento del nodo en
coronacion y el sufrido por el nodo ubicado en el punto mas profundo de la presa. Se
representa la deformacion experimentada por la presa durante los 10 primeros segundos

del terremoto de El Centro (1940):
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4 N\
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Fig.2.14 Deformacion vertical de la presa. Sistema Presa-terreno

La deformacion méxima tiene lugar para incidencia rasante. El valor maximo de
la deformacion alcanza los 1.33 cm, esto es, un 14.3% por encima de la deformacion de
la presa sobre base rigida. El caracter espacial de la excitacion no altera el
comportamiento ondulatorio en lo que se refiere a la frecuencia. Sin embargo, si que
modifica las amplitudes de la deformacion estudiada.

Por ultimo, cabe resaltar de nuevo la influencia del terreno sobre la presa. En
determinados momentos de tiempo, la deformacion experimentada por la presa sobre
base rigida es superior a cualquier valor del sistema presa-terreno. Los datos se estarian

falseando si no se tuviese en cuenta la rigidez verdadera del terreno.

Para el sistema Presa-terreno-agua, los resultados son:
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Fig.2.15 Deformacion vertical de la presa. Sistema Presa-terreno-agua

El maximo desplazamiento se produce para incidencia vertical, alcanzando los
2.08 cm, es decir, mas del 56% respecto al sistema Presa-terreno y casi un 79% por
encima del valor correspondiente a la presa sobre base rigida. De nuevo se aprecia la
reduccion en la frecuencia del movimiento oscilatorio, y destaca como a medida que se

reduce el angulo de incidencia, también lo hace la deformacion.

2.4 MOVIMIENTO VERTICAL

En el primer apartado de este capitulo se comprobd, entre otros puntos, como la
asimetria del cafion con ensanchamiento rompia el problema antiplano, y generaba
movimientos en el plano de la seccion, esto es, desplazamiento transversal y vertical. En
el caso de la presa ocurre de forma parecida. La asimetria del modelo provoca la ruptura
del problema antiplano, y un tren de ondas SH incidiendo con varios angulos es capaz
de desplazar los nodos de la presa en las tres direcciones del espacio.

Soélo el movimiento absoluto vertical serd analizado en este punto. Se considera el
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nodo emplazado en el plano de simetria vertical, en coronacidon, y se compara su
desplazamiento ante distintas incidencias: 90°, 60°, 30° y 0°. Se representa el sistema

presa-terreno:

4 N\
Desplazamiento absoluto
Uz (cm) PT
6.00
—— Inc: 90°
—— Inc: 60°
4.00 —— Inc: 30°
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2.00 \ ’
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Fig.2.16 Desplazamiento vertical absoluto del nodo en coronacion ante varias incidencias.
Sistema Presa-terreno

El movimiento vertical no supera en ningun caso el centimetro, y es muy similar
para todas las incidencias. De nuevo la incidencia vertical se encuentra desfasada

respecto a las demas.

Para el sistema presa-terreno-agua no se observan grandes cambios. La presencia
del agua se traduce en un ligero aumento del campo de desplazamientos vertical, pero
no para todas las incidencias. Asi, la incidencia rasante parece no verse influenciada por

la cantidad de agua embalsada. Todo ello se observa en la figura 2.15:
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Fig.2.17 Desplazamiento vertical absoluto del nodo en coronacion ante varias incidencias.
Sistema Presa-terreno-agua
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CONCLUSIONES

El estudio realizado puede sintetizarse en una serie de conclusiones que, a

continuacidon se enumeran:

- Se comprob6 como la solucion arrojada por el algoritmo FFT para el campo de
desplazamientos de un sistema, tanto de uno como de dos grados de libertad, ante una

entrada impulso , coincidia con la solucion analitica correspondiente.

- El método a través de los espectros sismicos de respuesta propuesto por la
Normativa para la obtencion de los desplazamientos méximos sufridos por una
estructura propone valores de inferior magnitud a los obtenidos de forma numérica, por
medio de la FFT. Se observa que, cuanto mayor es el amortiguamiento menor es la

discrepancia entre ambos métodos.

- En cuanto a la creacion de modelos tridimensionales para el estudio del campo
de desplazamientos de cafiones con seccion dada, se observo la necesidad de discretizar
el modelo con un tamafio de elemento no inferior a A/4. La suavidad de las curvas
mejora a medida que disminuye el mismo, obviamente. Con respecto a la superficie
libre discretizada, se recurrié al modelo bidimensional para determinar la cantidad de
semiespacio necesario. A la vista de los resultados, se requiere un minimo de 1.5\ a
cada lado del cafion para lograr una solucion que pueda calificarse como aceptable. Un
aumento de esta superficie se traduce en una mejora de los resultados, aunque el
comportamiento depende de la frecuencia. Por ultimo, quedd constancia de la influencia
de la dimension longitudinal del candn, y su relacion con la cantidad de superficie libre
discretizada. Asi, los resultados demostraron que, para conseguir un solapamiento entre
la solucién propuesta por el modelo tridimensional y el bidimensional (o la analitica, si
la hubiese), es necesario una relacion ancho-largo de 1:10. Cuando se reduce esta
proporcion aparece un desplazamiento vertical de la solucién tridimensional, y una

ligera deformacion de la misma.
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- El comportamiento del campo de desplazamientos propuesto por el modelo
numérico tridimensional puede considerarse muy estable a lo largo del cafion,
superando incluso un rango del 90% de dicha longitud. Es decir, s6lo en zonas muy
proximas al borde del cafndn se altera el campo de desplazamientos, rompiéndose el

problema antiplano y apareciendo movimientos transversales y verticales.

- Se analizaron tres tipos de cafiones: cafidn con seccion semicircular, cafion con
seccidn recta (con y sin ensanchamiento) y cafion de seccion semieliptica (con y sin
inclusion). Sobre el primero de ellos incidié exclusivamente ondas SH verticales, y se
corrobord que los puntos de mayor amplificacion son los vértices del cafion con el
semiespacio, llegando a valores proximos al 35%. Curiosamente, puntos muy proximos
a este vértice presentan desplazamientos muy inferiores al incidente (del orden del

90%).

- Se estudié un cafién de seccidn recta pero con ensanchamiento de la misma a la
mitad del modelo tridimensional, y se demostrd la ruptura producida por esa zona de
transicion en el problema antiplano, comprobandose como un modelo no simétrico

modifica el campo de desplazamientos y crea las componentes transversal y vertical.

- El modelo bidimensional se utilizd para analizar el caricter espacial de la
excitacion. Para ello, se hizo incidir un tren de ondas SH de distinta frecuencia con
varios angulos de incidencia sobre el cafion de seccion recta, y se observo la zona de
amplificacion que aparece por la parte del cafion proxima a la incidencia, al igual que la
zona de sombra en el lado contrario. La dependencia de la respuesta con la frecuencia
quedo patente al apreciar distinta magnitud de la amplificacion, siendo ésta mayor para

altas frecuencias.

- Se observd ademads el efecto resonante que aparece en cafiones rellenos de un
material mas blando, a modo de inclusioén, y se compard con la solucién analitica
correspondiente. La magnitud del desplazamiento depende de la frecuencia de la

excitacion, pero sin tendencia evidente.

- La influencia del efecto local sobre los acelerogramas se reflejé en un estudio

realizado con un valle aluvial de seccién semieliptica. Se tuvo en cuenta el efecto
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viajero de la onda, por ser un cafion de grandes dimensiones, y se cuantifico la
amplificacion que sufre el registro original, medido supuestamente sobre el semiespacio
y lejos de cualquier influencia topografica del terreno. Se alcanz6 el 76% para
incidencia rasante cuando el cafién esta constituido por granito, y un aumento del 350%
cuando el material es arcilla. De este modo, se hizo constar la influencia que también

posee el material del que estd formado el terreno.

- Como aplicacion del efecto local sobre las estructuras, se ubicdé un modelo de
dos plantas en 5 puntos del cafion, y se estudid el desplazamiento de la segunda planta,
para compararlo a posteriori con el desplazamiento maximo propuesto por la
Normativa, asi como el desplazamiento maximo que sufriria dicha planta si la estructura
se emplazase en el semiespacio y lo suficientemente alejada de cualquier alteracion
topografica del terreno. Es para incidencia rasante en el cafion arcilloso donde se

obtienen los maximos desplazamientos.

- Se comprobo la influencia del terreno sobre el campo de desplazamientos de
presas boveda, estudiando tres tipos de movimientos en un mismo nodo: el absoluto, el
relativo respecto a un punto ubicado sobre el semiespacio y lo bastante alejado de
cualquier alteracion topografica, y el relativo respecto a otro nodo de la presa

(deformacion de la presa).

- Cuando se considera base rigida, es decir, rigidez infinita del terreno, los
desplazamientos son ligeramente mayores respecto al caso en el que se tiene en cuenta

su rigidez real. La frecuencia de oscilacion en ambas situaciones es muy parecida.

- La presencia de agua reduce la frecuencia de oscilacion del movimiento de la
presa, por contar con mayor masa respecto a la situacion en la que la presa se encuentre
vacia. La magnitud de los desplazamientos es mayor cuando la presa cuenta con agua

embalsada.

- Las caracteristicas de los sedimentos también provoca modificaciones en el
campo de desplazamientos. Asi, cuando son cuasisaturados, la presencia de aire en el

seno del sedimento amortigua la propagacion de la energia sismica, y reduce la
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deformacion y el desplazamiento que sufre la estructura, respecto al caso en que el

sedimento es saturado.

- Debido a la falta de simetria de la presa, no es posible que se presente el
problema antiplano, por lo que aparece movimiento transversal y vertical, aunque de

magnitud muy inferior al desplazamiento anteroposterior.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS



Referencias Bibliogréaficas 243

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Achenbach, J. D. (1973). Wave Propagation in Elastic Solids. North-Holland,
Amsterdam.

Antes, H. (1985). A Boundary Elements Procedure for Transient \Wave
Propagation in Two-Dimensional Isotropic Elastic Media. Finite Elements Anal. Des.,
1, 313-322.

Aznérez, J. J., Maeso O. y Dominguez J. (2001). A 3-D Boundary Element Model
for Dynamic Analysis of Arch Dams with Porous Sediments. Earthguake Resistant
Engineering Structures 111. C. A. Brebbiay A. Corz (Eds.). Wit Press, Southampton.

Banaugh, R. P. and Goldsmith, W. (1963a). Diffraction of Steady Elastic Waves
by Surfaces of Arbitrary Shape. J. Acoust. Soc. Am., 35, 1590-1601.

Banaugh, R. P. and Goldsmith, W. (1963b). Diffraction of Steady Elastic Waves
by Surfaces of Arbitrary Shape. J. Acoust. Soc. Am., 30, 589-597.

Banerjee, P. K. and Butterfield, R. (1977). Boundary Element Method in
Geomechanics. In Finite Elements in Geomechanics, G. Gudehus (ed.), 529-570, J.
Wiley, London.

Banerjee, P. K. And Butterfield, R. (1981). Boundary Element Method in
Engineering Science. McGraw-Hill, London.

Banerjee, P. K., Ahmad, S. and Manolis, G. D. (1987). Advanced Elastodynamic
Analysis, In boundary Element Methods in Mechanics, Beskos, D. E. (Ed.), 257-284,
North-Holland, Amsterdam.

Beskos, D. E. (Ed.) (1987a). Boundary Element Methods in Mechanics. North-
Holland, Amsterdam.

Beskos, D. E. (Ed.) (1987b). Boundary Element Methods in Dynamic Analysis.
Appl. Mech. Reviews, 40, 1-23.

Beskos, D. E. (Ed.) (1988). Boundary Element Methods in Structural Analysis.
ASCE, New York.

Biot, M. A. (1941a). General Theory of Three-dimensional Consolidation. J.
Appl. Phys., 12, 155-164.

Biot, M. A. (1941b). Consolidation Settlement under a Rectangular Load
Distribution. J. Appl. Phys., 12, 426-430.

Biot, M. A. and Clingan, F. M. (1941). Consolidation Settlement of a Soil with
Impervious Top Surface. J. Appl. Phys., 12, 578-581.




244 Aplicacion del MEC para la obtencién de la respuesta temporal ante solicitacion sismica

Biot, M. A. (1956a). Theory of Deformation of a Porous Viscoelastic Anisotropic
Solid. J. Appl. Phys., 27, 459-467.

Biot, M. A. (1956b). Theory of Propagation of Elastic Waves in a Fluid-saturates
Porous Solid, I. Low Frequency Range. J. Acoust. Soc. Am., 28, 168-178.

Biot, M. A. (1956¢). Theory of Propagation of Elastic Waves in a Fluid-saturates
Porous Solid, Il. Higher Frequency Range. J. Acoust. Soc. Am., 28, 179-191.

Biot, M. A. (1956d). General Solutions of the Equations of Elasticity and
Consolidation for a a Porous Material. J. Acoust. Soc. ASME., 23(1), 91-96.

Biot, M. A. and Willis, D. G. (1957). The Elastic Coefficients of the Theory of
Consolidation. J. Appl, Mech, ASME, 24, 594-601.

Bonnet, G and Auriault, J. L. (1985). Dynamics of Saturated and Deformable
Porous Media: Homogenization Theory and Determination of the Solid-Liquid
Coupling Coefficients. Physics of Finely Divided Matter, N. Boccara y M. Daoud Ed.,
306-316, Springer-Verlag, Berlin.

Brebbia, C. A. and Dominguez, J. (1977). Boundary Element Methods for
Potential Problems. Appl. Math. Mod, 1, 372-378.

Brebbia, C. A., Telles, J. C. F. and Wrobel, L. C. (1984). Boundary Element
Techniques. Springer-Verlag, Berlin.

Brebbia, C. A. and Dominguez, J. (1989). Boundary Elements: An Introductory
Course. CMP and McGraw-Hill, Southampton and New York.

Brigham, E. O. The Fast Fourier Transform and its application. Prentice-Hall
International Editions.

Camara, R. J. (2000). A method for coupled arch dam-foundation-reservoir
seismic behaviour analysis. Earthquake Eng. Struct. Dyn., 29, 441-460.

Canet, J. M., y Barbat, A. H. Estructuras sometidas a acciones sismicas. Cap.1.

Cole, D. M., Kosloff, D. D. and Minster, J. B. (1978). A Numerical Boundary
Integral Equation Method for Elastodynamics I. Bull. Seismol. Soc. Am., 68, 1331-1357.

Cruse, T. A. (1968). A Direct Formulation and Numerical Solution of the General
Transient Elastodynamic Problem II. J. Math. Anal. Appl., 22, 341-355.

Cruse, T. A. and Rizzo, F. J. (1968). A Direct Formulation and Numerical
Solution for the General Transient Elastodynamic Problem I. J. Math. Anal. Appl., 22,
244-259.

Chen, H., and Hou, S. (1987). Effect of seismic travelling wave on the response of
arch _dams. Proc., China-U.S. Workshop on Earthquake Behaviour of Arch Dams,
Beijing, China, R. W. Clough and G. Zhang, eds., Pergamon, New York.




Referencias Bibliogréaficas 245

Cheng, A. H. D., Badmus, T and Beskos, D. E. (1991). Integral Equation for
Dynamic Poroelasticity in Frequency Domain with BEM Solution. J. Eng. Mech.,
ASCE, 117(5), 1136-1157.

Chopra, A. K. (2001). Dynamics of Structures. Theory and Applications to
Earthquake Engineering. 2" Ed. Prentice-Hall, Upper Saddle River, New Jersey.

Chopra, A. K., and Chakrabarti, P. (1981). Earthquake analysis of concrete
gravity dams including dam-water-foundation rock interaction. Earthquake Eng. Struct.
Dyn., 9, 363-381.

Darcy, H. (1856). Les Fontaines Publigues de la Ville de Dijon. Dalmont, Paris.

Dominguez, J. (1977). Computation of Stresses Near Anchor Plates: An
Application of the Boundary Element Method. Ph. D. Thesis, Univ. of Seville (En
espanol).

Dominguez, J. (1978a). Dynamic Stiffnes of Rectangular Foundations. Report.
R78-20, Dept. of Civil Engineering, Massachusetts Institute of Technology, Cambridge,
Mass.

Dominguez, J. (1978a). Response of Embedded Foundations to Travelling Waves.
Report. R78-24, Dept. of Civil Engineering, Massachusetts Institute of Technology,
Cambridge, Mass.

Dominguez, J. (1992). Boundary Element Approach for Dynamic Poroelastic
Problems. Int. J. Numer. Meth. Eng., 35, 307-324.

Dominguez, J. (1993). Boundary elements in dynamics. Computational
Mechanics Publications, Southampton and Elsevier Applied Science, London.

Dominguez, J. (1995). Formulacién Estética y Dindmica de la Poroelasticidad.
E.T.S.I.1. Universidad de Sevilla.

Dominguez, J. and Abascal, R. (1987). Dynamics of Foundations. In Topics in
Boundary Element Research, 4, C. A. Brebbia (Ed.), 27-75, Springer-Verlag, Berlin.

Dominguez, J. and Alarcén, E. (1981). Elastodynamics. In Progress in Boundary
Element Methods, 1, C. A. Brebbia (Ed.), 213-257, Pentech Press, London.

Dominguez, J., Gallego, R and Japon, B. R. (1997) Effects of Porous Sediments
of Seismic Response of Concrete Gravity Dams. J. Eng. Mech., ASCE, 123(4), 302-311.

Dominguez, J. and Maeso, O. (1993). Earthquake analysis of arch dams. Il: Dam-
water-foundation interaction. J. Eng. Mech., 119(3), 513-530.

Dominguez, J. and Meise, T. (1991). On the use of the BEM for wave propagation
in infinite domains. Eng. Anal. Boundary Elem., 8(3), 132-138.




246 Aplicacion del MEC para la obtencién de la respuesta temporal ante solicitacion sismica

Dravinski, M (1982). Scattering of SH waves by subsurface topography. J. Eng.
Mech. Div., 108(1), 1-17.

Dravinski, M. (1988). Elastodynamics. In Boundary Element Methods in
Structural Analysis D. E. Beskos (Ed.), 63-192. ASCE, New York.

Erigen, A. C., and Suhubi, E. (1975). Elastodynamics, Il. Linear theory,
Academic Press, New York.

Fenves, G., and Chopra, A. K. (1985). Effects of reservoir bottom absorption and
dam-water-foundation rock interaction on frequency response functions for concrete
gravity dams. Earthquake Eng. Struct. Dyn., 13, 13-31.

Fok, K., and Chopra, A. K. (1986). Earthquake analysis of ach dams including
dam-water-interaction, reservoir boundary absorption and foundation flexibility.
Earthquake Eng. Struct. Dyn., 14(2), 155-184.

Fok, K., and Chopra, A. K. (1987). Water compressibility in earthquake response
of arch dams. J. Struct. Eng., 113(5), 958-975.

Fredholm, 1. (1905). Solution d’un Probléme Fondamental de la Theorie de
L’elasticité. Arch. Mat. Astronom. Fysik., 2.

Friedman, M. B. and Shaw, R. P. (1962). Diffraction of Pulses by Cylindrical
Obstacles of Arbitrary Cross Section. J. Appl. Mech., 29, 40-46.

Gallego, R. and Dominguez, J. (1990). A Unified Formulation of Two Existing
Time-Domain boundary Element Approaches. Comm. App. Num. Meth., 6, 17-25.

Geers, T. L. (1983). Boundary Element Methods for Transient Response Analysis.
In Computational Methods for Transient Analysis, T. Belytschko & T. J. R. Hughes
(Eds.) 221-243, North-Holland, Amsterdam.

Hall, J. F. (1986). Study of the earthquake response of pine flat dam. Earthquake
Eng. Struct. Dyn., 14, 281-295.

Hall, J. F., and Chopra, A. K. (1983). Dynamic analysis of arch dams including
hydrodynamic effects. J. Eng. Mech., 109(1), 149-167.

Hartman, F. (1989). Introduction to Boundary Elements. Springer-Verlag, Berlin.

Jaswon, M. A. (1963). Integral Equation Methods in Potential Theory I. Proc.
Roy. Soc., Ser. A, 275, 23-32.

Jaswon, M. A. and Ponter, A. R. (1963). An Integral Equation Solution of the
Torsion Problem. Proc. Roy. Soc., Ser. A, 273, 237-246.

Jiménez Salas, J. Ay De Justo, J. L. (1975). Geotecnia y Cimientos I. Propiedades
de los Suelos y de las Rocas. Ed. Rueda, Madrid.




Referencias Bibliogréaficas 247

Karabalis, D. L. and Beskos, D. E. (1984). Dynamic Response of 3-D Rigid
Surface Foundations by Time Domain Boundary Element Method. Earthquake Eng.
Struct. Dyn, 12, 73-93.

Karabalis, D. L. and Beskos, D. E. (1985). Dynamic Response of 3-D Flexible
Foundations by Time Domain BEM and FEM. Soil Dyn. Earthquake Eng., 4, 91-101.

Karabalis, D. L. and Beskos, D. E. (1987). Dynamic Soil-Structure Interaction. In
Boundary Element Methods in Mechanics, D. E. Beskos (Ed.), 499-562, North-Holland,
Amsterdam.

Karabalis, D. L., Spyrakos, C. C. and Beskos, D. E. (1984). Dynamic Response of
Surface Foundations by Time Domain Boundary Element Method. In Dynamic Soil-
Structure Interaction, D. E. Beskos, T. Krauthammer & I. Vardoulakis (Eds.), 19-24, A.
A. Balkema, Rotterdam.

Kobayashi, S., (1987). Elastodynamics. In Boundary Element Methods in
Mechanics, D. E. Beskos (Ed.), 191-255, North-Holland, Amsterdam.

Kupradze, V. D., Gegelia, T. G., Basheleishvili, M. o. and Burchuladze, T. V.
(1979). Three-dimensional Problems of the Mathematical Theory of Elasticity and
Thermoelasticity. North-Holland, Amsterdam.

Lachat, J. C. (1975). A Further Development of the boundary Integral Technique
for Elastostatic. Ph. D. Thesis, Univ of Southampton.

Lachat, J. C. and Watson, J. O. (1976). Effective Numerical Treatment of
Boundary Integral Equations: A Formulation for Three-Dimensional Elastostatics. Int.
J. Num. Meth. Engng., 10, 991-1005.

Lee, V. W., and Sherif, R. I. (1996). Diffraction around circular canyon in elastic
wedge space by plane SH-waves. J. Eng. Mech., 122(6), 539-544.

Lotfi, V., Roesset, J. M., and Tassoulas, J. (1987). A technique for the analysis of
the response of dams to earthquakes. Earthquake Eng. Struct. Dyn., 15, 463-490.

Love, A. E. H. (1944). A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity. 4"
ed., Dover, New York.

Maeso, O., Aznarez, J. J., and Dominguez, J. (1999). A 3-D model for the seismic
analysis of concrete dams including poroelastic sediment effects. Proc., 13" ASCE
Engineering Mechanics Conf., John Hopkins U., N. Jomes and R. Ghanem, eds., CD-
ROM.

Maeso, O., Aznarez, J. J., and Dominguez, J. (2000). Travelling wave effects on
the seismic response of arch dams. Proc., 14" ASCE Engineering Mechanics Conf.,
University of Texas at Austin, J. L. Tassoulas, ed., CD-ROM.




248 Aplicacion del MEC para la obtencién de la respuesta temporal ante solicitacion sismica

Maeso, O., Aznarez, J. J., and Dominguez, J. (2001). Numerical Model for
Dynamic behaviour of Reservoir Bottom Sediments. Proc., 2" Biot Conference on
Poromechanich. Balkema, Rotterdam.

Maeso, O., Aznarez, J. J., and Dominguez, J. (2002). Effects of the Space
Distribution of the Excitation on the Seismic Response of Arch Dams. J. Eng. Mech.,
ASCE, 128(7), 1-10.

Maeso, O., and Dominguez, J. (1993). Earthquake analysis of arch dams. I: Dam-
foundation interaction. J. Eng. Mech., 119(3), 496-512.

Manolis, G. D. (1983). A Comparative Study on Three Boundary Element
Method Approaches to Problems in Elastodynamics. Int. J. Num. Meth. Engng., 19, 73-
91.

Manolis, G. D. And Beskos, D. E. (1981). Dynamic Stress Concentration Studies
by Boundary Integrals and Laplace Transform. Int. J. Num. Meth. Engng., 17, 573-599.

Mansur, W. J. (1983). A Time-Stepping Technique to Solve Wave Propagation
Problems Using the Boundary Element Method. Ph. D. Thesis, University of
Southampton.

Mansur, W. J. and Brebbia, C. A. (1982a). Numerical Implementation of the
Boundary Element Method for Two-Dimensional Transient Scalar Wave Propagation
Problems. Appl. Math. Modelling, 6, 299-306.

Mansur, W. J. and Brebbia, C. A. (1985). Transient Elastodynamics. In Topics in
Boundary Element Research, 2, C. A. Brebbia (Ed.) 124-155, Springer-Verlag, Berlin.

Nardini, D. and Brebbia, C. A. (1983). A New Approach to Free Vibration
Analysis Using Boundary Elements. Appl. Math. Modelling, 7, 157-162.

Nardini, D. and Brebbia, C. A. (1985). Boundary Integral Formulation of Mass
Matrices for Dynamic Analysis. In Topics in Boundary Element Research, 2, C. A.
Brebbia (Ed.), 191-208, Springer-Verlag, Berlin.

Niwa, Y., Kobayashi, S. and Azuma, N. (1975). A Analysis of Transient Stresses
Produced Around Cavities of Arbitrary Shape During Passage of Travelling Waves.
Mem. Fac. Engng., Kyoto Univ., 37, 28-46.

Niwa, Y., Kobayashi, S. and Fukui, T. (1976). Applications of Integral Equation
Method o Some Geomechanical Problems. In Numerical Methods in Geomechanics, C.
S. Desai (Ed.), 120-131, ASCE, New York.

Niwa, Y., Fukui, T., Kato, S. and Fujiki, K. (1980). An Application of the Integral
Equation Method to Two-Dimensional Elastodynamics. Theor. Appl. Mech., 28, 281-
290.

Norris, A. N. (1985). Radiation from a Point Source and Scattering Theory in a
Fluid Saturated Porous Solid. J. Acoust. Soc. Am., 77(6), 2012-2022.




Referencias Bibliogréaficas 249

Nowak, P. S., and Hall, J. F. (1990). Arch dam response to nonuniform seismic
input. J. Eng. Mech., 116(1), 125-139.

Paris, F. (1988). Teoria de la Elasticidad. E.T.S.I.1. Universidad de Sevilla.

Sanchez-Sesma, F. J. (1983). Diffraction of elastic waves by three-dimensional
surface topography. Bull. Seismol. Soc. Am., 73 1621-1636.

Sanchez-Sesma, F. J., Bravo, M. A., and Herrera.(1985). Surface motion of
topographical irreqularities for incident P, SV and Rayleigh waves. Bull. Seismol. Soc.
Am., 75, 263-269.

Skempton, A. W. (1954). The Pore Pressure Coefficients A y B. Géotechnique, 4,
143-147.

Spyrakos, C. C. (1984). Dynamic Response of Strip-Foundations by the Time
Domain BEM-FEM Methods. Ph. D. Thesis, University of Minnesota, Minneapolis.

Spyrakos, C. C. and Beskos, D. E. (1986). Dynamic Response of Rigid Strip-
Foundations by a Time-Domain Boundary Element Method. Int. J. Num. Meth. Engng.,
23, 1547-1565.

Stockes, G. G. (1849). On the Dynamical Theory of Diffraction. Trans.
Cambridge Philos. Soc., 9, 1-62.

Symm., G. T. (1963). Integral Equation Methods in Potential Theory Il. Proc.
Roy. Soc., Ser. A, 275, 33-46.

Tan, H., and Chopra, A. K. (1995a). Earthquake analysis of arch dam including
dam-water-foundation rock interaction. Earthquake Eng. Struct. Dyn., 24,1453-1474.

Tan, H., and Chopra, A. K. (1995a). Dam-foundation rock interaction effects in
frequency-response functions of arch dams.. Earthquake Eng. Struct. Dyn., 24,1475-
1489.

Tassoulas, J. L. (1988). Dynamic Soil-Structure Interaction. In Boundary Element
Methods in Structural Analysis, D. E. Beskos (Ed.), 273-308, ASCE, New York.

Terzaghi, K. (1925). Erdbaumechanik auf Bodenphysikalischer Grundlage.
Deutlicke, Viena.

Trifunac, M. D. (1973). Scattering of plane SH-waves by a semicylndrical
canyon. Earthquake Eng. Struct. Dyn., 1 267-281.

Verruigt, A. (1969). Elastic Storage of Aquifers. Flow Through Porous Media,
R.J.M. De Wiest Ed., 331-376, Academic Press, New York.

Wheeler, L. T. and Sternberg, E. (1968). Some Theorems in Classical
Elastodynamics. Arch. Rational Mech. Anal., 31, 51-90.




250 Aplicacion del MEC para la obtencién de la respuesta temporal ante solicitacion sismica

Wong, H. L. (1982). Effect of surface topography on the diffraction of P, SV, and
Rayleigh waves. Bull. Seismol. Soc. Am., 72, 1167-1183.

Zhang, L., and Chopra, A. K. (1991a). Three-dimensional analysis of spatially
varying ground motions around a uniform canyon in a homogeneous half-space.
Earthquake Eng. Struct. Dyn., 20(11), 911-926.

Zhang, L., and Chopra, A. K. (1991b). Impedance functions for three-dimensional
foundation supported on an infinitely long canyon of uniform cross-section in a
homogeneous half-space. Earthquake Eng. Struct. Dyn., 20(11), 1011-1027.

Zhang, C., and Zhao, C. (1988). Effects of canyon topography and geological
conditions on strong ground motion. Earthquake Eng. Struct. Dyn., 16, 81-97.




