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Aznárez González les debo mucho más de lo que podŕıa esperarse de los direc-
tores de un Proyecto Fin de Carrera. Sin sus consejos, su apoyo, sus numerosas
explicaciones y su infinita paciencia nunca habŕıa llegado hasta este punto. Quiero
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también al resto de mi familia, quienes siempre me han hecho sentir querido aún
desde la lejańıa existente.
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6.2. Influencia del ángulo de incidencia respecto al plano horizontal (ϕ0) 114

6.2.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
6.2.2. Pilotes simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
6.2.3. Grupos de pilotes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
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pleadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
6.3.5. Funciones de transferencia en los encepados . . . . . . . . 124
6.3.6. Deflexión lateral del edificio . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
6.3.7. Esfuerzos en los pilotes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

7. Conclusiones y ĺıneas futuras 167
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variable. Comparación con Kaynia y Novak . . . . . . . . . . . . . 106

5.10. Factores de interacción cinemática en giros para un grupo de 3 ×
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6.1. Influencia del ángulo ϕ0. Factores de interacción cinemática en des-
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

Este Proyecto Fin de Carrera se integra en la ĺınea de trabajo principal que
se desarrolla en la División de Mecánica de Medios Continuos y Estructuras del
Instituto Universitario de Sistemas Inteligentes y Aplicaciones Numéricas en In-
genieŕıa, a la que pertenecen los tutores, y que tiene por objetivo el desarrollo
de modelos numéricos que permitan determinar la respuesta dinámica de estruc-
turas de diferente tipoloǵıa. Se trata de modelos que posibilitan el estudio de
desplazamientos, deformaciones, esfuerzos y tensiones en cualquier punto de la
estructura ante cargas de cualquier tipo variables en el tiempo y que, por tanto,
son magnitudes que también poseen dependencia temporal.

Es posible, aśı, obtener de forma precisa la respuesta dinámica de una estruc-
tura ante, por ejemplo, las solicitaciones producidas por una maquina anclada a
la misma o en sus proximidades, las cargas dinámicas producidas por el viento
o las vibraciones que se transmiten desde el terreno a través del cimiento duran-
te el desarrollo de un evento de carácter śısmico. Este último tipo de problema,
de especial interés en el diseño de estructuras civiles singulares (puentes, presas,
edificios altos, etc.), presenta algunas dificultades añadidas para su tratamiento.
Los modelos a desarrollar para el estudio śısmico de estructuras deben tener en
cuenta aspectos tales como el carácter propagatorio de la excitación y el ángulo de
incidencia de las ondas śısmicas sobre el emplazamiento, los efectos de distorsión
del campo incidente asociados a la topograf́ıa, estratigraf́ıa o la propia geometŕıa
del cimiento y, en general, cualquier aspecto relacionado con la interacción entre
la estructura analizada y el terreno de cimentación. Considerar con rigor estos
efectos requiere de la utilización de modelos directos que tengan en cuenta la
estructura y el terreno y que formulen adecuadamente la interacción mutua. Su
principal inconveniente es el elevado número de grados de libertad que implican,
de ah́ı que estos modelos directos, hasta el desarrollo reciente de computadores de
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grandes prestaciones accesibles, tuviesen un campo de aplicación muy restringi-
do. La metodoloǵıa desarrollada entonces (ampliamente utilizada actualmente en
algunos problemas) se basa en la aplicación de técnicas de subestructuración que
permitan el análisis dinámico teniendo en cuenta los fenómenos de interacción de
forma simplificada [1].

Los modelos formulados en la División de Mecánica de Medios Continuos y Es-
tructuras se enmarcan dentro de la categoŕıa de Modelos Directos, siendo aplicados
a problemas donde coexisten medios de diferentes caracteŕısticas y comportamien-
tos (suelo, estructura, agua, sedimentos) sometidos a solicitaciones śısmicas. Ante
este tipo de solicitaciones, estos medios interactúan entre śı formando un siste-
ma acoplado en el que ninguna de las partes puede ser estudiada aisladamente.
Además, existe una dificultad adicional asociada al hecho de que algunas de estas
regiones pueden ser muy extensas (o prácticamente infinitas, como el suelo). Es-
te hecho dificulta el estudio, ya que, a diferencia del análisis estático, en el caso
dinámico acciones muy alejadas de un punto pueden tener una gran influencia
sobre los movimientos y tensiones a que éste se ve sometido.

El método utilizado para el tratamiento numérico de las ecuaciones del pro-
blema en estos modelos ha sido, fundamentalmente, el Método de los Elementos
de Contorno. Teniendo en cuenta las caracteŕısticas del problema a resolver y
sus condicionantes, el Método de los Elementos de Contorno es, sin duda, la op-
ción más adecuada [2]. Este Método permite el tratamiento sencillo de regiones
de geometŕıa infinita o semi-infinita en problemas dinámicos, ya que verifica de
forma impĺıcita las condiciones de radiación. Asimismo, la incorporación de un
tren de ondas como solicitación en el terreno simulando el evento śısmico es tam-
bién muy natural. En este sentido, y con anterioridad al desarrollo del presente
Proyecto Fin de Carrera, ya se hab́ıa desarrollado un modelo numérico acoplado
que, haciendo uso del Método de Elementos de Contorno, permite el estudio de
la respuesta śısmica de estructuras continuas, habiendo sido aplicado con éxito al
estudio śısmico de presas bóveda [3–5]. En este modelo, todas los dominios impli-
cados (terreno, presa, agua y sedimentos de fondo) son discretizados haciendo uso
del Método de Elementos de Contorno como regiones continuas sin simplificación
dimensional o de comportamiento alguna. La interacción dinámica entre dichas
regiones se formula de manera rigurosa (equilibrio y compatibilidad) dando lugar
a un sistema de ecuaciones donde las incógnitas son desplazamientos o tensiones
en el contorno de dichas regiones. Los desplazamientos y tensiones en el interior
de estas regiones pueden obtenerse de forma muy sencilla a través de los valores
calculados en el contorno. La solicitación consiste en un tren de ondas śısmicas
planas de diferente tipo (P, SH, SV y ondas de Rayleigh) que, partiendo desde el
infinito, incide en el lugar de emplazamiento de la estructura.

Otro caso de interés para los miembros de la División en los últimos años ha
sido el análisis de la respuesta dinámica de estructuras de edificación cimenta-
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das mediante pilotes. Este problema tiene gran interés, principalmente, por dos
motivos básicos: el gran numero de edificaciones de estas caracteŕısticas en zonas
de peligrosidad śısmica y la necesidad, aún hoy en d́ıa, de alcanzar una mayor
y mejor comprensión de los fenómenos implicados en la respuesta dinámica de
estructuras de estas caracteŕısticas. En este sentido, se ha desarrollado e imple-
mentado un modelo acoplado de Elementos de Contorno y Elementos Finitos
(MEC-MEF) tridimensional armónico que aprovecha las ventajas de cada meto-
doloǵıa para el análisis dinámico directo de este tipo de estructuras. Este modelo
cuenta con las ventajas del Método de Elementos de Contorno para representar el
terreno donde se asienta la edificación, es decir, su carácter de medio semi-infinito
aśı como la presencia de ondas śısmicas excitadoras, y la simplificación que supone
modelar vigas, pilares y pilotes de la estructura como barras mediante el MEF.
Este programa, muy desarrollado en la actualidad, ha permitido el análisis de la
respuesta de cimentaciones pilotadas, tanto en impedancias como en interacción
cinemática [6–8], aśı como el estudio de la respuesta de la superestructura y de
otras estructuras cercanas, sometido el conjunto a trenes de ondas śısmicas con
incidencia vertical [9, 10].

Con este Proyecto Fin de Carrera se pretende ampliar el tipo de excitación
incorporando en el código la posibilidad de un tren de ondas volumétricas inci-
dente de tipo P, SH o SV que incidan sobre el emplazamiento de los edificios
con un ángulo completamente genérico. Aśı, una vez formuladas e implementa-
das las ecuaciones que describen el campo incidente, se validará el programa con
ejemplos sencillos y se resolverán algunos problemas que pongan de manifiesto la
importancia del ángulo de incidencia y tipo de onda en la respuesta dinámica del
sistema.

1.2. Objetivos y alcance

Con este Proyecto Fin de Carrera se pretende continuar con el desarrollo de
un modelo directo acoplado de Elementos de Contorno - Elementos Finitos para
el estudio de la respuesta śısmica de estructuras de edificación pilotadas que in-
corpora de forma rigurosa los fenómenos de interacción con el suelo, en particular
en lo que tiene que ver con la ampliación de la definición del campo incidente
y su ulterior aplicación al mejor conocimiento de los fenómenos que determinan
el comportamiento dinámico de este tipo de estructuras. De forma concreta, los
objetivos a cumplir con este Proyecto se relacionan a continuación:

Incorporación de un campo incidente de ondas planas armónicas (P, SH
y SV) con ángulo de incidencia completamente genérico sobre el emplaza-
miento. La implementación de este campo incidente en el modelo acoplado
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MEC-MEF que incorpora simetŕıa a un cuarto (con el objetivo de redu-
cir el número de grados de libertad del problema) requiere un tratamiento
adicional de las ecuaciones del campo incidente.

Validación del código modificado con ejemplos existentes en la bibliograf́ıa.

Estudio, desde el punto de vista de la respuesta del encepado y de la super-
estructura de la influencia de la tipoloǵıa de la onda incidente (P, SH o SV)
y su ángulo de incidencia. Se analizan los casos correspondientes a ángulos
de incidencia de ondas de corte cercanos al cŕıtico, a partir del cual aparecen
ondas de superficie, y por tanto cambio en los mecanismos de propagación
de la enerǵıa en el suelo [11, 12].

Para el campo incidente general, también se estudia la influencia de paráme-
tros tales como la configuración de la cimentación o la esbeltez de la estruc-
tura.

Análisis de los esfuerzos axiales, cortantes y momentos flectores inducidos
por el sismo en los pilotes, aśı como la sensibilidad de dichos esfuerzos ante
variables tales como el tipo de onda y su ángulo de incidencia en relación
con parámetros como la esbeltez de la estructura.

Aclarar que, si bien el modelo ha quedado preparado para un estudio exhaus-
tivo de la influencia del ángulo de incidencia en la respuesta de edificios pilotados,
este estudio se presentará a un nivel preliminar en este Proyecto Fin de Carrera.

Tras esta relación de objetivos de carácter cient́ıfico, puede enumerarse otra
serie de objetivos de carácter más metodológico, de no menor interés, que han
permitido la formación del autor en el campo de estudio y su introducción a las
tareas de investigación que continuarán con el desarrollo de una Tesis Doctoral en
la materia. Entre éstos están:

Formación curricular del autor en el campo de la dinámica de estructuras,
materia no incluida en ninguna de las asignaturas de la titulación de Inge-
niero Industrial, estudiando las bases teóricas de la dinámica de estructuras
de barras.

Por la misma razón, estudio y comprensión de las bases de la Elastodinámi-
ca Lineal, del Método de los Elementos de Contorno y el Método de los
Elementos Finitos, que han servido para el desarrollo del software aplicable
al análisis dinámico de estructuras pilotadas.

Familiarización con el lenguaje de programación FORTRAN, lenguaje uti-
lizado en la implementación de los modelos matemáticos utilizados y modi-
ficados, aśı como el desarrollo de la capacidad de escritura, compilación y
ejecución de programa propios en tal lenguaje.
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Estudio con alto nivel de detalle del programa informático vinculado al mo-
delo acoplado MEC-MEF, programa que, en el momento anterior al co-
mienzo del presente Proyecto Fin de Carrera, permit́ıa el estudio dinámico
de estructuras de edificación pilotadas ante trenes de ondas śısmicas de in-
cidencia exclusivamente vertical.

Realización de búsquedas bibliográficas y recopilación de bibliograf́ıa con
el uso frecuente de los mecanismos de búsquedas de datos en las fuentes
electrónicas de los organismos y centros de investigación.

1.3. Estructura del documento

Una vez se han comentado los aspectos genéricos del Proyecto Fin de Carrera
en el presente caṕıtulo introductorio, es hora de resumir el contenido del resto
de caṕıtulos del documento. De este modo, en el caṕıtulo 2 se explican las bases
y se escriben las ecuaciones que gobiernan el problema elastodinámico armónico
en sólidos isótropos. También se introducen las bases del Método de Elementos
de Contorno aplicado a este problema y se discuten sus aspectos metodológicos y
de implementación. En el caṕıtulo 3 se describe el modelo acoplado MEC-MEF,
tanto en sus aspectos teóricos como de implementación. Se estudia en detalle la
formulación de Elementos de Contorno para el suelo y la correspondiente de Ele-
mentos Finitos para pilotes y estructura, aśı como las ecuaciones de acoplamiento
dinámico, las variables primarias del problema y el sistema de ecuaciones resultan-
te. Por otro lado, en el caṕıtulo 4 se formulan las ecuaciones del campo incidente
para ondas P, SH y SV con ángulo de incidencia genérico en su propagación por
el terreno. Se obtienen las expresiones del campo de desplazamientos y tensor
de tensiones necesarias para su incorporación al código en términos del campo
difractado. Se reserva para el caṕıtulo 5 la validación del código modificado con
resultados desarrollados por la División y con otros existentes en la bibliograf́ıa.
En el caṕıtulo 6 se presentan los resultados obtenidos de la aplicación del código
modificado. Se estudia la influencia del ángulo de incidencia y tipo de onda en la
respuesta dinámica de la estructura y cimentación (desplazamientos y esfuerzos)
para algunos ejemplos tipo. Tratándose de resultados preliminares, el caṕıtulo 7
extrae algunas conclusiones parciales proponiendo, además, algunas actuaciones
futuras en la misma ĺınea de investigación.





Caṕıtulo 2

El problema elastodinámico
armónico y su formulación
mediante el Método de
Elementos de Contorno

2.1. Introducción

A lo largo del presente trabajo se estudia el comportamiento dinámico de ci-
mentaciones pilotadas tridimensionales alojadas en suelos viscoelásticos y de las
superestructuras que esta clase de cimentaciones soportan. El citado comporta-
miento se encuentra enmarcado en el ámbito de los problemas elastodinámicos
tridimensionales, cuyas soluciones anaĺıticas son, generalmente, inabordables. Por
ello, se han desarrollado distintas metodoloǵıas aproximadas, entre las que el méto-
do de elementos de contorno ha demostrado ser una aproximación numérica su-
ficientemente precisa, siendo especialmente adecuada para problemas en los que
intervienen regiones no acotadas.

Este caṕıtulo introductorio comienza estableciendo las ecuaciones básicas de
gobierno del problema elastodinámico y estudiando con brevedad el fenómeno de
propagación de ondas en medios elásticos en los apartados 2.2 y 2.3 respectivamen-
te. Posteriormente, la sección 2.4 presenta la representación integral del problema
elastodinámico, permitiendo, de este modo, formular el método de elementos de
contorno (MEC en lo sucesivo) en la sección 2.5. Para terminar, el presente caṕıtu-
lo finaliza en la sección 2.6 con algunos conceptos relacionados con el tratamiento
de problemas viscoelásticos haciendo uso de la misma formulación obtenida para
medios elásticos.



8 Caṕıtulo 2. El problema elastodinámico armónico y su formulación MEC

2.2. Ecuaciones de gobierno del problema elas-

todinámico

La formulación presentada en el presente trabajo trata la solución numérica
de un problema dinámico en estado estacionario para regiones elásticas, lineales,
homogéneas e isótropas. El primer paso es, por tanto, establecer las ecuaciones de
gobierno del problema, que pueden obtenerse de la combinación de las relaciones
cinemáticas, las ecuaciones de equilibrio y la ley de comportamiento del material
y que controlan el comportamiento dinámico de los sólidos elásticos.

Sea x el vector de posición de un punto del cuerpo Ω con respecto a un sistema
fijo de coordenadas cartesianas rectangulares. El tensor de pequeñas deformacio-
nes εij del citado punto en el instante de tiempo t se define, en términos de las
componentes de su vector de desplazamientos ui(x, t), como:

εij =
1

2
(ui,j + uj,i); i, j = 1, 2, 3 (2.1)

donde las comas indican derivación con respecto a las coordenadas espaciales.
Por otro lado, se pueden expresar las condiciones de equilibrio para los puntos

de un sólido elástico en términos del siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales:

σij,j + ρbi = ρüi (2.2)

donde σij representa el tensor de tensiones, bi las fuerzas de volumen que actúan
en Ω, ρ es la densidad del cuerpo, los puntos indican derivadas temporales y los
sub́ındices repetidos implican suma (según el convenio de sumación de Einstein).

Finalmente, la relación entre los tensores de tensión y deformación para sólidos
elásticos, lineales, isótropos y homogéneos se establece, en términos de la ley de
Hooke, como:

σij = λ εkk δij + 2 µ εij (2.3)

donde δij es la delta de Kronecker (δij = 1 si i = j; δij = 0 en otro caso). λ y µ son
las constantes de Lamé, que se relacionan con el módulo de elasticidad transversal
o módulo de Young E y el coeficiente de Poisson ν según:

µ =
E

2(1 + ν)
; λ =

νE

(1 + ν)(1− 2ν)
(2.4)

siendo µ el módulo de elasticidad transversal o módulo de cizalladura.
Sabiendo lo anterior, el comportamiento dinámico de un cuerpo elástico, lineal,

isótropo y homogéneo se encuentra gobernado por las expresiones (2.1), (2.2) y
(2.3), las cuales forman un sistema completo de ecuaciones (15 en el caso tridi-
mensional). La sustitución de (2.1) y (2.3) en (2.2) da como resultado:
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µ∇2u+ (λ+ µ)∇ (∇ · u) + ρb = ρü (2.5)

que son las ecuaciones de Navier, representando las ecuaciones de gobierno del mo-
vimiento en términos del vector de desplazamientos u. b es, como se comentó con
anterioridad, el vector de fuerzas volumétricas actuantes en el cuerpo. Como ecua-
ciones diferenciales que son, la resolución del conjunto de ecuaciones (2.5) requiere
el establecimiento de una serie de condiciones de contorno que, en este caso, con-
sisten en un conjunto de tensiones y/o desplazamientos conocidos en el contorno
Γ del cuerpo Ω, aśı como de condiciones iniciales ∀x ∈ Ω.

2.3. Propagación de ondas en medios elásticos

La integración de las expresiones (2.5) para un caso general es una tarea com-
plicada y no siempre posible. Por ello, se han desarrollado distintos procedimientos
para expresar las ecuaciones de Navier de modo que se pueda obtener su solución
de manera más sencilla para determinados problemas. Entre esos procedimientos,
la formulación del problema elastodinámico en términos de dilatación y rotación
lleva a un conjunto de ecuaciones de onda más simples que, además, dependen
de variables con un claro significado f́ısico. Aśı, sean e y ω, respectivamente, los
vectores dilatación y rotación, expresables del modo siguiente:

e = εkk = ∇ · u (2.6a)

ω = ∇× u (2.6b)

Tomando la divergencia y el rotacional de la ecuación (2.5) se obtiene, respec-
tivamente, el siguiente par de ecuaciones de onda:

c2p∇
2
e+∇ · b = ë (2.7)

c2s∇
2ω +∇× b = ω̈ (2.8)

donde

c2p =
λ+ 2µ

ρ
y c2s =

µ

ρ
(2.9)

Las ecuaciones (2.7) y (2.8) representan la formulación desacoplada de las
ecuaciones de Navier en términos de la dilatación y de tres componentes del vector
de rotación. La ecuación (2.7) es una ecuación de onda escalar, con velocidad de
propagación cp, mientras que la ecuación (2.8) es una ecuación de onda vectorial
con velocidad de propagación cs. Por lo tanto, las ondas que se propagan en
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el sólido elástico se pueden clasificar en ondas irrotacionales y equivolumiales,
también conocidas como ondas compresionales (o primarias -P-) y de corte (o
secundarias -S-). La denominación primaria y secundaria proviene del campo de
la sismoloǵıa, ya que cp > cs y, en consecuencia, las primeras alcanzan la estación
sismológica en primer lugar en caso de existir un terremoto.

2.3.1. Ondas planas armónicas

Es momento de centrarse en el problema espećıfico de las ondas elásticas planas
propagándose en una cierta dirección, definida por un cierto vector unitario s.
En esta situación, todos los puntos de un plano común perpendicular a s están
sometidos a los mismos movimientos, definidos por el vector unitario d. En el
caso armónico en estado estacionario, los desplazamientos de un punto x tienen
la siguiente forma:

u = A ei(ωt−k s·x)d (2.10)

donde A es la amplitud del movimiento, independiente de t y x, i =
√
−1 y

k = ω/c es el número de onda, siendo c la velocidad de onda. Por otro lado,
definiendo las caracteŕısticas elásticas del sólido por medio de cs y cp y asumiendo
nulas, por simplicidad, las fuerzas de volumen, las ecuaciones de Navier pueden
escribirse como:

−c2s ∇× ω + c2p∇e = ü (2.11)

Sustituyendo la ecuación (2.10), cada término de (2.11) queda:

∇× ω = −k2s× (s× d) ei(ωt−k s·x) (2.12a)

∇e = −k2 (s · d) s ei(ωt−k s·x) (2.12b)

ü = −ω2 ei(ωt−k s·x)d (2.12c)

Por lo tanto, y teniendo en cuenta que s× (s× d) = (s · d) s− d, la ecuación
(2.11) se convierte en:

(c2s − c2)d+ (c2p − c2s) (s · d) s = 0 (2.13)

y, en consecuencia:

si

{

c = cs ⇒ s · d = 0 ⇒ mov. perpendicular a la dirección de propagación

c = cp ⇒ s× d = 0 ⇒ mov. paralelo a la dirección de propagación

como se ilustra en la figura 2.1.
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Figura 2.1: Movimientos y direcciones de propagación correspondientes a ondas
planas tipo P y S. Extráıdo de [2]

En esta sección sólo se han apuntado algunos conceptos esenciales de los
fenómenos de propagación de ondas elásticas para facilitar la comprensión de
las siguientes secciones y caṕıtulos. Una explicación más profunda de los fenóme-
nos de propagación de ondas en elastodinámica y su resolución con elementos de
contorno puede encontrarse en Domı́nguez [2]. Además, un análisis exhaustivo del
problema se puede encontrar en [11, 12]

2.4. Representación integral del problema elas-

todinámico

En la sección anterior se ha descrito el comportamiento dinámico de un medio
elástico, lineal, isótropo y homogéneo mediante sus ecuaciones de gobierno. La
transformación de ese conjunto de ecuaciones diferenciales en expresiones integra-
les dará como resultado la formulación del problema en términos del método de
elementos de contorno.

2.4.1. Teorema de reciprocidad en la elastodinámica

El punto de partida es el teorema de reciprocidad entre dos estados elasto-
dinámicos. Éste es una extensión del clásico teorema de la reciprocidad en la
elastoestática de Betti, formulado en el dominio del tiempo. El teorema de reci-
procidad en la elastodinámica fue propuesto inicialmente por Graffi [13], siendo
extendido con posterioridad a dominios infinitos por Wheeler y Sternberg [14].
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Sean S(u,σ,b; Ω) y S∗(u∗,σ∗, b∗; Ω) dos estados elastodinámicos diferentes
que satisfacen las ecuaciones (2.5) de Navier en un dominio regular Ω. S∗ será una
solución de referencia conocida de antemano que se empleará para resolver el pro-
blema y obtener el estado desconocido S. Asumiendo condiciones iniciales nulas,
el teorema de reciprocidad en la elastodinámica puede escribirse como:

∫

Γ

(p ∗ u∗) dΓ + ρ

∫

Ω

(b ∗ u∗) dΩ =

∫

Γ

(p∗ ∗ u) dΓ + ρ

∫

Ω

(b∗ ∗ u) dΩ (2.14)

donde u y u∗ son los vectores de desplazamiento en cualquier punto del dominio,
mientras que p y p∗ son los vectores de tensión en Γ, en equilibrio con los corres-
pondientes tensores de tensión σ y σ∗, en los estados S y S∗ respectivamente. El
operador ∗ representa la convolución de Riemann.

La formulación elastodinámica desarrollada en el presente trabajo considera
fuerzas de volumen y condiciones de contorno armónicas en el tiempo con fre-
cuencia angular ω, i.e., del tipo f(x, t) = f(x;ω)eiωt. En este caso, los movimientos
consisten en una parte transitoria (ut(x, t)) y una permanente (u(x;ω)) variando
armónicamente en el tiempo, de modo que:

u(x, t) = ut(x, t) + u(x;ω)eiωt (2.15)

Sin embargo, todos los sistemas f́ısicos reales poseen alguna clase de mecanis-
mo de disipación de enerǵıa, de modo que cuando t → ∞, la parte transitoria
desaparece. Esto hace posible la formulación del problema cuando es sólo la parte
permanente (causada por las condiciones de contorno armónicamente variables)
la que tiene influencia. En general, u(x;ω) será una función compleja desfasada
con la excitación. Entonces, asumiendo que las propiedades del medio elástico
no vaŕıan con el tiempo, los campos de desplazamientos y tensiones se pueden
expresar como:

u(x, t) = u(x;ω)eiωt (2.16a)

σ(σ, t) = u(x;ω)eiωt (2.16b)

La sustitución de las ecuaciones (2.16) en las ecuaciones de gobierno per-
mite eliminar el término repetido eiωt y reescribir las ecuaciones para el esta-
do elastodinámico permanente. Por lo tanto, es posible redefinir los dos esta-
dos elastodinámicos expuestos con anterioridad en el dominio de la frecuencia
Sω(u,σ,b;ω,Ω) y S∗

ω(u
∗,σ∗, b∗;ω,Ω). Bajo estas consideraciones, los productos

de convolución desaparecen de la ecuación (2.14), simplificándose la expresión y
quedando, entonces, del modo siguiente:

∫

Γ

pu∗ dΓ + ρ

∫

Ω

bu∗ dΩ =

∫

Γ

p∗u dΓ + ρ

∫

Ω

b∗u dΩ (2.17)
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2.4.2. Solución fundamental

La formulación de la ecuación integral de la elastodinámica de la ecuación
(2.17) pasa por escoger un estado de referencia S∗

ω adecuado, generalmente de-
nominado solución fundamental. Existen distintas soluciones fundamentales (o
funciones de Green) para diversos problemas de referencia. La solución empleada
en el presente trabajo representa la respuesta, en términos de desplazamientos y
tensiones, de un medio elástico, lineal, isótropo y homogéneo no acotado cuando
es sometido a una carga armónica unitaria concentrada de la forma:

ρb∗k = δ(ι) δlk e
iωt (2.18)

aplicada en el punto ι, en dirección l, siendo δlk la delta de Kronecker y δ(ι) la
delta de Dirac, definida como:

∫

Ω

δ(ι) dΩ =

{

1, si ι ∈ Ω

0, si ι /∈ Ω
(2.19)

Se trata de un problema clásico resuelto por Stokes [15] en el dominio del
tiempo, por Cruse y Rizzo [16] en el de Laplace, y, algunos años antes, por Ku-
pradze [17] para problemas armónicos. Como ya ha sido mencionado, esta solución
fundamental corresponde al espacio completo, lo que obliga a discretizar la super-
ficie libre cuando se estudia un dominio semi-infinito, como ocurre en este trabajo.
En la práctica, sin embargo, sólo se debe incluir en el modelo una pequeña región
alrededor del área de análisis para obtener resultados precisos.

Sean u∗lk(x, ι, ω) los desplazamientos en dirección k en el punto x debidos
a la carga puntual. De igual modo, sea p∗lk(x, ι, ω) la componente en k de las
tensiones asociadas a un plano con normal exterior (unitaria) n en el punto x. Sus
expresiones, para k, l = 1, 2 o 3, son:

u∗lk(x, ι, ω) =
1

4πµ
[ψδlk − χr,kr,l] (2.20)

p∗lk(x, ι, ω) =
1

4π

[(

∂ψ

∂r
− χ

r

)(

δkl
∂r

∂n
+ r,knl

)

− 2

r
χ

(

nkr,l − 2 r,kr,l
∂r

∂n

)

−

−2
∂χ

∂r
r,kr,l

∂r

∂n
+

(

c2p
c2s

− 2

)(

∂ψ

∂r
− ∂χ

∂r
− 2

r
χ

)

r,l nk

]

(2.21)

donde r = |x− ι| y



14 Caṕıtulo 2. El problema elastodinámico armónico y su formulación MEC

ψ = −
(

cs
cp

)2(
1

z2pr
2
− 1

zpr

)

ezpr

r
+

(

1

z2sr
2
− 1

zsr
+ 1

)

ezsr

r
(2.22)

χ = −
(

cs
cp

)2(
3

z2pr
2
− 3

zpr
+ 1

)

ezpr

r
+

(

3

z2sr
2
− 3

zsr
+ 1

)

ezsr

r

siendo

zp = − iω

cp
; zs = − iω

cs
(2.23)

Es interesante resaltar que esta solución fundamental presenta una singulari-
dad cuando ωr → 0, lo que implica la necesidad de un tratamiento especial de las
integrales de estas funciones en los aledaños del punto fuente (ver, p. ej., [2, 18]).

2.4.3. Representación integral

La aplicación del teorema de reciprocidad (2.17) entre el estado desconocido
en estudio y el de referencia S∗

ω definido con anterioridad lleva a la representación
integral del problema. En lo sucesivo, las ecuaciones se escribirán representando un
conjunto de tres ecuaciones, que aparecen de la colocación de la carga unitaria en
las tres direcciones del espacio, de modo que los vectores u∗, p∗ y b∗ se organizarán
en las matrices de 3×3 u∗, p∗ y b∗. De esta manera, cuando se considera la solución
fundamental definida anteriormente, y teniendo en cuenta la ecuación (2.18), el
último término de la ecuación (2.17) se convierte en:

ρ

∫

Ω

b∗u dΩ =

∫

Ω

δ(ι)u dΩ = uι (2.24)

lo que hace que la ecuación (2.17) se transforme en:

uι +

∫

Γ

p∗u dΓ =

∫

Γ

u∗p dΓ + ρ

∫

Ω

u∗b dΩ (2.25)

que es la representación integral del campo de desplazamientos del problema elas-
todinámico armónico cuando la carga puntual se aplica en ι ∈ Ω, donde u y p son
los vectores de desplazamientos y tensión, mientras que u∗ y p∗ son los tensores
de la solución fundamental, que en forma matricial se pueden escribir como:

u =









u1

u2

u3









; u∗ =









u∗11 u∗12 u∗13

u∗21 u∗22 u∗23

u∗31 u∗32 u∗33









(2.26)
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p =









p1

p2

p3









; p∗ =









p∗11 p∗12 p∗13

p∗21 p∗22 p∗23

p∗31 p∗32 p∗33









(2.27)

2.4.4. Representación integral en el contorno

La ecuación (2.25) permite obtener los desplazamientos en puntos internos
de Ω cuando se conocen los desplazamientos y tensiones en Γ. Para formular el
problema de modo que, dadas las condiciones de contorno, puedan obtenerse las
incógnitas en los contornos, la ecuación integral debe escribirse únicamente en
términos de variables en Γ, lo que implica aplicar la carga unitaria en el contorno.
Sin embargo, el caso espećıfico de ι ∈ Γ, que lleva a la representación integral
en el contorno, requiere atención especial debido a la singularidad de la solución
fundamental cuando r → 0.

Figura 2.2: Procedimiento de eliminación de la singularidad. Semiesfera alrede-
dor del punto de colocación para integración

El proceso de eliminación de la singularidad suele llevarse a cabo modificando
ligeramente Γ para evitar el caso r = 0. Para este fin, se considera un contorno
aproximado, elaborado aumentando el contorno Γ del dominio Ω mediante una
semiesfera Γε de radio ε → 0. Como se puede observar en la figura 2.2, el punto
de colocación ι se supone en el centro de la semiesfera. De esta manera, cada
integral en el contorno se puede descomponer en otras dos, extendidas a Γ− Γε y
Γε respectivamente. Aśı, la ecuación (2.25) puede expresarse como:

uι +

∫

Γ−Γε

p∗u dΓ +

∫

Γε

p∗u dΓ =

=

∫

Γ−Γε

u∗p dΓ +

∫

Γε

u∗p dΓ + ρ

∫

Ω

u∗b dΩ
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Las integrales extendidas sobre Γ − Γε no contienen la singularidad, y para
ε → 0 representan el valor principal de Cauchy de la integral original.

ĺım
ε→0

∫

Γ−Γε

p∗u dΓ = val. princ.

∫

Γ

p∗u dΓ (2.28)

ĺım
ε→0

∫

Γ−Γε

u∗p dΓ = val. princ.

∫

Γ

u∗p dΓ (2.29)

Por otra parte, las integrales que se extienden sobre Γε se definen en el ĺımite.
Teniendo en cuenta que u∗ ∼ O(1/ε), p∗ ∼ O(1/ε2) y dΓ ∼ O(ε2), se puede
escribir:

ĺım
ε→0

∫

Γε

u∗p dΓ = 0 (2.30)

uι + ĺım
ε→0

∫

Γε

p∗u dΓ = cιuι (2.31)

donde cι es el término libre que, en un caso tridimensional, es un tensor de 3× 3
dependiente de la geometŕıa del contorno en el punto ι y del coeficiente de Poisson
del dominio (ver, p. ej., [19]). Si el contorno es suave en ι, entonces cι = 1/2 I,
mientras que cι = I en puntos internos, siendo I la matriz unidad de 3×3. Teniendo
en cuenta las ecuaciones desde (2.28) a (2.31), la ecuación (2.30) se convierte en:

cιuι +

∫

Γ

p∗u dΓ =

∫

Γ

u∗p dΓ + ρ

∫

Ω

u∗b dΩ (2.32)

donde todas las integrales son integrales en el sentido del valor principal de Cauchy,
a pesar de que se ha omitido val. princ. por simplicidad.

2.5. El método de elementos de contorno

Para puntos ι ∈ Γ, la ecuación (2.32), junto con las condiciones de contorno,
constituye una formulación cerrada que puede permitir obtener los campos de
desplazamiento y tensiones en el contorno. Una vez conocidos estos campos, los
desplazamientos en cualquier punto ι ∈ Ω se pueden conocer mediante la ecuación
(2.25). Sin embargo, no es posible obtener, en general, la solución anaĺıtica del
problema, excepto para algunos casos simples. Por este motivo, es preciso llevar
a cabo un proceso de discretización para obtener un sistema de ecuaciones lineal
de donde puede obtenerse la solución numérica del problema en un conjunto de
puntos.

En esta sección, las fuerzas de volumen se asumirán, como es habitual, nulas.
De esta manera, la ecuación (2.32) queda:

cιuι +

∫

Γ

p∗u dΓ =

∫

Γ

u∗p dΓ (2.33)
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2.5.1. Proceso de discretización

La solución numérica de la ecuación (2.33) requiere, en primer lugar, la dis-
cretización del contorno en Ne elementos Γj y en Nn nodos, de forma que:

Γ ≃
Ne
⋃

j=1

Γj (2.34)

donde cada elemento se define mediante N j
n nodos. Se aproximan los campos de

desplazamientos u y tensiones p sobre cada elemento j en términos de sus valores
nodales haciendo uso de un conjunto de funciones polinómicas de interpolación
Φ(ξ). ξ representa el conjunto de coordenadas naturales empleado para definir un
punto en el elemento de referencia, que se presentará con posterioridad. De esta
manera, los campos de desplazamientos (u(ξ)) y tensiones (p(ξ)) en un elemento
se aproximan como:

u(ξ) = Φ(ξ)uj ; p(ξ) = Φ(ξ)pj (2.35)

donde uj y pj son vectores de 3N j
n × 1 que contienen los desplazamientos y

tensiones nodales de los elementos, y Φ(ξ) es una matriz de 3× 3N j
n en la forma:

Φ(ξ) =









φ1 0 0 φ2 0 0 · · · φ
N

j
n

0 0

0 φ1 0 0 φ2 0 · · · 0 φ
N

j
n

0

0 0 φ1 0 0 φ2 · · · 0 0 φ
N

j
n









(2.36)

conteniendo las funciones de interpolación espećıficas del elemento, que se defi-
nirán con posterioridad. Por otra parte, la geometŕıa de cada elemento se puede
definir empleando las mismas funciones de interpolación:

x(ξ) = Φ(ξ)xj (2.37)

donde xj es un vector de 3N j
n × 1 que contiene las coordenadas de los nodos que

definen al elemento j. Esta clase de elemento, en el que se emplean las mismas
funciones de interpolación para describir la geometŕıa y las incógnitas, recibe el
nombre de elemento isoparamétrico.

Se debe destacar que la geometŕıa aproximada mediante la ecuación (2.37)
no será, en general, completamente coincidente con el contorno original, como se
expresa en la ecuación (2.34). El error en la aproximación depende de la comple-
jidad de la geometŕıa original, de la discretización empleada y de las funciones
de interpolación φi. Sin embargo, esta clase de errores, que también existen en
los campos aproximados, son inherentes al concepto de aproximación en el que el
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MEC, como muchos otros métodos, se basa y, en consecuencia, no invalida esta
clase de aproximación.

Una vez que todos los contornos han sido discretizados,y teniendo en cuenta
que tanto uj como pj son vectores constantes en Γj, la sustitución de las ecuaciones
(2.35) en (2.33) da como resultado:

cιuι +

Ne
∑

j=1

{

∫

Γj

p∗Φ dΓ

}

uj =

Ne
∑

j=1

{

∫

Γj

u∗Φ dΓ

}

pj (2.38)

que constituye un conjunto de tres ecuaciones algebraicas que dependen de los
desplazamientos en el punto de colocación y de los desplazamientos y tensiones en
todos los nodos del contorno correspondiente. La ecuación (2.38) se puede escribir,
en forma matricial, como:

cιuι +
Nn
∑

m=1

Ĥ
ιm
um =

Nn
∑

m=1

Gιmpm (2.39)

donde, en esta ocasión, los sumatorios se extienden a todos los nodos de la dis-
cretización.

Se debe destacar que cada punto posee un único valor del desplazamiento. Sin
embargo, pueden existir valores distintos de las tensiones en el mismo punto si éste
pertenece a más de un elemento con normales exteriores no paralelas. Esta situa-
ción puede resolverse considerando más de un nodo en el mismo punto. Cuando
al menos una de las tensiones es conocida, los desplazamientos en ambos nodos
serán, de la solución del sistema de ecuaciones resultante, iguales. Por el contrario,
cuando ambas tensiones son desconocidas, la matriz del sistema de ecuaciones se
convierte en singular porque las ecuaciones asociadas a los nodos duplicados son
iguales entre śı. En este caso, conocido como problema de esquina, se lleva a cabo
una técnica denominada estrategia de colocación no nodal. Este procedimiento,
empleado por primera vez por Medina [20], fue estudiado en profundidad por
Aznárez [18].

Los vectores um y pm, de dimensiones 3× 1, representan las tres componentes
nodales de los desplazamientos y tensiones en el nodom. Por su parte, las matrices
Ĥ

ιm
y Gιm, de dimensiones 3 × 3, representan la respuesta en el nodo m debida

a una carga armónica unitaria en el punto de colocación ι, y se definen como:

Ĥ
ιm

=
∑

em

∫

Γem

p∗φk dΓ (2.40)

Gιm =
∑

em

∫

Γem

u∗φk dΓ (2.41)
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donde los sumatorios se extienden sobre todos los elementos em a los que per-
tenece el nodo m y φk es la función de forma del nodo m en el elemento Γem.
Generalmente, el punto de colocación ι se corresponderá con un cierto nodo m de
la discretización. En este caso, llamando:

Hιm =

{

Ĥ
ιm

, si ι 6= m

cι + Ĥ
ιm

, si ι = m
(2.42)

la ecuación (2.39) se puede expresar como:

Nn
∑

m=1

Hιmum =
Nn
∑

m=1

Gιmpm (2.43)

que representa la ecuación integral en el contorno discretizada.

2.5.2. Sistema de ecuaciones que surge del método de ele-
mentos de contorno

Finalmente, escribiendo la ecuación (2.43) para cada nodo, se obtiene un sis-
tema de ecuaciones del tipo:

Hū = Gp̄ (2.44)

donde ū y p̄ son vectores de dimensión 3Nn × 1 que contienen los valores nodales
del problema, y donde las matrices H y G se componen de las submatrices Hιm

y Gιm. Aplicando las condiciones de contorno y reordenando las columnas de
modo que todas las incógnitas (desplazamientos y tensiones) estén agrupadas en
un vector x̄, se obtiene un sistema lineal de ecuaciones linealmente independiente
de la forma:

Ax̄ = f̄ (2.45)

donde f̄ es el vector de valores conocidos, obtenido por aplicación de las condiciones
de contorno y por reordenación de las ecuaciones.

2.5.3. Tipoloǵıa de elementos de contorno

A pesar de que la formulación presentada con anterioridad es genérica y, por
tanto, válida para cualquier clase de elementos, en el presente trabajo se emplean
elementos cuadráticos de forma triangular y cuadrilátera de seis y nueve nodos
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respectivamente. Estos elementos, en conjunción con sus funciones de aproxima-
ción (también llamadas funciones de forma), que se escriben en términos de las
coordenadas naturales ξ1 y ξ2, se definen en el cuadro 2.1. La función de aproxi-
mación φi se define de modo que toman un valor unitario en el nodo i y cero en
el resto de nodos del elemento.

2.5.4. Acoplamiento entre regiones

Si el dominio bajo estudio está definido, no sólo por una única región, sino
por un conjunto de regiones con distintas propiedades elásticas, la formulación
integral y su discretización son válidas todav́ıa para cada subdominio. Aśı, para
el ejemplo mostrado en la figura 2.3, se deben obtener, previamente, dos conjuntos
independientes de ecuaciones, correspondientes a las regiones 1 y 2. A continua-
ción, se imponen las condiciones de equilibrio y compatibilidad para escribir un
único sistema de ecuaciones que represente el problema completo.

Figura 2.3: Acoplamiento entre dos regiones sólidas

Entonces, para una pareja de regiones, es posible escribir:

H1
1 ū

1
1 +H1

2 ū
1
2 = G1

1 p̄
1
1 +G1

2 p̄
1
2

H2
2 ū

2
2 +H2

3 ū
2
3 = G2

2 p̄
2
2 +G2

3 p̄
2
3

(2.46)

que, junto con:

ū1
2 = ū2

2 = ū2 ; p̄1
2 = −p̄2

2 = p̄2 (2.47)

lleva a un único sistema de ecuaciones de la forma:

[

H1
1 H1

2 0

0 H2
2 H2

3

]









ū1
1

ū2

ū2
3









=

[

G1
1 G1

2 0

0 −G2
2 G2

3

]









p̄1
1

p̄2

p̄2
3









(2.48)
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φ1 = ξ1(2ξ1 − 1) ; φ4 = 4ξ1ξ2

φ2 = ξ2(2ξ2 − 1) ; φ5 = 4ξ2ξ3

φ3 = ξ3(2ξ3 − 1) ; φ6 = 4ξ1ξ3

ξ3 = 1− ξ2 − ξ3 ; 0 ≤ ξ1 ≤ 1 ; 0 ≤ ξ2 ≤ 1

φ1 =
1
4
ξ1(ξ1 − 1)ξ2(ξ2 − 1) ; φ2 =

1
2
(1− ξ21)ξ2(ξ2 − 1)

φ3 =
1
4
ξ1(ξ1 + 1)ξ2(ξ2 − 1) ; φ4 =

1
2
(1 + ξ1)ξ2(1− ξ22)

φ5 =
1
4
ξ1(ξ1 + 1)ξ2(ξ2 + 1) ; φ6 =

1
2
(1− ξ21)ξ2(ξ2 + 1)

φ7 =
1
4
ξ1(ξ1 − 1)ξ2(ξ2 + 1) ; φ8 =

1
2
(ξ1 − 1)ξ2(1− ξ22)

φ9 = (1− ξ21)(1− ξ22)

−1 ≤ ξ1 ≤ 1 ; −1 ≤ ξ2 ≤ 1

Cuadro 2.1: Tipos de elementos triangulares y cuadriláteros cuadráticos
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2.5.5. Aspectos numéricos del MEC

Como se ha comentado anteriormente, la resolución del problema de los valo-
res en el contorno mediante el método de elementos de contorno se apoya en la
discretización del problema, en la evaluación numérica de las submatrices Hιm y
Gιm, en el ensamblaje de la matriz A del sistema de ecuaciones y del vector de
valores conocidos (mediante la aplicación de las condiciones de contorno) y, final-
mente, en la resolución del sistema lineal de ecuaciones algebraicas resultante. De
esta manera, se obtiene una aproximación numérica de los campos de interés en
un conjunto de puntos del contorno pudiendo, entonces, obtenerse los desplaza-
mientos en cualquier punto interno x ∈ Ω mediante la aplicación de la ecuación
(2.25). Por lo tanto, uno de los puntos clave del método es la correcta y eficiente
evaluación numérica de las integrales que intervienen, aspecto que se tratará en
lo sucesivo.

Cuando el punto de colocación no pertenece al elemento j en el que se integra,
los integrandos de las ecuaciones (2.40) y (2.41) son regulares en Γj y, en con-
secuencia, las integrales se pueden evaluar empleando una cuadratura de Gauss
(ver, p. ej., [21, 22]). Sin embargo, cuando la distancia r desde el punto fuente
hasta el elemento integrado es relativamente pequeña, las integrales son casi sin-
gulares porque los integrandos son inversamente proporcionales a r. En este caso,
se debe usar un esquema de normalización como el presentado por Telles [23].
Por el contrario, cuando el punto de colocación pertenece al elemento j integra-
do, los tensores u∗ y p∗ de la solución fundamental presentan singularidades de
orden O(1/r) y O(1/r2), respectivamente. La primera clase de singularidad, tam-
bién conocida como singularidad débil, se puede resolver mediante una técnica de
subdivisión elemental (similar a la presentada por Li et ál. [24] en coordenadas
polares) en conjunción con un procedimiento de transformación de coordenadas
(parecido al presentado por Telles [23] o por Cerrolaza y Alarcón [25]) para conver-
tir el integrando en regular. El segundo tipo de términos, denominados términos
fuertemente singulares, se evalúan haciendo uso de una técnica directa propuesta
por Chirino et ál. [26] en la ĺınea de trabajos previos de Cruse et ál. [27] y Li et
ál. [24]. Estas integrales fuertemente singulares se evalúan identificando los ele-
mentos O(1/r2) y dividiéndolos en integrales regulares de superficie y una integral
de ĺınea sobre el peŕımetro del elemento. De esta manera, las singularidades se
cancelan con la contribución de los elementos adyacentes, eliminándose, por tanto
la problemática.

La exposición rigurosa de estos detalles numéricos se encuentra fuera del al-
cance del presente trabajo, habiéndose comentado en el presente apartado unas
nociones básicas de referencia. Una explicación más detallada de la evaluación
numérica de integrales y de otros aspectos numéricos del MEC puede hallarse,
entre otros, en [2, 18].
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2.6. Modelado del amortiguamiento del material

A lo largo del presente caṕıtulo se ha planteado la formulación integral del
problema elastodinámico, junto con una metodoloǵıa numérica para la resolución
del problema de valores en el contorno (MEC), estando el comportamiento elástico
del dominio definido mediante una serie de ecuaciones de gobierno dependientes
de un conjunto de parámetros del material.

Sin embargo, nada se ha mencionado hasta el momento sobre la posible exis-
tencia de mecanismos de disipación de enerǵıa, A pesar de ello, se puede demostrar
que la formulación expuesta hasta este punto es válida tanto para materiales con
amortiguamiento como para materiales en los que éste no se considera.

2.6.1. Materiales viscoelásticos lineales

En este trabajo, el amortiguamiento del material ha sido incluido en el modelo
considerando las regiones MEC como materiales viscoelásticos. En las regiones
viscoelásticas, como en sólidos elásticos, las tensiones y deformaciones se supone
que están relacionadas de modo lineal en un tiempo t, siendo de aplicación, por
tanto, el principio de superposición. Sin embargo, al contrario de lo que ocurre en
los sólidos elásticos, las tensiones y deformaciones en materiales viscoelásticos de-
penden, no sólo de la situación en el tiempo t, sino también de las configuraciones
previas.

En sólidos viscoelásticos ocurren dos fenómenos que no se presentan en sóli-
dos elásticos. En concreto, se trata de los fenómenos de fluencia y relajación. Se
entiende por fluencia al incremento en la deformación de un material debida a un
estado de tensión prolongado en el tiempo, mientras que la relajación consiste en
la lenta reducción del nivel de tensión en un sólido cuando está sometido a una
deformación constante. Una descripción más profunda de estos fenómenos puede
encontrarse en Christensen [28].

2.6.2. Relación constitutiva para materiales viscoelásticos

armónicos

Puede demostrarse que el comportamiento armónico en el tiempo de medios
elásticos, lineales, isótropos y homogéneos puede describirse mediante la ecuación
constitutiva siguiente:

σij = λ(ω) δijεkk + 2µ(ω)εij (2.49)

que es idéntica a la ecuación (2.3) para problemas elásticos y lineales, depen-
diendo ahora de parámetros del material de valores complejos dependientes de
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la frecuencia (ver, p. ej., Domı́nguez [2]). Por lo tanto, siendo idéntica la formu-
lación en ambos casos, los materiales con amortiguamiento (viscoelásticos) o sin
él (elásticos) pueden considerarse, simplemente, asumiendo que las constantes de
Lamé son valores reales o complejos, siendo éstos últimos de la forma:

µ(ω) = Re[µ](1 + i2βµ(ω)) (2.50a)

λ(ω) = Re[λ](1 + i2βλ(ω)) (2.50b)

donde βµ y βλ tienen generalmente el mismo valor β. Como λ y µ son magnitudes
complejas en materiales viscoelásticos, cs, cp y los números de onda k tendrán, tam-
bién, componente imaginaria. En consecuencia, de acuerdo a la ecuación (2.10), el
movimiento de la onda se multiplicará por una función exponencial decreciente,
proveniente de la parte imaginaria de k, de manera que, al aumentar la distancia
en la dirección de propagación, la amplitud del movimiento decrece, estando este
fenómeno producido por el amortiguamiento del material.

2.6.3. Modelo histerético viscoelástico lineal

Esta manera de modelar materiales con amortiguamiento se corresponde con el
modelo tridimensional de Kelvin-Voigt, cuya representación unidimensional con-
siste en un resorte R y un amortiguador C lineales conectados en paralelo, de
manera que:

σ = Rε+ Cε̇ = (R+ iωC)ε = R(1 + i2β(ω))ε (2.51)

Entonces, si se asume que β(ω) es directamente proporcional a ω, el amortigua-
miento del material, que se incrementa linealmente con la frecuencia, seŕıa de tipo
viscoso. Por el contrario, el amortiguamiento histerético puede modelarse consi-
derando un coeficiente de amortiguamiento β independiente de la frecuencia.

Este último modelo (el modelo de amortiguamiento histerético viscoelástico
lineal), donde las constantes de Lamé son del tipo:

µ = Re[µ](1 + i2β) (2.52a)

λ = Re[λ](1 + i2β) (2.52b)

se considera que es el que mejor representa el comportamiento dinámico de los
materiales incluidos en los análisis posteriores y, en consecuencia, es el modelo que
ha sido implementado en los códigos empleados en el presente trabajo.



Caṕıtulo 3

Modelo BEM-FEM para el
análisis dinámico de
cimentaciones y estructuras
pilotadas

3.1. Introducción

A la hora de plantear el método directo de los elementos de contorno aplicado
al problema elastodinámico en el dominio de la frecuencia, la ecuación integral
en el contorno se obtiene, generalmente, a partir del teorema de reciprocidad
en la elastodinámica, teniendo en cuenta la fuerzas por unidad de volumen. Sin
embargo, antes del proceso de discretización que permite plantear el sistema lineal
de ecuaciones del método de los elementos de contorno se asume, en la mayor parte
de las aplicaciones, que dichas fuerzas por unidad de volumen son nulas en todo
el dominio, lo que permite cancelar el último término de la ecuación integral, tal
y como se mostró en el caṕıtulo anterior.

Por contra, el enfoque utilizado en este trabajo, similar al presentado por Ma-
tos Filho et al [29] en un modelo estático previo, incluye este término al considerar
que las tensiones que aparecen en la interfase pilote-suelo pueden entenderse co-
mo fuerzas de volumen que actúan en el interior del dominio. Por otro lado, la
rigidez aportada por los pilotes es tenida en cuenta a través de elementos finitos
longitudinales que relacionan los desplazamientos de distintos puntos internos del
suelo alineados a lo largo del eje del pilote. De este modo, no hay necesidad de
discretizar la interfase pilote-suelo utilizando elementos de contorno, con el consi-
guiente ahorro en grados de libertad. Aśı, no se considera un vaciado en el suelo,
que se modela como un medio continuo.
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La sección 3.2 presenta la ecuación integral de contorno para el suelo, donde las
fuerzas y las tensiones que aparecen en la interfase pilote-suelo son consideradas
como ĺıneas de carga y fuerzas internas que aparecen en el interior del dominio.
A continuación, la sección 3.3 expone la formulación de elementos finitos utiliza-
da para modelar los pilotes, con la que es posible realizar el acoplamiento entre
los elementos finitos y los elementos de contorno, tal y como se hace en la sec-
ción 3.4. Posteriormente, la agrupación de pilotes por medio de encepados ŕıgidos
se presenta en la sección 3.5 y, a partir de ah́ı, la sección 3.6 aborda el modo en
que se introducen en el modelo estructuras cimentadas sobre los grupos de pi-
lotes formulados en los apartados anteriores. La exposición del modelo numérico
de elementos de contorno y elementos finitos termina en la sección 3.7, donde se
aborda el proceso de ensamblaje del sistema de ecuaciones final. Por último, en
la sección 3.8 se explican algunos aspectos numéricos sobre la evaluación de las
integrales relacionadas con las ĺıneas de carga. Parte del material presentado en
este caṕıtulo ha sido publicado en algunos trabajos realizados por los tutores del
proyecto [6, 30]

3.2. Ecuaciones de elementos de contorno para

el suelo

El terreno se modela a través del método de los elementos de contorno como
una región lineal, homogénea, isótropa, viscoelástica y no acotada, con un módulo
de elasticidad transversal complejo µ del tipo µ = Re[µ](1 + 2iβ), donde β es
el coeficiente de amortiguamiento. La ecuación integral en el contorno para un
estado elastodinámico definido en un dominio Ω con un contorno Γ puede ser
escrito de forma general y condensada como:

cιuι +

∫

Γ

p∗u dΓ =

∫

Γ

u∗p dΓ +

∫

Ω

u∗X dΩ (3.1)

donde cι es el tensor del término libre en el punto de colocación xι, X son las
fuerzas de volumen en el dominio Ω, u y p son los vectores de desplazamientos y
tensiones, y u∗ y p∗ son los tensores de la solución fundamental elastodinámica,
que representan la respuesta de una región no acotada a una carga armónica
unitaria concentrada en un punto xι y con una variación temporal del tipo eiωt

En gran número de aplicaciones se considera que las fuerzas de volumen X son
nulas. De aqúı en adelante, por contra, se considerará que la interacción pilote-
suelo se produce, desde el punto de vista de la ecuación integral, a través de fuerzas
internas puntuales situadas en la punta de los pilotes y de ĺıneas de carga reparti-
das a lo largo del eje de los pilotes. Se considera, por tanto, que la continuidad del
suelo no se ve alterada por la presencia de los pilotes. Las ĺıneas de carga dentro
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del suelo, las tensiones a lo largo de la interfase pilote-suelo, actuando sobre el
pilote y en el interior del suelo (qpj = −qsj) y las fuerzas internas puntuales Fpj

en la punta de los pilotes, están representadas en la figura 3.1, donde se muestra
un esquema del modelo.

Figura 3.1: Representación de las ĺıneas de carga

De acuerdo a las hipótesis enumeradas anteriormente, la ecuación (3.1) puede
ser escrita como:

cιuι +

∫

Γ

p∗u dΓ =

∫

Γ

u∗p dΓ +

np
∑

j=1

[

∫

Γpj

u∗qsj dΓpj − δjΥ
j
kFpj

]

(3.2)

donde Γpj es la interfase pilote-suelo a lo largo de la ĺınea de carga j en el interior
del dominio Ω, np es el número total de pilotes en el dominio Ω, δj toma valor
unitario si la ĺınea de carga j contiene a la punta de un pilote flotante, tomando el
valor cero en caso contrario, y Υj

k es un vector de tres componentes que representa
la contribución de la fuerza axial Fpj en la punta de la ĺınea de carga j-ésima.

Los contornos Γ son discretizados por medio de elementos cuadráticos trian-
gulares o cuadriláteros con seis o nueve nodos, respectivamente. Cuando los con-
tornos han sido discretizados, la ecuación (3.2) puede escribirse para cada región
Ω en todos los nodos sobre Γ con el fin de obtener una ecuación matricial del tipo:

Hssus −Gssps −
np
∑

j=1

Gspjqsj +

np
∑

j=1

δjΥ
sjFpj = 0 (3.3)

donde us y ps son los vectores de desplazamientos y tensiones nodales de los
elementos de contorno, Hss y Gss son las matrices de coeficientes obtenidas de la
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integración numérica sobre los elementos de contorno del producto de la solución
fundamental por las funciones de forma correspondientes y Gspj es la matriz de
coeficientes obtenida de la integración numérica sobre la ĺınea de carga j del
producto de la solución fundamental por las funciones de interpolación (3.12),
cuando la carga unitaria está aplicada sobre Γ.

Por otro lado, la ecuación (3.2) se aplica también en los puntos internos que
pertenecen a la ĺınea de carga Γpi, lo que lleva a la siguiente expresión:

c upi +Hpisus −Gpisps −
np
∑

j=1

Gpipjqsj +

np
∑

j=1

δjΥ
pijFpj = 0 (3.4)

donde Hpis y Gpis son matrices de coeficientes obtenidas a través de la integración
numérica sobre los elementos de contorno del producto de la solución fundamental
por las funciones de forma correspondientes y Gpipj es la matriz de coeficientes
obtenida a través de la integración numérica sobre la ĺınea de carga j del producto
de la solución fundamental por las funciones de interpolación (3.12), cuando la
carga unitaria está aplicada sobre la ĺınea de carga Γpi. Aqúı, u

pi es el vector
de desplazamientos nodales de la ĺınea de carga i, el cual es multiplicado por el
vector c, que toma el valor 1/2 en posiciones correspondientes a nodos del pilote
localizados sobre un contorno suave (como en el caso de las cabezas de los pilotes)
o toma un valor unitario en los puntos internos. Debe tenerse en cuenta que la
posición del nodo que define la cabeza del pilote puede coincidir con la posición
de algún nodo de la superficie. En este caso, existirán dos nodos con idénticas
coordenadas espaciales. Entonces, dos de las ecuaciones del sistema, la escrita
para el nodo de la superficie y la escrita para el nodo de la ĺınea de carga, serán
equivalentes, pero el término libre ocupará diferentes posiciones en la matriz de
coeficientes, lo que evitará que se tenga un sistema de ecuaciones singular.

Por otra parte, dado que para pilotes flotantes se considera la existencia de
una fuerza axial actuando en la punta, es necesario escribir una ecuación extra.
Para ello, la carga puntual debe ser aplicada en la dirección x3 en algún punto no
nodal. Dada su cercańıa a la punta del pilote, el punto idóneo es el de coordenada
elemental adimensional ξ = −1/2 del elemento inferior (véase la sección 3.3.2).
De este modo, la ecuación extra es:

1

8

(

3ubk3 + 6ubl3 − ubm3

)

+

∫

Γ

p̂∗u dΓ =

=

∫

Γ

û∗p dΓ +

np
∑

j=1

[

∫

Γpj

û∗qsj dΓpj − δj
(

Υj
b

)

3
Fpj

] (3.5)

donde ubk3 ,ubl3 y ubm3 son los desplazamientos verticales de los nodos k, l y m del
elemento inferior, p̂∗ = {p∗31, p∗32, p∗33} y û∗ = {u∗31, u∗32, u∗33}. En forma matricial,
la ecuación (3.5) puede escribirse como:
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DT upi
b +Hpis

e us −Gpis
e ps −

np
∑

j=1

Gpipj
e qsj +

np
∑

j=1

δjΥ
pij
b3
Fpj = 0 (3.6)

donde upi
b es el vector de desplazamientos nodales en los nodos del elemento in-

ferior de la ĺınea de carga i (que corresponde al extremo inferior de un pilote
flotante), donde la carga unitaria está aplicada, Hpis

e y Gpis
e son vectores obte-

nidos por integración numérica sobre Γ del producto de la solución fundamental
elastodinámica por las funciones de forma de los elementos de contorno y Gpipj

e es
el vector obtenido de la integración sobre Γpj del producto de la solución funda-
mental elastodinámica por las funciones de forma definidas en (3.12), cuando la
carga unitaria está aplicada en el punto extra de la ĺınea de carga i. Finalmente,
DT = 1/8{0, 0, 3, 0, 0, 6, 0, 0,−1}.

3.3. Ecuaciones de elementos finitos para la ci-

mentación pilotada

3.3.1. Ecuación de movimiento

El comportamiento de un pilote sometido a cargas dinámicas puede ser descrito
a través de la siguiente ecuación diferencial:

Mü(t) +C u̇(t) +Ku(t) = f(t) (3.7)

donde M, C y K son, respectivamente, las matrices de masa, amortiguamiento y
rigidez del pilote, u(t) es el vector de desplazamientos nodales y f(t) es el vector
de fuerzas nodales sobre el pilote.

Considérese ahora que el pilote está sujeto a cargas armónicas, en cuyo caso
los vectores de desplazamientos y fuerzas nodales pueden ser expresados como:

u(t) = up eiωt; f(t) = F eiωt (3.8)

donde up es el vector que contiene las amplitudes de las traslaciones y rotaciones
nodales, F es el vector que contiene las amplitudes de las fuerzas y momentos
nodales, ω es la frecuencia angular de la excitación, e i =

√
−1. De este modo, y

considerando un pilote con amortiguamiento interno nulo, la ecuación (3.7) puede
expresarse ahora como

(K− ω2M)up = F (3.9)
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Figura 3.2: Definición del elemento finito

3.3.2. Definición del elemento viga

Los pilotes son modelados, haciendo uso del método de los elementos finitos,
como elementos verticales de acuerdo a la teoŕıa de vigas de Euler-Bernoulli, siendo
discretizados utilizando elementos de tres nodos (como se muestra en la figura 3.2)
que han sido definidos de manera que sea posible aproximar la deformada del pilote
con un número reducido de elementos. Se definen 13 grados de libertad sobre dicho
elemento: un desplazamiento vertical y dos desplazamientos horizontales en cada
nodo y, además, dos rotaciones θ en cada uno de los nodos extremos, uno alrededor
del eje x1 y otro alrededor del eje x2.

Los desplazamientos laterales u1 y u2 a lo largo del elemento son aproximados
a través de un conjunto de funciones de forma de cuarto grado, mientras que los
desplazamientos verticales u3 son aproximados por funciones de segundo grado.
De este modo, los deplazamientos se aproximan del siguiente modo:

ui = ϕ1uki + ϕ2θki + ϕ3uli + ϕ4umi
+ ϕ5θmi

; i = 1, 2 (3.10a)

u3 = φ1uk3 + φ2ul3 + φ3um3 (3.10b)

donde
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ϕ1 = ξ(−3

4
+ ξ +

1

4
ξ2 − 1

2
ξ3)

ϕ2 =
1

4
ξ(−1 + ξ + ξ2 − ξ3)

ϕ3 = 1− 2ξ2 + ξ4 (3.11)

ϕ4 = ξ(
3

4
+ ξ − 1

4
ξ2 − 1

2
ξ3)

ϕ5 =
1

4
ξ(−1− ξ + ξ2 + ξ3)

y

φ1 =
1

2
ξ(ξ − 1)

φ2 = 1− ξ2 (3.12)

φ3 =
1

2
ξ(ξ + 1)

siendo ξ la coordenada adimensional elemental que vaŕıa desde ξ = −1 hasta
ξ = +1.

Las submatrices de rigidez que definen el comportamiento lateral y axial del
elemento (indicadas por los supeŕındices l y a respectivamente), pueden obtenerse
haciendo uso de las funciones de forma arriba indicadas y del principio de los
desplazamientos virtuales como:

klij =

∫

L

ϕ′′
iEIϕ

′′
j dx3; i, j = 1, ..., 5 (3.13)

y

kaij =

∫

L

φ′
iEAφ

′
j dx3; i, j = 1, 2, 3 (3.14)

donde las primas indican derivada respecto de la coordenada x3. De este modo,
las submatrices de rigidez son:

Kl =
EI

5L

























316
L2

94
L

−512
L2

196
L2

−34
L

94
L

36 −128
L

34
L

−6

512
L2

−128
L

1024
L2

−512
L2

128
L

196
L2

34
L

−512
L2

316
L2

−94
L

−34
L

−6 −128
L

−94
L

36

























; Ka =
EA

3L











7 −8 1

−8 16 −8

1 −8 7











(3.15)
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donde E es el módulo de Young del pilote, A e I son, respectivamente, el área y
el momento de inercia de la sección del pilote, y L es la longitud del elemento.
Además, se ha considerado que los momentos de inercia respecto a ambos ejes
principales de inercia son iguales.

De manera similar, los coeficientes de influencia que constituyen la matriz de
masa de un elemento, y que representan las fuerzas de inercia que se oponen a la
aceleración experimentada por un cierto grado de libertad, pueden ser evaluadas
de manera similar como:

ml
ij =

∫

L

ϕim̄ϕj dx3; ma
ij =

∫

L

φim̄φj dx3 (3.16)

De este modo, y considerando un viga con una masa m̄ uniformemente distri-
buida, las matrices de masa consistente que rigen los comportamientos lateral y
axial son, respectivamente:

Ml = L m̄

























13
63

L
63

4
63

−23
630

L
180

L
63

L2

630
2L
315

−L
180

L2

1260

4
63

2L
315

128
315

4
63

−2L
315

−23
630

−L
180

4
63

13
63

−L
63

L
180

L2

1260
−2L
315

−L
63

L2

630

























; Ma =
L m̄

15











2 1 −1
2

1 8 1

−1
2

1 2











(3.17)

3.3.3. Fuerzas sobre el pilote

Dentro de las fuerzas externas actuando sobre el pilote, se considera la existen-
cia de fuerzas y momentos puntuales en la cabeza del pilote, fuerzas distribuidas
a lo largo del fuste debidas a la interacción pilote-suelo y una fuerza axial so-
bre la punta del pilote. De este modo, el vector de fuerzas nodales F puede ser
descompuesto como:

F = Fext + Feq = Ftop + Fp + Feq (3.18)

donde Fext incluye las fuerzas en la cabeza (Ftop) y la fuerza axial en la punta del
pilote (Fp) y Feq es el vector de fuerzas nodales equivalente debido a la interacción
pilote-suelo, que puede ser calculado como Feq = Q · qp, siendo Q la matriz que
transforma las tensiones en fuerzas nodales equivalentes.

Las fuerzas externas que se definen sobre un elemento genérico están esque-
matizadas en la figura 3.3. Las tensiones qp a lo largo de la interfase pilote-suelo
se aproximan como:

qi = φ1qki + φ2qli + φ3qmi
; i = 1, 2, 3 (3.19)
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Figura 3.3: Fuerzas puntuales externas (izquierda) y tensiones a lo largo de la
interfase pilote-suelo, definidas sobre un elemento genérico

utilizando el conjunto de funciones de forma definidos por la ecuación (3.12). La
distribución de tensiones a lo largo de la interfase pilote-suelo es continua entre
elementos.

De nuevo, los coeficientes de la matriz Q para la obtención de las fuerzas late-
rales pueden ser obtenidos utilizando el principio de los desplazamiento virtuales:

qlij =

∫

L

ϕiφj dx; i = 1, ..., 5 ; j = 1, 2, 3 (3.20)

mientras que los coeficientes de la matriz correspondiente a las fuerzas axiales se
obtienen haciendo:

qaij =

∫

L

φiφj dx; i, j = 1, 2, 3 (3.21)
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lo cual permite obtener las siguientes matrices:

Ql =






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


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
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
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

; Qa =
L
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









4 2 −1

2 16 2

−1 2 4











(3.22)

3.3.4. Sistema de ecuaciones para el pilote simple

Una vez que todas las matrices elementales han sido obtenidas para el pilote
completo, es posible escribir, para cada pilote, la siguiente expresión

K̄ u
p
= Fext +Qqp (3.23)

donde K̄ = K − ω2M. Dado que cada pilote es discretizado utilizando tantos
elementos como sea necesario para poder seguir de forma precisa su deformada,
las matrices K̄ yQ deben ser entendidas como matrices globales, obtenidas a partir
de las matrices elementales siguiendo los procedimientos usuales del método de
los elementos finitos.

Nótese que, dado que se asume que la continuidad del suelo no se ve alterada
por la presencia de los pilotes, el valor de la masa distribuida asignado a cada
pilote debe ser modificado según la expresión m̄ = A(ρp − ρs), con el objetivo
de no sobrestimar la masa total del sistema, siendo ρp y ρs, respectivamente, las
densidades del pilote y del suelo. Consideraciones de similar naturaleza fueron
adoptadas en [31–33].

3.4. Acoplamiento BEM-FEM

El siguiente paso es la construcción de un sistema de ecuaciones global a partir
de las expresiones deducidas en las secciones anteriores. El acoplamiento se realiza
a través de las tensiones qsj = −qpj a lo largo de la interfase pilote-suelo y de los
desplazamientos upj a lo largo del pilote j.

La ecuación (3.23), escrita para el pilote j, puede expresarse ahora como:

K̄
pj upj − Fpj +Qqsj = Fj

top (3.24)

Imponiendo condiciones de compatibilidad y equilibrio soldados a lo largo de
las interfases pilote-suelo, y tomando como criterio de signos que las tensiones qs



3.4. Acoplamiento BEM-FEM 35

son positivas, las ecuaciones (3.3), (3.4), (3.6) y (3.24) pueden ser reordenadas
en un único sistema de ecuaciones que representa al sistema suelo-cimentación
pilotada. Para un semiespacio uniforme, el sistema acoplado será de la forma:













Hss −Gsp Υs Ø

Hps −Gpp Υp C′

Hps
e −Gpp

e Υp
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D′

Ø Q −I′ K̄


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






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









us

qs

Fp

up













= B (3.25)

donde Hss es una matriz de dimensiones 3N × 3N obtenida mediante la integra-
ción, sobre los elementos de contorno del producto de la solución fundamental
armónica en tensiones por las funciones de forma correspondientes, cuando la car-
ga es aplicada sobre los contornos, N es el número de nodos en el contorno, D′ es
una matriz constituida por los distintos vectores D, C′ es una matriz que contiene
los términos libres correspondientes a la colocación sobre los nodos del pilote e I′

es una matriz nula excepto en los términos correspondientes a las incógnitas Fpj ,
donde se coloca un término de valor unidad. El resto de las submatrices son:

Gpp =















Gp1p1 Gp1p2 · · · Gp1pn
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...
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. . .
...
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Υp11 Υp12 · · · Υp1n
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Υpn1 Υpn2 · · · Υpnn














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Υp
b3

=




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Υp11
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Υp12
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Gsp =
[

Gsp1 Gsp2 · · · Gspn

]

Υs =
[

Υs1 Υs2 · · · Υsn
]

Hps =
[
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Hps
e

=
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e Hp2s

e · · · Hpns
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]T
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
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





B es el vector del lado derecho, obtenido de aplicar las condiciones de contorno,
mientras que el vector de incógnitas es:

x = {us,qs1,qs2, . . . ,qsn, Fp1, Fp2 , . . . , Fpn,u
p1 ,up2, . . . ,upn}T (3.26)

3.5. Formulación del encepado ŕıgido

Pilotes diferentes pueden trabajar juntos en un grupo si sus cabezas están vin-
culadas a través de un encepado. En este trabajo en concreto, se considerará que
los pilotes están fijamente conectados a un encepado ŕıgido. Las restricciones ci-
nemáticas entre los distintos pilotes, junto a las ecuaciones de equilibrio del con-
junto, se presentan en las siguientes secciones.
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3.5.1. Restricciones cinemáticas

La vinculación de los desplazamientos de las cabezas de los pilotes de un
grupo es ejecutada definiendo las ecuaciones de movimiento de sólido ŕıgido y,
posteriormente, condensando los grados de libertad deseados. Con el objetivo de
simplificar la implementación, los grados de libertad definidos sobre las cabezas
de algunos pilotes serán los utilizados como referencia para condensar el resto
de grados de libertad. Sólo existen cinco grados de libertad en la cabeza de un
pilote, mientras que se necesitan seis grados de libertad (tres desplazamientos y
tres rotaciones) para representar el comportamiento del encepado ŕıgido, por lo
que se utilizarán dos pilotes. Éstos serán denominados como pilote de referencia
y pilote periférico, siendo este último necesario tan solo para la definición de la
rotación del encepado alrededor de un eje vertical.

Figura 3.4: Pilote de referencia (r) y pilote periférico (p)

Sean βrp y rrp el ángulo y la distancia existentes entre las cabezas de los
pilotes de referencia y periférico (véase la fig. 3.4). Bajo la hipótesis de pequeñas
deformaciones, se pueden escribir las siguientes relaciones:

up1 = ur1 − rrpα sin(βrp) (3.27a)

up2 = ur2 + rrpα cos(βrp) (3.27b)

donde los sub́ındices 1 y 2 indican desplazamientos a lo largo de los ejes x1 y
x2, respectivamente. De este modo, el ángulo α de rotación del encepado puede
definirse entre ambos pilotes como:

si



































45o ≤ βrp ≤ 135o

225o ≤ βrp ≤ 315o
entonces α =

ur1 − up1
rrp sin(βrp)

(caso a)

315o ≤ βrp ≤ 45o

135o ≤ βrp ≤ 225o
entonces α =

up2 − ur2
rrp cos(βrp)

(caso b)

(3.28)
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de tal modo que en el caso a, el grado de libertad auxiliar del pilote periférico es up1,
mientras que en el caso b, el grado de libertad utilizado es up2. Teniendo en cuenta
el conjunto de grados de libertad elegidos para representar el comportamiento del
encepado ŕıgido, el acoplamiento entre los pilotes de referencia y periférico puede
expresarse, para los casos a y b respectivamente, a través de las siguientes matrices:




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


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
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
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


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(3.29)

y
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(3.30)

donde drpi = xpi − xri , siendo x el vector de posición del punto de interés. Sean
ahora βrj y rrj el ángulo y la distancia existentes entre la cabeza del pilote de
referencia y la de cualquier otro pilote j. Las matrices de acoplamiento, para los
casos a y b, son, respectivamente:
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(3.31)
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(3.32)

donde drji = xji − xri . Tal y como ya se ha comentado con anterioridad, estas
matrices son utilizadas para condensar los grados de libertad definidos en las
cabezas de los pilotes de un grupo en sólo seis grados de libertad de referencia.

3.5.2. Ecuaciones de equilibrio

Deben imponerse condiciones de equilibrio dinámico sobre el encepado entre
las fuerzas externas, las fuerzas de inercia y las reacciones en la cabeza de los
pilotes. Sean F e

i las fuerzas externas aplicadas sobre el centro de gravedad del
encepado xc

cg en dirección i y Me
1 , M

e
2 y Me

3 los momentos externos aplicados
alrededor de los ejes x2, x1 y x3, respectivamente. Las propiedades inerciales del
encepado son su masa mc y sus momentos de inercia I1, I2 e I3, definidos alrededor
de los ejes x2, x1 y x3, respectivamente. Finalmente, la reacciones en la cabeza del
pilote j-ésimo son las fuerzas Fji y los momentos Mj1 y Mj2, definidos alrededor
de los ejes x2 y x1, respectivamente. Con esta nomenclatura, las ecuaciones de
equilibrio dinámico del encepado c pueden escribirse como:

F e
i +

nc
p

∑

j=1

Fji = −ω2mcucgi i = 1, 2, 3

Me
i +

nc
p

∑

j=1

(

Mji − (xji − xcgi)Fj3 + (xj3 − xcg3)Fji

)

= −ω2Iiθi i = 1, 2

Me
3 +

nc
p

∑

j=1

(

(xj1 − xcg1)Fj2 − (xj2 − xcg2)Fj1

)

= −ω2I3α (3.33)

donde nc
p es el número de pilotes agrupados bajo el encepado c.
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3.6. Modelo para las estructuras pilotadas

3.6.1. Introducción

En esta sección se describe la formulación que se ha adoptado para el análisis
dinámico de estructuras pilotadas compuestas por uno o más pilares verticales
extensibles y uno o más forjados horizontales infinitamente ŕıgidos, tal y como
se muestra en la figura 3.5. Los pilotes son modelados como vigas de Euler-
Bernoulli sin masa, con deformación axial y lateral y con amortiguamiento de
tipo viscoelástico, introducido a través de un módulo de rigidez complejo del tipo
k = Re[k](1 + 2iζ). Se desprecia la rigidez torsional de los pilares. Se considera,
además, que los ejes principales de inercia de los forjados ŕıgidos son paralelos a
los ejes de coordenadas, aunque la posición de sus centros de gravedad en el plano
horizontal puede variar entre distintas plantas.

Figura 3.5: Esquema bidimensional del modelo de estructuras pilotadas

Con el objetivo de escribir las ecuaciones de movimiento directamente en fun-
ción de los desplazamientos y rotaciones de los forjados (parámetros de mayor
interés en este trabajo), se condensan todos los grados de libertad correspondien-
tes a los extremos de los pilares al centro de gravedad del forjado o del encepado
situado a su mismo nivel. Dado que las matrices elementales de rigidez de los
pilares serán expresadas inicialmente respecto a los extremos de los pilares, es ne-
cesario escribir primero las relaciones cinemáticas existentes entre tales extremos
y los centros de gravedad de los forjados o los encepados. Posteriormente, se define
una matriz de rigidez elemental para la entreplanta entre dos niveles consecutivos.
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3.6.2. Relaciones cinemáticas

Sea Xj =
{

ucg1j , ucg2j , ucg3j , αcgj ,Θcg1j ,Θcg2j

}T
el vector que define los despla-

zamientos y rotaciones del centro de gravedad del forjado o encepado j, donde
αcgj , Θcg1j y Θcg2j son las rotaciones en sentido antihorario alrededor de los ejes

x3, x2 y x1, respectivamente. Sea Yj
i = {ui1 , ui2, ui3, θi1 , θi2}Tj el vector que define

los desplazamientos y las rotaciones en un extremo del pilar i vinculado al forjado
o encepado j. La compatibilidad entre Xj y Yj

i puede ser expresada, en forma
matricial, como:
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(3.34)

Sobre el acoplamiento entre pilares y encepado

Sin embargo, tal y como se vio en la sección 3.5, los grados de libertad co-
rrespondientes al centro de gravedad del encepado no están presentes de modo
expĺıcito en el sistema de ecuaciones final, estando, por contra, definidos en fun-
ción de los correspondientes a dos de los pilotes del grupo. Por esta razón, las
columnas de la matriz de rigidez elemental de la entreplanta, correspondientes a
la vinculación de los pilares con el encepado, deberán ser escritas en función de
dichos grados de libertad auxiliares.

Figura 3.6: Grados de libertad para el acoplamiento entre pilares y encepado

Para ello, sean βrp y rrp el ángulo y la distancia entre las cabezas de los pilotes
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de referencia y periférico y βcg y rcg el ángulo y la distancia entre el pilote de
referencia y el centro de gravedad del encepado (véase figura 3.6). En concordancia
con el conjunto de seis grados de libertad elegido para definir los desplazamientos
y rotaciones del encepado, se definen las matrices de acoplamiento entre la cabeza
del pilote de referencia y el centro de gravedad del encepado que, para los casos a
y b (véase la sección 3.5), son, respectivamente:
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(3.36)

donde drpi = xpi − xri
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3.6.3. Matriz de rigidez de entreplanta

La submatriz elemental de rigidez de dimensión 10×10 de un pilar i, modelado
como una viga de Euler-Bernoulli, puede ser definida como:
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f j−1
i

f j
i


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
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


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




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(3.37)

donde

axi
= 12

E Ixi

L3
; bxi

= 6
E Ixi

L2
; c =

E A

L
; dxi

= 4
E I

L

siendo, además, fi
j = {fx1

i, fx2
i , fx3

i , mx1
i, mx2

i}jT las reacciones en la conexión
entre el pilar y el forjado.

Con el objetivo de construir una matriz elemental equivalente Ki para la entre-
planta que relacione directamente los grados de libertad de los forjados superior
e inferior, la submatriz de rigidez correspondiente a cada extremo del pilote i es
post-multiplicada por la ecuación (3.34), obteniéndose las submatrices de rigidez
expresadas en términos de los grados de libertad asociados a los centros de grave-
dad de forjados y encepados. Del mismo modo se opera con las filas para definir
las fuerzas resultantes respecto a los centros de gravedad de los forjados. Este
proceso lleva a la obtención de la siguiente matriz de rigidez elemental del pilar i
para la entreplanta situada entre los niveles j − 1 y j:





F i
j−1

F i
j



 =

[

Ki
11(6x6)

Ki
12(6x6)

Ki
21(6x6)

Ki
22(6x6)

]





Xj−1

Xj



 (3.38)

donde
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a
2
2 + Ix2x

a
1
2

IXab = Ix1x
a
2x

b
2 + Ix2x

a
1x

b
1

IXb = Ix1x
b
2

2
+ Ix2x

b
1

2

En estas expresiones, xak = xik − xcga
k
y xbk = xik − xcgb

k
son las coordenadas

horizontales relativas del eje del pilar respecto al centro de gravedad del forjado
superior o inferior, respectivamente, y Fj

T = {Fx1 , Fx2, Fx3 ,Mα,Mx1 ,Mx2}j co-
rresponde a las reacciones que aparecen en la conexión entre el pilar y el forjado,
expresadas también respecto al centro de gravedad correspondiente.

Habiendo definido una matriz de rigidez de la entreplanta con carácter genéri-
co, puede seguirse el procedimiento de ensamblaje usual del método de los ele-
mentos finitos para obtener la ecuación de movimiento de la estructura una vez
discretizada, quedando de la forma:

(

K − ω2M
)

X = F (3.39)

donde K es la matriz de rigidez global de la estructura, X es el vector de despla-
zamientos y rotaciones en los forjados, F es el vector de fuerzas externas sobre la
estructura y M es la matriz de propiedades inerciales de la estructura, definida
para cada forjado.

3.7. Ensamblaje de la matriz global del sistema

La manera en que las ecuaciones (3.23), (3.3), (3.4), (3.6) y (3.39) son re-
organizadas en un único sistema de ecuaciones depende de la configuración de
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estructuras, cimentaciones y suelos y de las condiciones de contorno. Sin embar-
go, siempre deben aplicarse las condiciones de equilibrio y de compatibilidad,
considerando contacto soldado entre las diferentes interfases del sistema. En la
situación más general, existen múltiples estructuras cimentadas sobre diferentes
grupos de pilotes que están embebidos en el terreno, estando el sistema sometido
a fuerzas externas o a ondas śısmicas. En tal caso, el sistema de ecuaciones es:

A
{

us,ps,qs,Fp,u
p,Xj ,Ftop, fo

}T
= B (3.40)

donde A, cuya estructura está esquematizada en la fig. 3.7, es la matriz de coe-
ficientes y B es el vector del lado derecho, ambos obtenidos después de aplicar
las condiciones de contorno y de reordenar las ecuaciones. El vector de incógnitas
incluye los desplazamientos us y/o las tensiones ps en los nodos correspondien-
tes a los elementos de contorno, las tensiones en la interfase pilote-suelo qs, las
fuerzas en la punta de los pilotes Fp, las traslaciones y rotaciones nodales a lo
largo del pilote up, los grados de libertad definidos en las superestructuras Xj,
las reacciones en las uniones pilote-encepado Ftop y las fuerzas en la base de la
estructura fo

Ec. MEC sobre los contornos

Ec. MEC sobre las
ĺıneas de carga

Ec. MEF de los pilotes

Ec. MEF de las estructuras

Equilibrio

us | ps qs Fp

up Xj Ftop fo

Figura 3.7: Estructura de la matriz de coeficientes A del sistema
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3.8. Evaluación numérica de las integrales defi-

nidas sobre las ĺıneas de carga

Siempre que la fuente esté situada fuera de la ĺınea de carga j, las integrales de
u∗qsj y û∗qsj , definidas sobre la ĺınea de carga Γpj y que aparecen en las ecuacio-
nes (3.2) y (3.5), respectivamente, son calculadas como integrales monodimensio-
nales extendidas sobre una ĺınea definida por el eje del pilote correspondiente. Por
contra, estas mismas integrales poseen una singularidad cuando la fuente está si-
tuada sobre la ĺınea que está siendo integrada. En este caso, y para evitar esta
singularidad, las integrales se evalúan sobre un cilindro cuyo radio Rp tiene por

valor
√

A/π. Considérese entonces que la interfase Γp entre el pilote (cualquiera
que sea su sección) y el suelo es un cilindro de radio Rp, sobre el que existen
unas tensiones σps. En este caso, el último sumando de la ecuación (3.1) incluye
integrales del tipo:

∫

Γp

u∗σps dΓp =

∫

Γp

u∗ qs

2πRp

dΓp =
1

2πRp

Ne
∑

e=1

∑

i=k,l,m

[

∫

Γpe

u∗φi dΓp

]

qs
i (3.41)

donde Ne es el número de elementos en que se ha discretizado la ĺınea de carga, y
donde se ha utilizado la ecuación (3.19) para expresar qs a lo largo del elemento.
Tal y como se vio en el caṕıtulo 2, la solución fundamental elastodinámica utilizada
en este trabajo, que da el desplazamiento en el punto x y en la dirección k cuando
la fuente es aplicada en el punto xι y en la dirección l, tiene la siguiente expresión:

u∗lk =
1

4πµ
[ψδlk − χr,kr,l]

ψ = −
(

cs
cp

)2(
1

z2pr
2
− 1

zpr

)

ezpr

r
+

(

1

z2sr
2
− 1

zsr
+ 1

)

ezsr

r
(3.42)

χ = −
(

cs
cp

)2(
3

z2pr
2
− 3

zpr
+ 1

)

ezpr

r
+

(

3

z2sr
2
− 3

zsr
+ 1

)

ezsr

r

donde µ es el módulo de elasticidad transversal, δlk es la función delta de Kronecker
y r = |x − xι|. Para este caso espećıfico (véase la figura 3.8), las derivadas del
vector posición r = x− xι son:

r,1 =
xr1
r

=
Rp cos(γ)

r
(3.43a)

r,2 =
xr2
r

=
Rp sin(γ)

r
(3.43b)

r,3 =
xr3
r

(3.43c)
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Eje del pilote

Figura 3.8: Superficie ciĺındrica de integración sobre la interfase pilote-suelo
cuando el punto de colocación pertenece al pilote

Entonces, las integrales del último término de la ecuación (3.41) pueden ser
evaluadas, en coordenadas ciĺındricas (véase la figura 3.8), como:

∫

Γpe

u∗φi dΓp =

∫

xr
3

∫

θ

1

4πµ
[ψδlk − χr,kr,l]φiRp dθ dx3

=
Rp

4πµ

∫

xr
3

[

2πψδlk − χ

∫ 2π

0

r,kr,l dθ

]

φi dx3

=
Rp

4µ

∫

xr
3

[

2ψδlk −
1

r2
χRlk

]

φi dx3

(3.44)

donde xr3 = x3 − xk3 y

Rlk =









R2
p 0 0

0 R2
p 0

0 0 2(xr3)
2









(3.45)

Ahora, la integral de la ecuación (3.41) puede ser expresada de la siguiente
forma:
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∫

Γp

u∗σps dΓp =

Ne
∑

e=1

Le

16πµ

∑

i=k,l,m

[
∫ 1

−1

(

2ψδlk −
χ

r2
Rlk

)

φi dξ

]

qs
i (3.46)

Puede adoptarse, también, una estrategia de colocación no nodal para compu-
tar las integrales sobre Γpj desde el mismo pilote. Esto lleva a un procedimiento
que permite la reinterpretación de la ecuación anterior. En tal caso, deben elegirse
al menos cuatro puntos no nodales, colocados simétricamente alrededor del pilote
(tal y como se muestra en la figura 3.9) para evitar romper la simetŕıa del proble-
ma. Se obtiene aśı, por superposición de las cuatro ecuaciones procedentes de esta
estrategia de colocación no nodal, una única ecuación, que es dividida entre cuatro
para mantener el orden de los coeficientes resultantes. En tal caso, e integrando
sobre la ĺınea de carga, el último término de la ecuación (3.1) se convierte en:

∫

Γp

u∗qs dΓp =
1

4

4
∑

n=1
c.p.
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∑
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∑
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4πµ

[

∫
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3
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]
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i
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1

4
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∑
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∑
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1

4πµ

[

∫

xr
3

φi

(

ψδlk −
χ

r2
Rn

lk

)

dx3

]

qs
i

(3.47)

donde

Rn
lk

n=1,2

=








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0 R2
p (−1)nRpx

r
3

0 (−1)nRpx
r
3 (xr3)

2


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

Rn
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n=3,4

=








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p 0 (−1)nRpx

r
3

0 0 0

(−1)nRpx
r
3 0 (xr3)

2









(3.48)

Tal y como puede apreciarse, este procedimiento lleva a una ecuación com-
pletamente equivalente a la ecuación (3.46), con lo que se demuestra que ambas
aproximaciones son análogas.

Por otro lado, cuando el punto de colocación ‘k éstá situado fuera de la ĺınea
de carga j, puede afirmarse que:

Υj
k = {u∗13 u∗23 u∗33}k (3.49)



50 Caṕıtulo 3. Modelo BEM-FEM

Puntos de
colocación (p.c.)

1, 2, 3, 4

Línea de carga

Figura 3.9: Estrategia de colocación no nodal

Sin embargo, cuando el punto de colocación está situado en el nodo inferior de
la ĺınea de carga j y éste coincide con el extremo inferior del pilote, Υj

kFpj pasa
a contener una singularidad. Para evitar tal singularidad, la fuerza axial en la
punta del pilote puede modelarse como una presión uniforme σb aplicada sobre
una superficie circular con radio Rp =

√

A/π. En este trabajo, esta estrategia ha
sido utilizada siempre que el punto de colocación está situado a lo largo de la ĺınea
de carga j. De este modo, puede escribirse

Υj
kFpj =

∫

Γb

u∗i3 σb dΓb (3.50)

donde Γb es la superficie de la punta del pilote y σb = Fp/A. Aśı, y utilizando
coordenadas polares (véase la figura 3.10), la ecuación (3.50) pasa a ser expresada
como:

Υj
k =

1

4πµA

∫ 2π

0

∫ Rp

0

[ψδi3 − χr,ir,3] a da dθ =

=
1

2µA

∫ Rp

0

δi3

[

ψ − (xr3)
2 χ

r2

]

a da (3.51)

donde la integral es regular y puede ser evaluada numéricamente.
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Figura 3.10: Integración sobre la superficie de la punta del pilote





Caṕıtulo 4

Ecuaciones del campo incidente
producido por ondas SH, P y SV
con ángulo de incidencia genérico

4.1. Introducción

Comentado el modelo acoplado de elementos de contorno y elementos finitos
es hora, pues, de profundizar en el objeto del presente trabajo. Para ello, se esta-
blecen a continuación las consideraciones y expresiones que permitirán estudiar el
comportamiento de un medio sometido a la incidencia de ondas śısmicas tipo SH,
P y SV que llegan a la superficie con un ángulo de incidencia totalmente genérico.

El presente caṕıtulo se estructura de modo que en la sección 4.2 se establecen
las consideraciones generales respecto a los fenómenos asociados a la propagación
de ondas a través del terreno. Una vez planteados los datos de partida, se analizan,
en las secciones 4.3, 4.4 y 4.5, las caracteŕısticas propias de cada tipo de onda
incidente, haciendo especial hincapié en sus particularidades espećıficas. Definidas
las caracteŕısticas de las ondas incidentes, éstas se generalizan en la sección 4.6 a
ángulos de incidencia totalmente genéricos. Por otra parte, la sección 4.7 indica
el modo de incluir el campo incidente en la formulación general del problema
explicada hasta ese punto. Para finalizar, la sección 4.8 recoge los aspectos relativos
a la implementación del código desarrollado en el existente con anterioridad a la
realización al presente trabajo.

4.2. Fundamentos

Considérese un semiespacio con propiedades mecánicas homogéneas, constan-
tes con la profundidad, dadas por su módulo de elasticidad E y su coeficiente de
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x1

x2

x3

Figura 4.1: Definición de ejes en el semiespacio

Poisson ν. Asúmase, además, que por el medio se propaga un tren de ondas cuya
dirección de propagación se encuentra contenida en un plano perpendicular a la
superficie del semiespacio (plano x2 x3 en la figura 4.1), formando un ángulo θ0
con el eje x2, medido en sentido trigonométrico. Ese tren de ondas puede supo-
nerse formado por ondas volumétricas de tipo P o S, pudiendo estar estas últimas
polarizadas horizontal o verticalmente (tratándose, respectivamente, de ondas SH
y SV).

La propagación del tren de ondas a través del medio produce en éste una per-
turbación en forma de campo de desplazamientos que, como se verá, es función
del ángulo θ0 de incidencia y de las propiedades mecánicas del terreno. A fin de
obtener las expresiones anaĺıticas del campo de desplazamientos provocado por
el tren incidente (denominado en lo sucesivo campo incidente), se establecerá a
continuación el conjunto de parámetros que se precisarán para la total definición
posterior del problema. Para ello, en la siguiente figura se presentan las carac-
teŕısticas geométricas que intervendrán con posterioridad.

En la figura 4.2 se puede observar el ángulo θ0 de la onda incidente y los ángulos
θ1 y θ2 de las ondas reflejadas. Esto se debe a que, a la llegada del frente de ondas a
la superficie libre del semiespacio, se produce un proceso de reflexión que provoca
la generación de dos ondas adicionales en el caso más genérico (ver, por ejemplo,
Domı́nguez [2]). Como más tarde se verá, la cantidad de ondas reflejadas depende
del tipo de onda incidente, siendo de dos cuando la onda que incide es de tipo P
o SV y de una única cuando es una SH (ver, también, [2]).

Se pueden definir, en función de los ángulos presentados en el párrafo ante-
rior, los vectores s y d mencionados en el caṕıtulo 2 (figura 2.1) que contengan,
respectivamente, los cosenos directores de las direcciones de propagación y de los
desplazamientos de las part́ıculas que cada una de las ondas que intervienen en el
problema provocan, sabiendo que ambas direcciones son ortogonales en ondas S
y coincidentes en ondas P.
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Sup. Libre x2

x3

θ0

θ1
θ2

Ainc
0 Aref

1

Aref
2

Figura 4.2: Ángulos de interés en el plano x2 x3 para los distintos problemas

Sabiendo lo anterior, las expresiones anaĺıticas del campo de desplazamientos
se pueden representar en notación subindicada del modo que a continuación se
muestra:

ui =
n

∑

j=1

dji Aj e
−i kj (s(j)·r) (4.1)

donde ui es la componente en la dirección i del desplazamiento, n es el número
de ondas total del problema en análisis, dji es la componente en la dirección i del
vector que contiene los cosenos directores de los desplazamientos que la onda j
provoca en las part́ıculas del medio, Aj y kj son, respectivamente, la amplitud de
la onda j y su número de onda (definido como el cociente entre la frecuencia ω y
la velocidad de propagación de la misma en el medio -kj = ω/cj-), mientras que
s(j) · r representa el producto escalar del vector de la dirección de propagación
de la onda j por el vector de posición del punto donde se pretenden determinar
los desplazamientos (s(j) · r = s

(j)
1 x1 + s

(j)
2 x2 + s

(j)
3 x3, siendo x1, x2 y x3 las

coordenadas del punto bajo análisis). Es interesante mencionar, por último, que
la i que aparece en el exponente de la función representa a la unidad imaginaria
(i =

√
−1).

Obtenidas las expresiones anaĺıticas del campo de desplazamientos en las tres
direcciones del espacio para cualquier punto del medio, el tensor de pequeñas
deformaciones puede obtenerse, para cada punto, por aplicación directa de las
ecuaciones de compatibilidad. La ecuación es la (2.1), que se estableció en el
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caṕıtulo 2, la cual se repite a continuación a fin de ilustrar de mejor manera el
problema bajo análisis:

εij =
1

2
(ui,j + uj,i); i, j = 1, 2, 3 (2.1)

Aśı, obtenido el tensor de deformaciones para cada caso, las componentes del
tensor de tensiones se pueden obtener de la ecuación constitutiva que, asumiendo
que el suelo es un medio elástico, lineal, homogéneo e isótropo, se establece por
la ley de Hooke, la cual se escribió en el caṕıtulo 2 a través de la ecuación (2.3).
La citada ecuación es la siguiente:

σij = λ εkk δij + 2µ εij (2.3)

Una vez obtenidos los tensores de tensión para los puntos del semiespacio es
posible establecer las condiciones de contorno que permitirán, una vez aplicadas,
determinar las relaciones existentes entre la amplitud de la onda incidente y la
reflejada (o las reflejadas). Las condiciones de contorno a aplicar en esta ocasión
son las condiciones de superficie libre, es decir, que la tensión normal σ33 y la
tensión tangencial σ23 sean nulas en los puntos de coordenada x3 cero.

Las consideraciones realizadas hasta el momento son de aplicación totalmente
genérica, sin estar referenciadas a ningún tipo de onda incidente en concreto. Por
ello, a continuación se procede a la particularización de las expresiones obteni-
das a cada caso a fin de, en primer lugar, aclarar los conceptos introducidos y,
posteriormente, incidir en las caracteŕısticas propias de cada tipo de problema.

4.3. Onda SH incidente

4.3.1. Campo incidente

En el presente eṕıgrafe se estudiará el problema de una onda de tipo SH inci-
dente en un semiespacio. En este caso, se puede demostrar (ver, por ejemplo, [2])
que la llegada del frente de ondas a la superficie libre del semiespacio provoca un
fenómeno de reflexión que propicia la generación de una única onda que, además,
es del mismo tipo que la onda incidente. En la figura 4.3 adjunta se refleja lo
comentado, definiéndose, además, los ángulos de interés del problema.

En estas circunstancias, los vectores s y d que, como se indicó en el apartado
4.1, son los que contienen, respectivamente, los cosenos directores de las direccio-
nes de propagación y desplazamientos de cada una de las ondas que intervienen
en el problema, son los que se muestran a continuación. Es conveniente resaltar,
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Sup. Libre x2

x3

Ainc
sh

Aref
sh

s(0) s(1)

θ0

θ1

Figura 4.3: Ángulos de interés en el plano x2 x3 para una onda SH incidente

como puede observarse en la figura 4.3, que la notación 0 hace referencia a la onda
SH incidente, mientras que el 1 indica referencia a la onda SH reflejada.

s(0) =
[

0, s
(0)
2 , s

(0)
3

]

= [0, cos (θ0) , sen (θ0)] d(0) = [1, 0, 0]

s(1) =
[

0, s
(1)
2 , s

(1)
3

]

= [0, cos (θ1) ,− sen (θ1)] d(1) = [1, 0, 0]

Por su parte, las expresiones expĺıcitas del campo de desplazamientos son, en
función de los vectores definidos en el párrafo anterior y de las amplitudes de las
ondas implicadas:

u1 = d
(0)
1 Ainc

sh e−i ks (s(0)·r) + d
(1)
1 Aref

sh e−i ks (s(1)·r)

u2 = 0

u3 = 0 (4.2)

Tal y como se puede observar, la estructura de las expresiones del campo de
desplazamientos es, como no pod́ıa ser de otro modo, totalmente análoga a la
establecida en la ecuación (4.1). En esta ocasión puede verificarse el hecho de que
una onda SH incidente con un ángulo θ0 cualquiera con respecto a la superficie del
semiespacio provoca en éste desplazamientos sólo en la dirección del eje x1, siendo
nulas el resto de componentes del desplazamiento. Además, el desplazamiento no
nulo se obtiene como la suma de las contribuciones de las ondas SH incidente y
reflejada.
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Por tratarse de un semiespacio, en cualquier plano x2 x3 perpendicular a la
superficie libre del mismo debe de cumplirse la independencia de la condición de
contorno en x2. Por ello, es posible establecer las siguientes igualdades:

ks s
(0)
2 = ks s

(1)
2 ⇒ cos (θ0)

cs
=

cos (θ1)

cs
⇒ θ0 = θ1 (4.3)

de donde la ecuación (4.3) establece la igualdad entre el ángulo θ0 de la onda
incidente y el ángulo θ1 de la onda reflejada. Una vez sabido esto, es simple
demostrar algunas relaciones adicionales, como las que se muestran a continuación:

s
(1)
2 = s

(0)
2 = cos (θ0)

s
(1)
3 = −s(0)3 = − sen (θ0)

4.3.2. Tensores de deformación y tensión

Una vez determinadas las expresiones anaĺıticas del campo incidente, es posi-
ble pasar a la determinación de los tensores de deformación y tensión. El proce-
dimiento que se seguirá es el indicado en la sección 4.1, es decir, comenzar con
la determinación del tensor de deformaciones haciendo uso de las ecuaciones de
compatibilidad (mostradas en notación subindicada en la ecuación (2.1)) y conti-
nuar aplicando la ley de comportamiento (ecuación (2.3)) para obtener el tensor
de tensiones en cada punto del semiespacio.

Cuando la onda que incide en el semiespacio es una de tipo SH, el campo de
desplazamientos sólo posee componente en x1 (ecuación (4.2)). De esta manera,
todas las derivadas parciales de las componentes en x2 y x3 del campo de despla-
zamientos se anularán. Aśı, el tensor de deformaciones tiene el aspecto siguiente:

ε =









0 ε12 ε13

ε21 0 0

ε31 0 0









(4.4)

cuyas componentes no nulas se ilustran a continuación:

ε12 = ε21 =
1

2
u1,2 =

1

2

[

−d(0)1 s
(0)
2 Ainc

sh (i ks) e
−i ks (s(0)·r)−

−d(1)1 s
(1)
2 Aref

sh (i ks) e
−i ks (s(1)·r)

]
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ε13 = ε31 =
1

2
u1,3 =

1

2

[

−d(0)1 s
(0)
3 Ainc

sh (i ks) e
−i ks (s(0)·r)−

−d(1)1 s
(1)
3 Aref

sh (i ks) e
−i ks (s(1)·r)

]

Obtenido el tensor de deformaciones, es posible determinar las componentes
del tensor de tensiones haciendo uso de la ley de comportamiento del material. Aśı,
asumiendo que el suelo se comporta de manera elástica y lineal, con caracteŕısticas
de homogeneidad e isotroṕıa, aplicando la ley de Hooke se tiene que el tensor de
tensiones es:

σ =









0 σ12 σ13

σ21 0 0

σ31 0 0









(4.5)

donde las componentes no nulas son:

σ12 = σ21 = 2µ ε1,2 = µ
[

−d(0)1 s
(0)
2 Ainc

sh (i ks) e
−i ks (s(0)·r)−

−d(1)1 s
(1)
2 Aref

sh (i ks) e
−i ks (s(1)·r)

]

σ13 = σ31 = 2µ ε1,3 = µ
[

−d(0)1 s
(0)
3 Ainc

sh (i ks) e
−i ks (s(0)·r)−

−d(1)1 s
(1)
3 Aref

sh (i ks) e
−i ks (s(1)·r)

]

4.3.3. Aplicación de las condiciones de contorno

Todas las expresiones anteriores son función de los parámetros definidos con
anterioridad. Sin embargo, nada se ha dicho hasta el momento acerca de las ampli-
tudes de las ondas incidente y reflejada. Como se verá en lo sucesivo, las condicio-
nes de contorno en estos problemas se materializan en la obtención de relaciones
entre las amplitudes de la onda incidente y la reflejada (o, para otras ondas inci-
dentes, las reflejadas).

Las condiciones de contorno a aplicar son las de superficie libre, es decir, que
la tensión en el contorno del semiespacio sea nula. Esto, traducido a las variables
ya presentadas, implica que:

En x3 = 0 ⇒ σ13 = 0 (4.6)
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Por lo tanto, recuperando las expresiones del tensor de tensiones en los puntos
del semiespacio, se puede escribir:

−d(0)1 s
(0)
3 Ainc

sh − d
(1)
1 s

(1)
3 Aref

sh = 0

− sen (θ0) A
inc
sh + sen (θ0) A

ref
sh = 0

}

Ainc
sh = Aref

sh (4.7)

Aśı, las amplitudes de la onda incidente y reflejada coinciden cuando la onda
que ataca al semiespacio es una de tipo SH. A pesar de ello, sigue siendo necesario
valorar de algún modo, al menos, una de esas amplitudes. Por esta razón, se le
asigna, a modo de condición de contorno adicional, un valor unitario a la amplitud
de la onda incidente. Numéricamente se tiene:

Ainc
sh = Aref

sh = 1 (4.8)

4.4. Onda P incidente

4.4.1. Campo incidente

El caso de una onda SH incidente estudiado con anterioridad es, como se
demostrará en el presente apartado, el caso menos complejo. La existencia de
una única onda reflejada simplifica enormemente las expresiones. En esta ĺınea,
la formulación relativa a una onda P supone un paso adelante, incrementándose
la complejidad de la misma. Esta tendencia alcanzará su culmen en el apartado
siguiente con el estudio de la onda SV incidente.

Como se puede intuir del párrafo anterior, la reflexión producida por la llegada
del frente de ondas a la superficie libre del semiespacio provoca la aparición, en
este caso, de dos ondas, una de tipo P y otra de tipo SV. Los ángulos de interés
son los que se pueden observar en la figura 4.4.

Los vectores s y d para este problema son:

s(0) =
[

0, s
(0)
2 , s

(0)
3

]

= [0, cos (θ0) , sen (θ0)]

s(1) =
[

0, s
(1)
2 , s

(1)
3

]

= [0, cos (θ1) ,− sen (θ1)]

s(2) =
[

0, s
(2)
2 , s

(2)
3

]

= [0, cos (θ2) ,− sen (θ2)]

d(0) =
[

0, d
(0)
2 , d

(0)
3

]

= [0, cos (θ0) , sen (θ0)]

d(1) =
[

0, d
(1)
2 , d

(1)
3

]

= [0, cos (θ1) ,− sen (θ1)]

d(2) =
[

0, d
(2)
2 , d

(2)
3

]

= [0,− sen (θ2) ,− cos (θ2)]
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Figura 4.4: Ángulos de interés en el plano x2 x3 para una onda P incidente

La expresión anaĺıtica del campo de desplazamientos, en función de los vectores
anteriores, es la siguiente:

u1 = 0

u2 = d
(0)
2 Ainc

p e−i kp (s(0)·r) + d
(1)
2 Aref

p e−i kp (s(1)·r) + d
(2)
2 Aref

sv e−i ks (s(2)·r)

u3 = d
(0)
3 Ainc

p e−i kp (s(0)·r) + d
(1)
3 Aref

p e−i kp (s(1)·r) + d
(2)
3 Aref

sv e−i ks (s(2)·r) (4.9)

Aplicando el concepto de independencia de las expresiones respecto al eje x2
se verifica que:

kp s
(0)
2 = kp s

(1)
2 = ks s

(2)
2 ⇒ cos (θ0)

cp
=

cos (θ1)

cp
=

cos (θ2)

cs
⇒ θ0 = θ1 (4.10)

de donde, según la ecuación anterior se puede verificar, también en este caso,
que el ángulo θ1 es igual al ángulo θ0. Esta igualdad permite relacionar ciertas
componentes de los vectores s y d entre śı.

s
(1)
2 = s

(0)
2 = cos (θ0) d

(1)
2 = d

(0)
2 = cos (θ0)

s
(1)
3 = −s(0)3 = sen (θ0) d

(1)
3 = −d(0)3 = − sen (θ0)

Paralelamente, de la primera y tercera igualdad de la ecuación (4.10) puede
obtenerse la relación existente entre el ángulo de la onda P incidente y el de la
SV reflejada. En efecto:
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cos (θ0)

cp
=

cos (θ2)

cs
⇒ cos (θ2) =

cs
cp

cos (θ0) (4.11)

En la ecuación (4.11) se establece que la relación entre el ángulo de incidencia
de la onda P y el ángulo de la onda SV reflejada es proporcional al cociente entre
la velocidad de propagación de la onda S y la velocidad de propagación de la onda
P. Tal cociente, como se verá, depende sólo del coeficiente de Poisson del medio.
A ese cociente se le denominará en lo sucesivo con el śımbolo κ, tomando valores
inferiores a la unidad. En resumen, se tiene:

cs
cp

=
kp
ks

=

√

1− 2 ν

2 (1− ν)
= κ < 1 (4.12)

por lo que se relacionan los vectores de propagación y de desplazamientos de la
onda SV reflejada con los de la onda P incidente, de modo similar al que ocurŕıa
entre las ondas P incidente y reflejada tras aplicar la ecuación (4.10). En esta
ocasión:

s
(2)
2 = cos (θ2) = κ cos (θ0) d

(2)
2 = − sen (θ2) = −

√

1− κ2 cos2 (θ0)

s
(2)
3 = − sen (θ2) = −

√

1− κ2 cos2 (θ0) d
(2)
3 = − cos (θ2) = −κ cos (θ0)

Resulta interesante en este punto estudiar qué ocurre con la relación entre los
ángulos θ0 y θ2 en función del propio θ0. Aśı, el valor de κ vaŕıa entre

√
2/2 para

un valor del coeficiente de Poisson de 0 y 0 para un valor del coeficiente de Poisson
de 0,5. De esta manera, para un ángulo de incidencia de la onda P de entre 0 y
90 grados, es sencillo comprobar que el ángulo θ2 vaŕıa entre 45 y 90 grados.

Existe un fenómeno asociado a la reflexión que se produce en la superficie
libre cuando la onda que incide es una onda SV que, como se comprobará llegado
el momento, tiene una gran importancia. Sin embargo, en virtud de lo expuesto
anteriormente, el mencionado fenómeno no tiene lugar en estas circunstancias. Se
emplaza al lector al apartado 4.5 a fin de complementar su conocimiento sobre la
materia.

4.4.2. Tensores de deformación y tensión

Para una onda incidente de tipo P, el tensor de deformaciones es de la forma
siguiente:

ε =









0 0 0

0 ε22 ε23

0 ε32 ε33









(4.13)
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cuyas componentes no nulas poseen las expresiones siguientes:

ε22 = u2,2 =− d
(0)
2 s

(0)
2 Ainc

p (i kp) e
−i kp (s(0)·r)−

− d
(1)
2 s

(1)
2 Aref

p (i kp) e
−i kp (s(1)·r)−

− d
(2)
2 s

(2)
2 Aref

sv (i ks) e
−i ks (s(2)·r)

ε33 = u3,3 =− d
(0)
3 s

(0)
3 Ainc

p (i kp) e
−i kp (s(0)·r)−

− d
(1)
3 s

(1)
3 Aref

p (i kp) e
−i kp (s(1)·r)

− d
(2)
3 s

(2)
3 Aref

sv (i ks) e
−i ks (s(2)·r)

ε23 = ε32 =
1

2
u2,3 =

1

2

[

−
(

d
(0)
2 s

(0)
3 + d

(0)
3 s

(0)
2

)

Ainc
p (i kp) e

−i kp (s(0)·r)−

−
(

d
(1)
2 s

(1)
3 + d

(1)
3 s

(1)
2

)

Aref
p (i kp) e

−i kp (s(1)·r)−

−
(

d
(2)
2 s

(2)
3 + d

(2)
3 s

(2)
2

)

Aref
sv (i ks) e

−i ks (s(2)·r)
]

Además de las componentes del tensor de deformaciones, otra variable (de
interés posterior) es la suma de los elementos de la diagonal principal del tensor
de deformaciones. En esta ocasión tiene el siguiente aspecto:

εkk = ε11 + ε22 + ε33 =−
(

d
(0)
2 s

(0)
2 + d

(0)
3 s

(0)
3

)

Ainc
p (i kp) e

−i kp (s(0)·r)−

−
(

d
(1)
2 s

(1)
2 + d

(1)
3 s

(1)
3

)

Aref
p (i kp) e

−i kp (s(1)·r)−

−
(

d
(2)
2 s

(2)
2 + d

(2)
3 s

(2)
3

)

Aref
sv (i ks) e

−i ks (s(2)·r)

Conocidas estas componentes del tensor de deformaciones, se puede determinar
el tensor de tensiones. En esta ocasión, el citado tensor tiene el siguiente aspecto:

σ =









σ11 0 0

0 σ22 σ23

0 σ32 σ33









(4.14)

en el que las componentes distintas de cero son las que a continuación se muestran.
Es conveniente resaltar la necesidad de la expresión de εkk en la determinación de
las componentes σ11, σ22 y σ33. En efecto:
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σ11 = λ εkk =− λ
(

d
(0)
2 s

(0)
2 + d

(0)
3 s

(0)
3

)

Ainc
p (i kp) e

−i kp (s(0)·r)−

− λ
(

d
(1)
2 s

(1)
2 + d

(1)
3 s

(1)
3

)

Aref
p (i kp) e

−i kp (s(1)·r)−

− λ
(

d
(2)
2 s

(2)
2 + d

(2)
3 s

(2)
3

)

Aref
sv (i ks) e

−i ks (s(2)·r)

σ22 =−
[

(λ + 2µ) d
(0)
2 s

(0)
2 + λ d

(0)
3 s

(0)
3

]

Ainc
p (i kp) e

−i kp (s(0)·r)−

−
[

(λ + 2µ) d
(1)
2 s

(1)
2 + λ d

(1)
3 s

(1)
3

]

Aref
p (i kp) e

−i kp (s(1)·r)−

−
[

(λ + 2µ) d
(2)
2 s

(2)
2 + λ d

(2)
3 s

(2)
3

]

Aref
sv (i ks) e

−i ks (s(2)·r)

σ33 =−
[

λ d
(0)
2 s

(0)
2 + (λ+ 2µ) d

(0)
3 s

(0)
3

]

Ainc
p (i kp) e

−i kp (s(0)·r)−

−
[

λ d
(1)
2 s

(1)
2 + (λ+ 2µ) d

(1)
3 s

(1)
3

]

Aref
p (i kp) e

−i kp (s(1)·r)−

−
[

λ d
(2)
2 s

(2)
2 + (λ+ 2µ) d

(2)
3 s

(2)
3

]

Aref
sv (i ks) e

−i ks (s(2)·r)

σ23 = σ32 = 2µ ε23 =− µ
(

d
(0)
2 s

(0)
3 + d

(0)
3 s

(0)
2

)

Ainc
p (i kp) e

−i kp (s(0)·r)−

− µ
(

d
(1)
2 s

(1)
3 + d

(1)
3 s

(1)
2

)

Aref
p (i kp) e

−i kp (s(1)·r)−

− µ
(

d
(2)
2 s

(2)
3 + d

(2)
3 s

(2)
2

)

Aref
sv (i ks) e

−i ks (s(2)·r)

4.4.3. Aplicación de las condiciones de contorno

Las condiciones de superficie libre son las siguientes:

En x3 = 0 ⇒
{

σ23 = 0

σ33 = 0
(4.15)

De la primera igualdad se extrae que:

0 =− µ [cos (θ0) sen (θ0) + sen (θ0) cos (θ0)] A
inc
p (i kp) e

−i kp [cos(θ0)x2]−
− µ [− cos (θ0) sen (θ0)− sen (θ0) cos (θ0)] A

ref
p (i kp) e

−i kp [cos(θ0)x2]−
− µ

[(

1− κ2 cos2 (θ0)
)

− κ2 cos2 (θ0)
]

Aref
sv (i ks) e

−i kp [cos(θ0)x2]
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como κ = cs/cp = kp/ks y, además:

2 sen (θ0) cos (θ0) = sen (2 θ0) (4.16)

σ23 se puede expresar como:

0 = −µ sen (2 θ0) A
inc
p + µ sen (2 θ0) A

ref
p − µ

[

1− 2 κ2 cos2 (θ0)
] 1

κ
Aref

sv

Si se tiene en cuenta que 1− 2 κ2 cos2 (θ0) = 1− 2 cos2 (θ2), se puede escribir:

1− 2 cos2 (θ2) = 1− cos2 (θ2)− cos2 (θ2) = sen2 (θ2)− cos2 (θ2) = − cos (2 θ2)

Por lo que, teniendo en cuenta lo anterior y dividiendo finalmente entre µ, se
obtiene la siguiente expresión:

sen (2 θ0) A
ref
p + cos (2 θ2)

1

κ
Aref

sv = sen (2 θ0) A
inc
p (4.17)

Por otro lado, de la segunda de las igualdades (σ33 = 0), se tiene:

0 =−
[

λ+ 2µ sen2 (θ0)
]

(i kp) A
inc
p −

[

λ+ 2µ sen2 (θ0)
]

(i kp) A
ref
p −

− [−λ sen (θ2) cos (θ2) + (λ+ 2µ) sen (θ2) cos (θ2)] (i ks) A
ref
sv

de donde:

0 =−
[

λ+ 2µ sen2 (θ0)
]

Ainc
p −

[

λ+ 2µ sen2 (θ0)
]

Aref
p −

− 2µ sen (θ2) cos (θ2)
1

κ
Aref

sv

Dividiendo entre 2µ, se tiene:

0 =−
[

1

2

λ

µ
+ sen2 (θ0)

]

Ainc
p −

[

1

2

λ

µ
+ sen2 (θ0)

]

Aref
p −

− 1

2
sen (2 θ2)

1

κ
Aref

sv

como existe la siguiente relación entre el coeficiente de Poisson y las constantes
de Lamé:

ν =
λ

2 (λ+ µ)
(4.18)
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Por ello, y según la definición antes dada para el valor de κ, éste puede escribirse
del modo que se muestra a continuación:

κ =

√

1− 2 ν

2 (1− ν)
=

√

√

√

√

√

√

√

1− λ

λ+ µ

2

[

1− λ

2 (λ+ µ)

] =

√

√

√

√

√

√

µ

λ+ µ
λ+ 2µ

λ+ µ

=

√

µ

λ+ 2µ
(4.19)

por lo que, en virtud de lo anterior, λ/µ es equivalente a:

λ

µ
=
λ

µ
+ 2− 2 =

λ+ 2µ

µ
− 2 =

1

κ2
− 2 (4.20)

Aśı, retomando la expresión de σ33, se puede poner:

0 =−
[

1

2

1

κ2
− 1 + sen2 (θ0)

]

Ainc
p −

[

1

2

1

κ2
− 1 + sen2 (θ0)

]

Aref
p −

− 1

2
sen (2 θ2)

1

κ
Aref

sv

de donde, reordenando los términos de la expresión anterior, se obtiene, finalmente:

[

1

2 κ2
− cos2 (θ0)

]

Aref
p +

1

2 κ
sen (2 θ2) A

ref
sv =

[

− 1

2 κ2
+ cos2 (θ0)

]

Ainc
p (4.21)

Las ecuaciones (4.17) y (4.21) constituyen un sistema de dos ecuaciones con
tres incógnitas. Dándole, como en el caso de la onda SH, un valor unitario a la
amplitud de la onda incidente, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

sen (2 θ0) A
ref
p + cos (2 θ2)

1

κ
Aref

sv = sen (2 θ0) A
inc
p

[

1

2 κ2
− cos2 (θ0)

]

Aref
p +

1

2 κ
sen (2 θ2) A

ref
sv =

[

− 1

2 κ2
+ cos2 (θ0)

]















(4.22)

De la resolución del sistema de ecuaciones anterior se obtienen los siguientes
valores para las amplitudes de las ondas reflejadas:

Aref
p =

κ2 sen (2 θ0) sen (2 θ2)− cos2 (2 θ2)

κ2 sen (2 θ0) sen (2 θ2) + cos2 (2 θ2)
(4.23)

para la onda P reflejada y

Aref
sv =

2 κ sen (2 θ0) cos (2 θ2)

κ2 sen (2 θ0) sen (2 θ2) + cos2 (2 θ2)
(4.24)

para la onda SV reflejada.
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4.4.4. Cambios de modo

Si se analizan las expresiones de las amplitudes de las ondas reflejadas, es sen-
cillo ver que existe un cierto ángulo θ0 de incidencia que produce que la amplitud
de la onda P reflejada se anule, produciéndose un fenómeno conocido como cambio
de modo. De esta manera, una onda incidente de tipo P se refleja en forma de una
única onda que, además, es de tipo SV (de ah́ı el nombre de cambio de modo).
Aśı, para cada valor del coeficiente de Poisson existe, a priori, al menos un ángulo
de incidencia para el que sólo se refleja una onda SV. La ecuación que permite
obtener el ángulo (o los ángulos) para el que se produce el fenómeno explicado es
la siguiente:

κ2 sen (2 θ0) sen (2 θ2)− cos2 (2 θ2) = 0 (4.25)

que puede expresarse en función únicamente del ángulo de incidencia mediante
un conjunto de transformaciones sencillas, quedando, por tanto:

− 4 κ4 cos4 (θ0) + 4 κ3 cos2 (θ0)
√

1− cos2 (θ0)
√

1− κ2 cos2 (θ0)+

+ 4 κ2 cos2 (θ0)− 1 = 0 (4.26)

Aśı pues, la expresión anterior permite obtener el ángulo en el que se produce
el cambio de modo en función de las propiedades del terreno, al estar la variable
κ relacionada con el coeficiente de Poisson ν del mismo según la ecuación (4.12).
Sin embargo, el comportamiento de la ecuación (4.26) presentada con anterioridad
difiere según el valor del coeficiente de Poisson del terreno por el que se propagan
las ondas.

Para ilustrar el fenómeno, la figura 4.5 presenta la variación de los valores de
la amplitud de la onda P reflejada en función del ángulo θ0 de incidencia y del
coeficiente de Poisson del medio, pudiendo observarse que el cambio de modo sólo
tiene lugar para valores comprendidos en un determinado rango de la última de las
variables mencionadas. En concreto, la frontera a partir de la cual no se produce
el fenómeno de cambio de modo se ubica en un valor del coeficiente de Poisson de
0,263

Nótese, también, que cuando el coeficiente de Poisson del terreno toma un
valor de 0,5, la amplitud de la onda P reflejada pasa a valer -1 para cualquier
ángulo θ0 de incidencia.
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Figura 4.5: Variación de la amplitud de la onda P reflejada con el ángulo de
incidencia θ0 y el coeficiente de Poisson ν del terreno

Aśı pues, una vez se han comentado las particularidades que atañen al proble-
ma en estudio, es posible elaborar un cuadro que resuma los valores del ángulo de
cambio de modo (θcmodo) para una cierta cantidad de coeficientes de Poisson del
suelo.

ν κ θcmodo

0,1 0,667 0,803 ◦ y 47,618 ◦

0,2 0,612 5,216 ◦ y 39,519 ◦

0,3 0,535 -

0,4 0,408 -

0,5 0 -

Cuadro 4.1: Cuadro resumen de los ángulos de cambio de modo para una onda
incidente tipo P y un conjunto de coeficientes de Poisson del terreno
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4.5. Onda SV incidente

4.5.1. Campo incidente

En este apartado se estudiarán las caracteŕısticas propias del campo incidente
cuando la onda que incide es una de tipo SV. Las expresiones obtenidas en esta
ocasión son particularmente especiales, precisando de ciertas aclaraciones y espe-
cifidades que, en los casos anteriores, no eran necesarias. Se completa, por tanto,
el estudio, el cual ha seguido un orden creciente en complejidad.

Entrando en materia, la incidencia de una onda SV en el semiespacio genera,
tras su reflexión, la aparición de una onda SV y una P reflejadas. En esta ocasión,
la figura 4.6 siguiente presenta los parámetros de interés para el problema en
análisis.

Sup. Libre x2

x3

Ainc
sv

Aref
sv

Aref
p

s(0) s(1)

s(2)

d(0)
d(1)

d(2)

θ0

θ1 θ2

Figura 4.6: Ángulos de interés en el plano x2 x3 para una onda SV incidente

Bajo las suposiciones anteriores, los vectores s y d son los siguientes:

s(0) =
[

0, s
(0)
2 , s

(0)
3

]

= [0, cos (θ0) , sen (θ0)]

s(1) =
[

0, s
(1)
2 , s

(1)
3

]

= [0, cos (θ1) ,− sen (θ1)]

s(2) =
[

0, s
(2)
2 , s

(2)
3

]

= [0, cos (θ2) ,− sen (θ2)]
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d(0) =
[

0, d
(0)
2 , d

(0)
3

]

= [0, sen (θ0) ,− cos (θ0)]

d(1) =
[

0, d
(1)
2 , d

(1)
3

]

= [0,− sen (θ1) ,− cos (θ1)]

d(2) =
[

0, d
(2)
2 , d

(2)
3

]

= [0, cos (θ2) ,− sen (θ2)]

La expresión anaĺıtica del campo de desplazamientos, en función de los vectores
anteriores, es la siguiente:

u1 = 0

u2 = d
(0)
2 Ainc

sv e−i ks (s(0)·r) + d
(1)
2 Aref

sv e−i ks (s(1)·r) + d
(2)
2 Aref

p e−i kp (s(2)·r)

u3 = d
(0)
3 Ainc

sv e−i ks (s(0)·r) + d
(1)
3 Aref

sv e−i ks (s(1)·r) + d
(2)
3 Aref

p e−i kp (s(2)·r) (4.27)

Si se tiene en cuenta la independencia de las expresiones con respecto al eje
x2 puede escribirse:

ks s
(0)
2 = ks s

(1)
2 = kp s

(2)
2 ⇒ cos (θ0)

cs
=

cos (θ1)

cs
=

cos (θ2)

cp
⇒ θ0 = θ1 (4.28)

donde los ángulos θ0 y θ1 son, también en esta ocasión, iguales. Sabiendo de esa
igualdad, se puede comprobar que:

s
(1)
2 = s

(0)
2 = cos (θ0) d

(1)
2 = −d(0)2 = − sen (θ0)

s
(1)
3 = −s(0)3 = − sen (θ0) d

(1)
3 = d

(0)
3 = − cos (θ0)

De igual modo, de la segunda y tercera igualdad de la ecuación (4.28) se obtiene
la relación entre el ángulo de la onda incidente (θ0) y el de la onda P reflejada
(θ2). En efecto:

cos (θ0)

cs
=

cos (θ2)

cp
⇒ cos (θ2) =

cp
cs

cos (θ0) (4.29)

De modo distinto al que ocurŕıa cuando la onda que incid́ıa era una de tipo P,
la relación que existe en esta ocasión entre el ángulo de incidencia de la onda SV
y el de la onda P reflejada es proporcional al cociente entre la velocidad cp y cs,
es decir, a 1/κ. Dicho de otro modo:

cp
cs

=

√

2 (1− ν)

1− 2 ν
=

1

κ
> 1 (4.30)
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La expresión (4.29) permite relacionar los vectores de propagación y de des-
plazamientos de la onda P reflejada con los de la onda SV incidente, de modo
similar al efectuado con anterioridad. Aśı pues:

s
(2)
2 =

1

κ
s
(0)
2 d

(2)
2 = s

(2)
2 =

1

κ
s
(0)
2

s
(2)
3 = −

√

1−
[

s
(2)
2

]2

d
(2)
3 = s

(2)
3 = −

√

1−
[

s
(2)
2

]2

4.5.2. Ángulo cŕıtico

Existe una particularidad para este tipo de ondas incidentes que puede ob-
servarse analizando la ecuación (4.30). De esta manera, tómese un ángulo de
incidencia θ0 tal que el ángulo de la onda P reflejada se anule. En estas circuns-
tancias, cos (θ0) = κ. Llámese al ángulo que produce ese efecto θcr. A continuación,
supóngase que el ángulo de incidencia sea superior a ese ángulo cŕıtico θcr (ángulo
supercŕıtico). De esa manera, el coseno del ángulo de incidencia será menor a κ y,
por tanto, el coseno del ángulo reflejado será cos (θ2) = 1/κ cos (θ0) < 1

Ahora, imaǵınese el lector que el ángulo de incidencia resulte ser inferior al
citado ángulo cŕıtico (ángulo subcŕıtico). Bajo tal suposición, cos (θ0) > κ, de
modo que el coseno del ángulo reflejado será cos (θ2) = 1/κ cos (θ0) > 1. Se
trata, pues, de una singularidad que implica que sen (θ2) ∈ I. Debido a esto, se
hace necesaria una modificación de la formulación que permita tener en cuenta el
hecho descrito.

A modo de información adicional, la siguiente tabla resume los ángulos cŕıticos
para algunos valores del coeficiente de Poisson del suelo.

ν κ θcr

0,1 0,667 48,16 ◦

0,2 0,612 52,24 ◦

0,3 0,535 57,69 ◦

0,4 0,408 65,91 ◦

0,5 0 90 ◦

Cuadro 4.2: Cuadro resumen de los ángulos cŕıticos para una onda incidente
tipo SV y un conjunto de coeficientes de Poisson del terreno

Como se dijo con anterioridad, es preciso modificar la formulación planteada
hasta el momento para tener en cuenta el fenómeno asociado al ángulo cŕıtico.
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Para ello, pártase de las expresiones ya conocidas del campo de desplazamientos
y anaĺıcense las componentes del mismo debidas a la contribución de la onda P
reflejada.

[

u2

u3

]P

=

[

d
(2)
2

d
(2)
3

]

Aref
p e−i kp [cos(θ2)x2−sen(θ2)x3] =

=

[

cos (θ2)

− sen (θ2)

]

Aref
p e−i kp [cos(θ2) x2−sen(θ2)x3]

(4.31)

puesto que:

cos (θ2) =
1

κ
cos (θ0) ; sen (θ2) = ±i (−1)

√

1

κ2
cos2 (θ0)− 1 (4.32)

No es posible establecer, a priori, el signo de la unidad imaginaria. De cualquier
modo, la expresión de los desplazamientos se puede poner del modo siguiente:

[

u2

u3

]P

=

[

1
κ

cos(θ0)

±i (−1)
√

1
κ2

cos2(θ0)−1

]

Aref
p e

−i kp
[

1
κ

cos(θ0)x2−(±i)x3

√

1
κ2

cos2(θ0)−1
]

de donde, analizando la función exponencial, la solución adecuada será la que
sirva para mantener la estructura de la misma. En esta ocasión, la estructura se
mantiene si se toma −i. De esta manera se tiene:

[

u2

u3

]P

=

[

1
κ

cos(θ0)

i
√

1
κ2

cos2(θ0)−1

]

Aref
p e

−i kp
[

1
κ

cos(θ0)x2+i x3

√

1
κ2

cos2(θ0)−1
]

=

=

[

1
κ

cos(θ0)

i
√

1
κ2

cos2(θ0)−1

]

Aref
p e

kp x3

√

1
κ2

cos2(θ0)−1
e−i kp [ 1κ cos(θ0)] x2 =

=

[

1
κ

cos(θ0)

i
√

1
κ2

cos2(θ0)−1

]

Aref
p eξ x3 e−i ks cos(θ0)x2 (4.33)

En la expresión anterior puede observarse que la componente de uno cualquiera
de los desplazamientos es igual al producto de un cierto valor por una amplitud
por el producto de dos exponenciales, ambas decrecientes al aumentar la variable
de la que dependen (algo evidente para el caso de x2 y fácilmente visualizable
para el caso de la exponencial dependiente de x3, pues los puntos del semiespacio
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poseen valores de la citada componente negativas). De este modo, la exponencial
dependiente de x3 es un término que modula la amplitud de la onda, decreciendo
ésta con la profundidad. El valor de la constante real que acompaña a la variable
x3 es:

ξ = kp

√

1

κ2
cos2 (θ0)− 1 (4.34)

De esta manera, se trata de una onda que se propaga en la dirección x2 (rasan-
te), con desplazamientos en x2 y x3, ambos desfasados 90 ◦, con una amplitud Aref

p

aún indeterminada que, además, decrece con la profundidad (x3 negativos) según
ξ. Esta clase de ondas tiene similitudes más que notables con una tipoloǵıa de on-
das conocida como ondas de Rayleigh, un tipo de onda de superficie cuyo número
de onda es kr = ks cos (θ0) y que produce movimientos en x2 y x3 desfasados entre
śı 90 ◦

A nivel de implementación, se puede considerar que s(2) y d(2) son las siguientes
expresiones complejas:

s(2) =









0

cos (θ2)

− sen (θ2)









=









0
1
κ
cos (θ0)

i
√

1
κ2 cos2 (θ0)− 1









d(2) =









0

cos (θ2)

− sen (θ2)









=









0
1
κ
cos (θ0)

i
√

1
κ2 cos2 (θ0)− 1









Aśı pues, las expresiones anteriores permiten implementar de modo relativa-
mente sencillo un ángulo de incidencia inferior al cŕıtico. Sin embargo, resulta
instructivo obtener las ecuaciones del campo de desplazamientos para el caso en
el que θ0 = θcr. En este caso, los vectores de propagación y de desplazamientos de
la onda P reflejada son los siguientes:

s
(2)
2 = 1 d

(2)
2 = 1

s
(2)
3 = 0 d

(2)
3 = 0

siendo el campo de desplazamientos el siguiente:
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u1 = 0

u2 = d
(0)
2 Ainc

sv e−i ks (s(0)·r) + d
(1)
2 Aref

sv e−i ks (s(1)·r) + Aref
p e−i kp (x2)

x3 = d
(0)
3 Ainc

sv e−i ks (s(0)·r) + d
(1)
3 Aref

sv e−i ks (s(1)·r) (4.35)

donde puede observarse que los desplazamientos en las direcciones x2 y x3 son la
suma de las contribuciones de las ondas SV incidente y reflejada y, en el caso de
los desplazamientos en x2, también de la aportación de la onda P reflejada que,
en este caso, es una onda P rasante.

4.5.3. Tensores de deformación y tensión

Si la onda incidente es de tipo SV, se puede observar de modo sencillo que se
anulan las siguientes componentes del tensor de deformaciones:

ε11 = u1,1 = 0

ε21 = ε12 =
1

2
(u1,2 + u2,1) = 0

ε31 = ε13 =
1

2
(u1,3 + u3,1) = 0

Aśı, el tensor de deformaciones de un punto cualquiera del semiespacio tiene
el siguiente aspecto:

ε =









0 0 0

0 ε22 ε23

0 ε32 ε33









(4.36)

por lo que las componentes del tensor de deformaciones se obtienen como sigue:

ε22 = u2,2 =− d
(0)
2 s

(0)
2 Ainc

sv (i ks) e
−i ks (s(0)·r)−

− d
(1)
2 s

(1)
2 Aref

sv (i ks) e
−i ks (s(1)·r)−

− d
(2)
2 s

(2)
2 Aref

p (i kp) e
−i kp (s(2)·r)

ε33 = u3,3 =− d
(0)
3 s

(0)
3 Ainc

sv (i ks) e
−i ks (s(0)·r)−

− d
(1)
3 s

(1)
3 Aref

sv (i ks) e
−i ks (s(1)·r)−

− d
(2)
3 s

(2)
3 Aref

p (i kp) e
−i kp (s(2)·r)
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ε23 = ε32 =
1

2
u2,3 =

1

2

[

−
(

d
(0)
2 s

(0)
3 + d

(0)
3 s

(0)
2

)

Ainc
sv (i ks) e

−i ks (s(0)·r) −

−
(

d
(1)
2 s

(1)
3 + d

(1)
3 s

(1)
2

)

Aref
sv (i ks) e

−i ks (s(1)·r)−

−
(

d
(2)
2 s

(2)
3 + d

(2)
3 s

(2)
2

)

Aref
p (i kp) e

−i kp (s(2)·r)
]

Al igual que ocurŕıa en el caso de la onda P incidente, merece también la pena
en esta ocasión determinar la suma de los elementos de la diagonal principal del
tensor de deformaciones. Se tiene:

εkk = ε11 + ε22 + ε33 =−
(

d
(0)
2 s

(0)
2 + d

(0)
3 s

(0)
3

)

Ainc
sv (i ks) e

−i ks (s(0)·r)−

−
(

d
(1)
2 s

(1)
2 + d

(1)
3 s

(1)
3

)

Aref
sv (i ks) e

−i ks (s(1)·r)−

−
(

d
(2)
2 s

(2)
2 + d

(2)
3 s

(2)
3

)

Aref
p (i kp) e

−i kp (s(2)·r)

En lo que se refiere al tensor de tensiones, las componentes nulas son, en esta
ocasión, las siguientes:

σ12 = σ21 = 2µ ε12 = 0

σ13 = σ31 = 2µ ε13 = 0

donde el tensor de tensiones de un punto cualquiera del semiespacio tiene el as-
pecto que se muestra a continuación:

σ =









σ11 0 0

0 σ22 σ23

0 σ32 σ33









(4.37)

y las componentes distintas de cero son:

σ11 = λ εkk =− λ
(

d
(0)
2 s

(0)
2 + d

(0)
3 s

(0)
3

)

Ainc
sv (i ks) e

−i ks (s(0)·r)−

− λ
(

d
(1)
2 s

(1)
2 + d

(1)
3 s

(1)
3

)

Aref
sv (i ks) e

−i ks (s(1)·r)−

− λ
(

d
(2)
2 s

(2)
2 + d

(2)
3 s

(2)
3

)

Aref
p (i kp) e

−i kp (s(2)·r)
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σ22 =−
[

(λ+ 2µ) d
(0)
2 s

(0)
2 + λ d

(0)
3 s

(0)
3

]

Ainc
sv (i ks) e

−i ks (s(0)·r)−

−
[

(λ+ 2µ) d
(1)
2 s

(1)
2 + λ d

(1)
3 s

(1)
3

]

Aref
sv (i ks) e

−i ks (s(1)·r)−

−
[

(λ+ 2µ) d
(2)
2 s

(2)
2 + λ d

(2)
3 s

(2)
3

]

Aref
p (i kp) e

−i kp (s(2)·r)

σ33 =−
[

λ d
(0)
2 s

(0)
2 + (λ+ 2µ) d

(0)
3 s

(0)
3

]

Ainc
sv (i ks) e

−i ks (s(0)·r)−

−
[

λ d
(1)
2 s

(1)
2 + (λ+ 2µ) d

(1)
3 s

(1)
3

]

Aref
sv (i ks) e

−i ks (s(1)·r)−

−
[

λ d
(2)
2 s

(2)
2 + (λ+ 2µ) d

(2)
3 s

(2)
3

]

Aref
p (i kp) e

−i kp (s(2)·r)

σ23 = σ32 = 2µ ε23 =− µ
(

d
(0)
2 s

(0)
3 + d

(0)
3 s

(0)
2

)

Ainc
sv (i ks) e

−i ks (s(0)·r)−

− µ
(

d
(1)
2 s

(1)
3 + d

(1)
3 s

(1)
2

)

Aref
sv (i ks) e

−i ks (s(1)·r)−

− µ
(

d
(2)
2 s

(2)
3 + d

(2)
3 s

(2)
2

)

Aref
p (i kp) e

−i kp (s(2)·r)

4.5.4. Aplicación de las condiciones de contorno

Las condiciones de superficie libre son, en esta ocasión, las mismas que en el
caso de la onda P incidente, es decir:

En x3 = 0 ⇒
{

σ23 = 0

σ33 = 0
(4.38)

La componente x2 de los vectores s y d en función de θ0 es la siguiente:

s
(0)
2 = cos (θ0) d

(0)
2 = sen (θ0)

s
(1)
2 = cos (θ0) d

(1)
2 = − sen (θ0)

s
(2)
2 =

1

κ
cos (θ0) d

(2)
2 =

1

κ
cos (θ0)

mientras que la componente x3 es:

s
(0)
3 = sen (θ0) d

(0)
3 = − cos (θ0)

s
(1)
3 = − sen (θ0) d

(1)
3 = − cos (θ0)

s
(2)
3 = −

√

1− 1

κ2
cos2 (θ0) d

(2)
3 = −

√

1− 1

κ2
cos2 (θ0)
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De la aplicación de la primera condición de contorno se obtiene:

0 =− µ
[

sen2 (θ0)− cos2 (θ0)
]

(i ks) A
inc
sv −

− µ
[

sen2 (θ0)− cos2 (θ0)
]

(i ks) A
ref
sv−

− µ [− sen (θ2) cos (θ2)− sen (θ2) cos (θ2)] (i kp) A
ref
p

de donde recordando las propiedades de los ángulos dobles y dividiendo entre µ ks
se tiene, finalmente:

cos (2 θ0) A
ref
sv + sen (2 θ2) κA

ref
p = − cos (2 θ0) A

inc
sv (4.39)

Por otro lado, de la otra condición de contorno (σ33 = 0) se obtiene:

0 =− [λ sen (θ0) cos (θ0)− (λ+ 2µ) cos (θ0) sen (θ0)] A
inc
sv (i ks) e

−i ks [cos(θ0) x2]−
− [−λ sen (θ0) cos (θ0) + (λ+ 2µ) cos (θ0) sen (θ0)] A

ref
sv (i ks) e

−i ks [cos(θ0)x2]−

−
[

λ
1

κ2
cos2 (θ0) + (λ+ 2µ)

(

1− 1

κ2
cos2 (θ0)

)]

Aref
p (i kp) e

−i kp [ 1κ cos(θ0)x2]

de donde, tras realizar algunas operaciones básicas, se llega a:

2µ cos (θ0) sen (θ0) (i ks) A
inc
sv −

−2µ cos (θ0) sen (θ0) (i ks) A
ref
sv−

−
[

λ cos2 (θ2) + (λ+ 2µ) sen2 (θ2)
]

(i kp) A
ref
p = 0

Si se divide entre i ks y se aplican las propiedades del ángulo doble se tiene:

µ sen (2 θ0) A
inc
sv − µ sen (2 θ0) A

ref
sv −

[

λ+ 2µ sen2 (θ2)
]

κAref
p = 0

y, tras modificar ligeramente la expresión, se llega, finalmente, a:

sen (2 θ0) A
ref
sv +

1

κ

[

1− 2 κ2 cos2 (θ2)
]

Aref
p = sen (2 θ0) A

inc
sv (4.40)

Las expresiones (4.39) y (4.40) forman un sistema de dos ecuaciones con tres
incógnitas. Dándole un valor unitario a la amplitud de la onda SV incidente se
tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

cos (2 θ0) A
ref
sv + sen (2 θ2) κA

ref
p = − cos (2 θ0)

sen (2 θ0) A
ref
sv +

1

κ

[

1− 2 κ2 cos2 (θ2)
]

Aref
p = sen (2 θ0)







(4.41)
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de cuya resolución se obtienen los siguientes valores para las amplitudes de las
ondas reflejadas:

Aref
sv =

κ2 sen (2 θ0) sen (2 θ2)− cos2 (2 θ0)

κ2 sen (2 θ0) sen (2 θ2) + cos2 (2 θ0)
(4.42)

para la onda SV y:

Aref
p = − κ sen (4 θ0)

κ2 sen (2 θ0) sen (2 θ2) + cos2 (2 θ0)
(4.43)

para la P.
Las expresiones obtenidas son de validez general sea cual sea el ángulo θ0

incidente. Sin embargo, resulta interesante estudiar determinadas situaciones a
fin de ver cómo se comportan las amplitudes de las ondas reflejadas según el
ángulo incidente. Cuando θ0 = θcr se tiene:

cos (θ2) =
1

κ
cos (θ0) ⇒ cos (θ2) = 1 ⇒ sen (θ2) = 0 (4.44)

por lo que, bajo estas circunstancias, las amplitudes toman los siguientes valores:

Aref
sv = −cos2 (2 θ0)

cos2 (2 θ0)
= −1 (4.45)

para la onda SV reflejada y:

Aref
p = −κ sen (4 θ0)

cos2 (2 θ0)
= −4 κ2

√
1− κ2 (2 κ2 − 1)

(2 κ2 − 1)2
= −4 κ2

√
1− κ2

2 κ2 − 1
(4.46)

para la P reflejada. Aśı pues, cuando una onda incide con un ángulo igual al
cŕıtico, la amplitud de la onda SV reflejada toma un valor igual a -1 y la amplitud
de la onda P reflejada depende del coeficiente de Poisson del medio.

Por otra parte, es posible expresar la amplitud de la onda P reflejada del modo
siguiente:

Aref
p =

R

a− b i
=
R (a + b i)

a2 + b2
=M eiα (4.47)

donde M y tan (α) valen:

M =
R

a2 + b2

√
a2 + b2; tan (α) =

b

a
(4.48)

por lo que Aref
p se puede escribir:
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Aref
p =

R√
a2 + b2

eiα (4.49)

Sustituyendo estos valores en las componentes del desplazamiento debidas a
la contribución de la onda P reflejada se obtiene:

[

u2

u3

]P

=

[

d
(2)
2

d
(2)
3

]

R√
a2 + b2

eiα eξ x3 e−i kr x2 =

[

d
(2)
2

d
(2)
3

]

S eξ x3 e−i kr x2+iα (4.50)

donde S y α son expresiones análogas a las obtenidas por Achenbach en [11], es
decir:

S =
κ sen (4 θ0)

√

4 [cos2 (θ0)− κ2] sen2 (2 θ0) cos2 (θ0) + cos4 (2 θ0)
(4.51)

α =
2 sen (2 θ0) cos (θ0)

√

cos2 (θ0)− κ2

cos2 (2 θ0)
(4.52)

Por otro lado, otro supuesto de interés es el que se produce cuando el ángulo de
incidencia es inferior al cŕıtico. Como se comentó anteriormente, cuando el ángulo
es subcŕıtico, el seno del ángulo θ2 toma un valor complejo. Aśı:

cos (θ0) > κ ⇒ cos (θ2) =
1

κ
cos (κ0) > 1 ⇒ sen (θ2) =

√

1− 1

κ2
cos2 (θ0) ∈ I

que se puede poner:

sen (θ2) = −i

√

1

κ2
cos2 (θ0)− 1 (4.53)

y sustituyendo ese valor en las expresiones de las amplitudes de las ondas reflejadas
se obtiene:

Aref
sv =

− cos2 (2 θ0)− 2 iκ2 sen (2 θ0)
1

κ
cos (θ0)

√

1

κ2
cos2 (θ0)− 1

cos2 (2 θ0)− 2 iκ2 sen (2 θ0)
1

κ
cos (θ0)

√

1

κ2
cos2 (θ0)− 1

(4.54)

Resulta interesante visualizar una propiedad de esa amplitud. Aśı pues, lla-

mando a = cos2 (2 θ0) y b = −2 κ sen (2 θ0) cos (θ0)
√

1
κ2 cos2 (θ0)− 1 se puede

escribir:



80 Caṕıtulo 4. Ecuaciones del campo incidente

Aref
sv = −a + b i

a− b i
= −(a + b i) (a+ b i)

(a− b i) (a+ b i)
= −a

2 − b2

a2 + b2
− 2 a b

a2 + b2
i (4.55)

siendo el módulo de esa expresión:

|Aref
sv | =

(a2 − b2)
2
+ 4 a2 b2

(a2 + b2)2
=
a4 + 2 a2 b2 + b4

(a2 + b2)2
=

(a2 + b2)
2

(a2 + b2)2
= 1 (4.56)

De esta manera, para un ángulo de incidencia inferior al ángulo cŕıtico se
cumple que |Aref

sv | = 1.
En lo referente a la amplitud de la onda P se tiene:

Aref
p = − κ sen (4 θ0)

cos2 (2 θ0)− 2 i sen (2 θ0) cos (θ0)
√

cos2 (θ0)− κ2
(4.57)

4.5.5. Cambios de modo

De modo análogo al que ocurŕıa cuando la onda que incid́ıa era de tipo P,
existe, al menos, un ángulo θ0 de incidencia que produce que la amplitud de la
onda SV reflejada se anule. De esta manera, para cada valor del coeficiente de
Poisson existe un ángulo de incidencia para el que sólo se refleja una onda P. Para
este caso, la expresión es:

κ2 sen (2 θ0) sen (2 θ2)− cos2 (2 θ0) = 0 (4.58)

que, en función únicamente del ángulo de incidencia, se puede escribir:

4 κ cos2 (θ0)
√

1− cos2 (θ0)

√

1− 1

κ2
cos2 (θ0)−

−4 cos4 (θ0) + 4 cos2 (θ0)− 1 = 0 (4.59)

Resulta interesante analizar el comportamiento de la amplitud de la onda SV
reflejada conforme vaŕıa el ángulo θ0 de incidencia. De este modo, la amplitud de la
onda SV reflejada es, en el caso general, un valor complejo, puesto que el radicando
de la segunda ráız del primer miembro de la ecuación (4.59) (1 − 1/κ2 cos2 (θ0))
toma valores negativos cuando el ángulo de incidencia es subcŕıtico.

Profundizando un poco más en lo comentado en el párrafo anterior, existe
una componente imaginaria distinta de cero en las amplitudes de las ondas SV
reflejadas cuando el ángulo de incidencia es subcŕıtico, componente que se anula,
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en todos los casos, al sobrepasar el ángulo cŕıtico, momento a partir del cual la
amplitud de la onda toma valores reales. Por otra parte, el cambio de modo se
refleja en un cambio de signo en la parte real de la amplitud de la onda incidente,
permanenciando la parte imaginaria siempre con signo negativo.

La siguiente figura permite visualizar la situación descrita en los párrafos ante-
riores, mostrándose la variación de las partes real e imaginaria de la amplitud de
la onda SV con ángulo θ0 de incidencia para un conjunto de valores del coeficiente
de Poisson del terreno.

-1

-0,5

0

0,5

1

A
re
f

sv

-1

-0,5

0

0,5

1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

A
re
f

sv

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Re(A)
Im(A)

ν = 0, 1 ν = 0, 2

ν = 0, 3 ν = 0, 4

θ0 θ0

Figura 4.7: Variación de la amplitud de la onda SV reflejada con el ángulo de
incidencia θ0

Por último, el cuadro que se muestra a continuación presenta, de modo resumi-
do, los valores del ángulo de cambio de modo (θcmodo) para una cierta cantidad de
coeficientes de Poisson del suelo. Es destacable que, tal y como se puede verificar
en la figura anterior, existen dos valores por coeficiente de Poisson para los que
se anula la amplitud de la onda SV reflejada. Por su parte, cuando el coeficiente
de Poisson toma un valor de 0,5, existe una singularidad en la formulación que
impide la determinación de la amplitud de la onda SV reflejada.
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ν κ θcmodo

0,1 0,667 16,229 ◦ y 63,206 ◦

0,2 0,612 15,444 ◦ y 61,752 ◦

0,3 0,535 14,608 ◦ y 56,353 ◦

0,4 0,408 13,702 ◦ y 59,996 ◦

0,5 0 -

Cuadro 4.3: Cuadro resumen de los ángulos de cambio de modo para una onda
incidente tipo SV y un conjunto de coeficientes de Poisson del terreno

4.6. Implementación del ángulo φ0 en la formu-

lación

La formulación planteada hasta este momento permite tener en cuenta una
onda con incidencia genérica en el plano x2 x3. Sin embargo, no se refleja en ella la
posible incidencia genérica respecto a otro plano. Es implementar esa posibilidad
el objetivo del presente eṕıgrafe.

En la figura siguiente se puede observar una representación del sistema de ejes
empleado y de la relación existente entre los ejes definidos anteriormente (x̃2 y
x̃3) y los nuevos ejes genéricos (x2 x3).

x̃1

x̃2

x1

x2
ϕ0

Figura 4.8: Ángulo ϕ0

Definiendo un conjunto de vectores unitarios en la dirección de los tres ejes
cartesianos del problema inicial (conjunto ı̃1, ı̃2, ı̃3) y otro en la dirección de los
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nuevos tres ejes cartesianos (conjunto i1, i2, i3), se puede demostrar que existe
entre ellos la siguiente relación:









i1

i2

i3









=









cos (ϕ0) sen (ϕ0) 0

− sen (ϕ0) cos (ϕ0) 0

0 0 1

















ı̃1

ı̃2

ı̃3









La matriz que relaciona el conjunto de vectores unitarios del sistema de ejes
inicial con el del sistema x1 x2 x3 se denomina matriz de rotación y se denotará en
lo sucesivo mediante la letra R.

A pesar de que las expresiones son de aplicación totalmente general, se em-
plearán, a modo de ejemplo, los parámetros relativos a la onda SV. Esto se hace
únicamente con fines ilustrativos y ejemplificadores, siendo las expresiones y con-
clusiones, como se ha dicho, totalmente generales. En este sentido, el campo de
desplazamientos en el sistema de ejes inicial (x̃1, x̃2, x̃3) se puede expresar como:

(0, ũ2, ũ3) = d̃(0)Ainc
sv e−i ks (s̃(0)·r̃) + d̃(1)Aref

sv e−i ks (s̃(1)·r̃) + d̃(2)Aref
p e−i kp (s̃(2)·r̃)

cuyos vectores de propagación y desplazamientos s̃ y d̃ son:

s̃(0) =









0

cos (θ0)

sen (θ0)









d̃
(0)

=









0

sen (θ0)

− cos (θ0)









s̃(1) =









0

cos (θ1)

− sen (θ1)









d̃
(1)

=









0

− sen (θ1)

− cos (θ1)









s̃(2) =









0

cos (θ2)

− sen (θ2)









d̃
(2)

=









0

cos (θ2)

− sen (θ2)









y premultiplicando la expresión del campo de desplazamientos por R se obtiene:

Rũ =Rd̃
(0)
Ainc

sv e−i ks (s̃(0)·r̃) +Rd̃
(1)
Aref

sv e−i ks (s̃(1)·r̃) +Rd̃
(2)
Aref

p e−i kp (s̃(2)·r̃)

La expresión del producto escalar s̃(j) · r̃ se puede poner como:
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s̃(j) · r̃ = 〈 s̃(j)1 s̃
(j)
2 s̃

(j)
3 〉









x̃1

x̃2

x̃3









=









s̃
(j)
1

s̃
(j)
2

s̃
(j)
3









T 







x̃1

x̃2

x̃3









=

=
(

R−1 s(j)
)T

R−1 r =
[

s(j)
]T (

R−1
)T

R−1 r =

=
[

s(j)
]T

RR−1 r =
[

s(j)
]T · r = s(j) · r (4.60)

Según esa igualdad, se puede establecer que el producto de la matriz R por el
campo de desplazamientos toma el valor:

R ũ = R d̃(0)Ainc
sv e−i ks (s(0)·r) +R d̃(1)Aref

sv e−i ks (s(1)·r) +R d̃(2)Aref
p e−i kp (s(2)·r)

Teniendo en cuenta que se cumplen las siguientes igualdades:

u = R ũ

s(0) = R s̃(0) d(0) = R d̃
(0)

s(1) = R s̃(1) d(1) = R d̃
(1)

s(2) = R s̃(2) d(2) = R d̃
(2)

el campo de desplazamientos queda, finalmente:

u = d(0)Ainc
sv e−i ks (s(0)·r) + d(1)Aref

sv e−i ks (s(1)·r) + d(2)Aref
p e−i kp (s(2)·r) (4.61)

Aśı, el problema se puede plantear de modo análogo al realizado para el plano
x2 x3 con la salvedad de que, en esta ocasión, los vectores s y d deben de tener
las siguientes expresiones:

s(0) = R s̃(0) =









cos (ϕ0) sen (ϕ0) 0

− sen (ϕ0) cos (ϕ0) 0

0 0 1

















0

cos (θ0)

sen (θ0)









=

=









sen (ϕ0) cos (θ0)

cos (ϕ0) cos (θ0)

sen (θ0)








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s(1) = R s̃(1) =









cos (ϕ0) sen (ϕ0) 0

− sen (ϕ0) cos (ϕ0) 0

0 0 1

















0

cos (θ1)

− sen (θ1)









=

=









sen (ϕ0) cos (θ1)

cos (ϕ0) cos (θ1)

− sen (θ1)









s(2) = R s̃(2) =









cos (ϕ0) sen (ϕ0) 0

− sen (ϕ0) cos (ϕ0) 0

0 0 1

















0

cos (θ2)

− sen (θ2)









=

=









sen (ϕ0) cos (θ2)

cos (ϕ0) cos (θ2)

− sen (θ2)









d(0) = R d̃
(0)

=









cos (ϕ0) sen (ϕ0) 0

− sen (ϕ0) cos (ϕ0) 0

0 0 1

















0

sen (θ0)

− cos (θ0)









=

=









sen (ϕ0) sen (θ0)

cos (ϕ0) sen (θ0)

− cos (θ0)









d(1) = R d̃
(1)

=









cos (ϕ0) sen (ϕ0) 0

− sen (ϕ0) cos (ϕ0) 0

0 0 1

















0

− sen (θ1)

− cos (θ1)









=

=









− sen (ϕ0) sen (θ1)

− cos (ϕ0) sen (θ1)

− cos (θ1)








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d(2) = R d̃
(2)

=









cos (ϕ0) sen (ϕ0) 0

− sen (ϕ0) cos (ϕ0) 0

0 0 1

















0

cos (θ2)

− sen (θ2)









=

=









sen (ϕ0) cos (θ2)

cos (ϕ0) cos (θ2)

− sen (θ2)









4.7. Implementación del campo incidente en la

formulación

Una vez se han establecido las ecuaciones de gobierno del problema en estu-
dio, es posible implementarlas en el código acoplado de elementos de contorno y
elementos finitos preexistente. Para tal fin, es necesario expresar las ecuaciones
del caṕıtulo 3 en términos de las variables comentadas a lo largo del presente.

De esta manera, cuando inciden ondas śısmicas en el lugar bajo estudio, tienen
lugar fenómenos de reflexión y refracción, de modo que el campo de ondas que
surge modifica el tren de ondas incidente. El campo de ondas original se asume
que proviene de una fuente lejana y, como se adelantó al comienzo del presente
caṕıtulo, recibe la denominación de campo incidente uI , mientras que el producido
por los fenómenos de reflexión y refracción se conoce como campo reflejado uR.
De esta manera, los campos de desplazamientos y tensiones resultantes (campos
totales) pueden obtenerse por superposición siendo, respectivamente, u = uI+uR

y p = pI + pR.

Aśı pues, considérese una cimentación pilotada embebida en un semiespacio
homogéneo sometida a un tren de ondas armónicas incidentes, tal y como se
puede observar en la figura 4.9. Asúmase, pues, que el dominio semiinfinito Ω
está definido por el contorno Γ. Debe destacarse que la magnitud del campo
reflejado disminuye con la distancia debido al amortiguamiento del material y de
radiación del suelo y, en consecuencia, no es preciso discretizar el contorno alejado
de la cimentación.

De esta manera, puede escribirse la ecuación (3.3) para Ω en términos del
campo total como:

Hssus −Gssps −
np
∑

j=1

Gspjqsj +

np
∑

j=1

δjΥ
sjFpj = 0 (4.62)
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Semiespacio

Γ

Ω

Figura 4.9: Campos incidente y reflejado para pilotes embebidos en un semies-
pacio

Por otro lado, como tanto el campo incidente, como el reflejado y el total sa-
tisfacen las ecuaciones de gobierno, la ecuación (3.3) puede escribirse, en términos
del campo incidente, como:

Hssus
I −Gssps

I = 0 (4.63)

donde las tensiones sobre la interfase pilote-suelo qsj y las fuerzas en las puntas
de los pilotes Fpj no están presentes por existir únicamente en el campo reflejado.
La sustracción de la ecuación (4.63) en (4.62) da:

Hssus −Gssps −
np
∑

j=1

Gspjqsj +

np
∑

j=1

δjΥ
sjFpj = Hssus

I −Gssps
I (4.64)

donde el vector del lado derecho se conoce ya que las expresiones anaĺıticas de us
I

y ps
I se han obtenido a lo largo del presente caṕıtulo para cada onda incidente. El

mismo procedimiento puede seguirse para obtener las ecuaciones MEC (3.4) y (3.6)
para las ĺıneas de carga. Por el contrario, la ecuación de elementos finitos (3.23)
contiene variables únicamente en el campo reflejado y, en consecuenta, no precisan
ser reescritas.

De esta manera, los campos de desplazamientos y tensiones del campo inciden-
te obtenidos en este caṕıtulo se convierten en un dato más del problema, formando
parte del vector del lado derecho del sistema global de ecuaciones del problema.
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4.8. Implementación del modelo en el código

4.8.1. Tratamiento de la simetŕıa

El código existente permite abordar la resolución de problemas mediante la
discretización de tan solo un cuarto de la geometŕıa, con el consiguiente ahorro en
grados de libertad que ello implica. Sin embargo, a pesar de que la geometŕıa de un
problema particular pueda describirse mediante el conocimiento de un cuarto de
la misma, el problema de propagación de ondas estudiado en el presente trabajo
no puede resolverse mediante el análisis de un único caso. De esta manera, al
ser la geometŕıa simétrica pero no serlo la solicitación, es necesario realizar un
tratamiento especial del problema, de modo que la solución del mismo se obtenga
como superposición de cuatro casos: uno simétrico-simétrico respecto a los planos
x1 x3 y x2 x3, otro simétrico respecto a x1 x3 y antisimétrico respecto a x2 x3,
otro antisimétrico respecto a x1 x3 y simétrico respecto a x2 x3 y un último caso
antisimétrico respecto a x1 x3 y x2 x3

La formulación debe, por tanto, adaptarse a las consideraciones expuestas en
el párrafo anterior, de modo que las expresiones vaŕıen en función del caso de
simetŕıa bajo análisis. Para tal fin es necesario adaptar las expresiones del campo
incidente de forma que se tenga en cuenta la necesidad planteada. Recupérese,
por tanto, la expresión genérica del campo de desplazamientos (ecuación (4.1)):

ui =

n
∑

j=1

dji Aj e
−i kj (s(j)·r) (4.1)

Los términos afectados por la simetŕıa son los que contienen referencias a las
coordenadas espaciales, es decir, los términos exponenciales. En efecto, para cada
una de las j ondas del problema se tiene:

e−i kj (s(j)·r) = e
−i kj

(

s
(j)
1 x1

)

e
−i kj

(

s
(j)
2 x2

)

e
−i kj

(

s
(j)
3 x3

)

(4.65)

De esta manera, los términos afectados por la simetŕıa son los que contie-
nen variables en x1 y en x2. Esos términos pueden expresarse, aplicando ciertas
consideraciones sencillas, como:

e
−i kj

(

s
(j)
1 ·x1

)

=
1

2

[

e
−i kj

(

s
(j)
1 x1

)

+ e
i kj

(

s
(j)
1 x1

)

]

+
1

2

[

e
−i kj

(

s
(j)
1 x1

)

− e
i kj

(

s
(j)
1 x1

)

]

=

=cos
(

kj s
(j)
1 x1

)

+ i sen
(

kj s
(j)
1 x1

)

(4.66)

para la componente dependiente de x1 y
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e
−i kj

(

s
(j)
2 ·x2

)

=
1

2

[

e
−i kj

(

s
(j)
2 x2

)

+ e
i kj

(

s
(j)
2 x2

)

]

+
1

2

[

e
−i kj

(

s
(j)
2 x2

)

− e
i kj

(

s
(j)
2 x2

)

]

=

=cos
(

kj s
(j)
2 x2

)

+ i sen
(

kj s
(j)
2 x2

)

(4.67)

para la componente que depende de x2. Por otra parte, la componente que depende
de x3, como ya fue comentado, no se ve afectada por la simetŕıa.

Con el fin de simplificar la nomenclatura posterior, las ecuaciones (4.66) y
(4.67) anteriores se escribirán del modo siguiente:

e
−i kj

(

s
(j)
1 ·x1

)

= exc (j) + exs (j) (4.68)

e
−i kj

(

s
(j)
2 ·x2

)

= eyc (j) + eys (j) (4.69)

siendo:

exc (j) = cos
(

kj s
(j)
1 x1

)

(4.70)

exs (j) = i sen
(

kj s
(j)
1 x1

)

(4.71)

y:

eyc (j) = cos
(

kj s
(j)
2 x2

)

(4.72)

eys (j) = i sen
(

kj s
(j)
2 x2

)

(4.73)

Análoga consideración se realiza con la componente dependiente de x3, que si
bien no se ve afectada por la simetŕıa, se expresará del modo siguiente por razones
de simplicidad:

e
−i kj

(

s
(j)
3 x3

)

= ez (j) (4.74)

Por ello, la exponencial genérica presentada en la ecuación (4.65) puede escri-
birse:

e−i kj (s(j)·r) = [exc (j) + exs (j)] [eyc (j) + eys (j)] ez (j) =

= [exc (j) eyc (j) + exc (j) eys (j)+

+exs (j) eyc (j) + exs (j) eys (j)] ez (j) (4.75)



90 Caṕıtulo 4. Ecuaciones del campo incidente

De este modo, el campo de desplazamientos puede expresarse como la suma
de cuatro casos, cada uno de los cuales se corresponde con una configuración de
simetŕıa concreta. La expresión del campo de desplazamientos en dirección x1
queda, por tanto:

u1 =
n

∑

j=1

dj1Aj exs (j) eyc (j) ez (j) +
n

∑

j=1

dj1Aj exc (j) eyc (j) ez (j) +

+

n
∑

j=1

dj1Aj exs (j) eys (j) ez (j) +

n
∑

j=1

dj1Aj exc (j) eys (j) ez (j) (4.76)

siendo la componente en dirección x2:

u2 =
n

∑

j=1

dj2Aj exc (j) eys (j) ez (j) +
n

∑

j=1

dj2Aj exs (j) eys (j) ez (j)+

+

n
∑

j=1

dj2Aj exc (j) eyc (j) ez (j) +

n
∑

j=1

dj2Aj exs (j) eyc (j) ez (j) (4.77)

y para la dirección x3:

u3 =

n
∑

j=1

dj3Aj exc (j) eyc (j) ez (j) +

n
∑

j=1

dj3Aj exs (j) eyc (j) ez (j) +

+
n

∑

j=1

dj3Aj exc (j) eys (j) ez (j) +
n

∑

j=1

dj3Aj exs (j) eys (j) ez (j) (4.78)

En las expresiones anteriores, los cuatro sumandos representan, respectivamen-
te, las componentes del desplazamiento debidas al caso doblemente simétrico, al
caso simétrico respecto a x1 x3 y antisimétrico respecto a x2 x3, al caso simétrico
respecto a x2 x3 y antisimétrico respecto a x1 x3 y al caso doblemente antisimétri-
co.

Una vez se obtienen las distintas componentes del desplazamiento, la determi-
nación del tensor de deformaciones para cada caso se realiza mediante aplicación
directa de la ecuación (2.1) de compatibilidad de las deformaciones. A partir de
ese punto, la obtención del tensor de tensiones es inmediata aplicando la ley de
comportamiento del material (ecuación (2.3)).

Aśı pues, el procedimiento para el cálculo del campo de desplazamientos y
tensiones del campo incidente pasa por obtener, mediante superposición, la res-
puesta del medio ante cada uno de los cuatro casos planteados, por determinación
sucesiva del campo de desplazamientos, deformaciones y tensiones, haciendo uso
de las expresiones anteriores.
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4.8.2. Implementación computacional

Llegado este punto, es momento de estudiar el modo de implementar la for-
mulación expuesta a lo largo del caṕıtulo en el programa existente en el seno de
la División de Mecánica de Medio Continuos y Estructuras del Instituto Univer-
sitario de Sistemas Inteligentes y Aplicaciones Numéricas en Ingenieŕıa. El código
existente en el momento de comienzo del presente trabajo permit́ıa la posibilidad
de analizar problemas elastodinámicos en el dominio de la frecuencia multidomi-
nio mediante un modelo acoplado de elementos de contorno y elementos finitos.
Sin embargo, los análisis que pod́ıan realizarse en el momento de comenzar el
trabajo estaban limitados a la consideración de incidencia vertical para el tren de
ondas incidente. Por ello, el objetivo principal consiste en generalizar el código a
problemas en los que el tren de ondas incidente forma un ángulo genérico con la
superficie libre del semiespacio.

La figura siguiente muestra el diagrama de flujo general del programa existente,
con indicación del lugar de ubicación de la subrutina creada.

Programa

Ent. y trat.
de datos

Campo
Incidente

Integración
Numérica

Obtención de
la matriz

Resol. del
sistema

Postproceso
de result.

Salida

Figura 4.10: Diagrama de flujo del programa principal

El esquema general de la subrutina elaborada es el que puede observarse en la
figura 4.11. En él, se establece que el primero de los pasos tras entrar en código con-
siste en la determinación de diversos parámetros genéricos aplicables a cualquier
onda incidente, como son los números de onda o la variable κ. Finalizada esa fase,
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es momento de entrar en el núcleo de cálculo, el cual se encarga de determinar, en
primer lugar, el tipo de onda incidente. En función de ese parámetro, se calculan
las amplitudes de las ondas que intervienen en el problema en estudio, aśı como
los vectores s y d con la distinción entre ángulo subcŕıtico o supercŕıtico en el caso
de que la onda incidente sea de tipo SV. A continuación, el programa recupera
una estructura lineal para determinar, sucesivamente, los nuevos vectores s y d
una vez se ha tenido en cuenta el ángulo ϕ0 y los parámetros exponenciales de las
ecuaciones (4.66), (4.67) y (4.74). Llegado este punto, el programa vuelve a bifur-
carse para determinar, en función del caso de simetŕıa lanzado, las expresiones del
campo de desplazamientos y de sus derivadas espaciales. Una última unión per-
mite, nuevamente, recuperar la estructura única para determinar los tensores de
deformaciones y tensión una vez obtenidos todos los datos necesarios. Por último,
el programa determina si el nodo donde se han obtenido las variables de interés
es el último por calcular, devolviendo el valor del campo de desplazamientos y del
tensor de tensiones en caso afirmativo y retornando a la cabecera del mismo en
caso de restar algún nodo por analizar.
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Subrutina

Parámetros
ondas

Bucle
∀ nodo

¿Onda?

θ0
¿ < ?

θcr

Amplitud

s, d

Amplitud

s, d

Amplitud

s, d

Amplitud

s, d

Rotación en

función de ϕ0

Cálculo de exs,

exc, eys, eyc, ez

SIM
x1 x3

SIM
x2 x3

SIM
x2 x3

Caso
SIMASIM

Caso
SIMSIM

Caso
ASIMSIM

Caso
ASIMASIM

Cálculo de
ui y ui,j

Cálculo de
ui y ui,j

Cálculo de
ui y ui,j

Cálculo de
ui y ui,j

Cálculo de
εij y σij

¿Fin?

Salida

No

SV SH

P

No

Śı

No

Śı

No

Śı

No

Śı

Śı

Figura 4.11: Diagrama de flujo de la subrutina programada





Caṕıtulo 5

Resultados de comprobación

5.1. Introducción

En los caṕıtulos anteriores se establecieron las bases de la elastodinámica,
se formuló el método de elementos de contorno, se planteó el modelo acoplado
de elementos de contorno y elementos finitos, se describieron las ecuaciones de
gobierno del problema de propagación de ondas con ángulo de incidencia genérico
y se implementaron en el modelo acoplado. Es momento, pues, de verificar la
adecuidad de la formulación y de la implementación de la misma mediante un
proceso de comparación con resultados existentes en la bibliograf́ıa que posean
una fiabilidad contrastada.

De este modo, en la sección 5.2 se comparan los resultados obtenidos por
aplicación del modelo propuesto con los presentados por Maeso et ál. en [34] y
por Padrón en [35]. El primero de ellos emplea un modelo exclusivo de elementos de
contorno, mientras que el segundo establece las bases de la formulación empleada
en el presente documento, formulando, de modo acoplado, un modelo de elementos
de contorno y elementos finitos.

Por otra parte, en la sección 5.3 se efectúa un proceso de comparación con los
resultados obtenidos por Kaynia y Novak en [36], referencia habitual en materia de
propagación de ondas con ángulo genérico y que ha demostrado ser una publicación
válida en el ámbito bajo estudio.

5.2. Comparación conMaeso et ál. [34] y Padrón

[35]

A lo largo del presente apartado se obtendrán las funciones de transferencia
para los desplazamientos horizontales de una determinada configuración estructu-
ral. La mencionada función de transferencia representa, en función de la frecuencia
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de excitación, la respuesta del sistema en la variable de interés.
Es habitual en la bibliograf́ıa establecer un parámetro conocido como frecuen-

cia adimensional que relaciona la frecuencia de excitación con parámetros relativos
a la cimentación y a las propiedades del terreno. En concreto, se tiene:

ao =
ω d

cs
(5.1)

siendo cs la velocidad de propagación de ondas de corte en el terreno, dada por
la ecuación (2.8) obtenida anteriormente. La frecuencia adimensional establece,
además, una relación entre el diámetro del pilote y la longitud de onda de la
excitación (ao = 2 π d/λ, siendo λ la longitud de onda de la excitación).

Aśı pues, en la presente sección se obtendrá la interacción cinemática para un
pilote simple embebido en un semiespacio. Los resultados se comparan con los
obtenidos mediante el código de elementos de contorno multidominio de Maeso,
Aznárez y Garćıa [34] y, a su vez, con los que se presentan en [35]. El problema
en cuestión consiste en la propagación de una onda de tipo SH con incidencia
vertical en un semiespacio. En concreto, el coeficiente de amortiguamiento del
terreno es β = 0, 05, siendo la relación entre el módulo de elasticidad del pilote
y el del terreno Ep/Es = 1000, el cociente entre la densidad del suelo y la del
pilote ρs/ρp = 0, 7, la esbeltez del pilote L/d = 20 y los coeficientes de Poisson del
terreno y el pilote νs = 0, 4 para el suelo y νp = 0, 25 para el pilote. De esta manera,
la figura 5.1 presenta las partes real e imaginaria de las funciones de transferencia
dadas en términos de la relación entre el módulo del desplazamiento horizontal en
la cabeza del pilote (u) y el correspondiente módulo del desplazamientos de campo
libre (uff). Debe destacarse que, por usarse el mismo código que empleó Padrón
en [35] sólo que con la posibilidad de tener un ángulo de incidencia genérico,
las soluciones obtenidas para incidencia vertical resultan ser exactamente iguales,
razón por la cual en la figura 5.1 la referencia al modelo presentado se puede hacer
extensiva a los resultados presentados por Padrón.

Por otro lado, la figura 5.2 representa, para las mismas propiedades de los
medios implicados que en el caso anterior, la función de transferencia en módulo
de desplazamientos verticales cuando la onda que incide es una de tipo P. También
en esta ocasión puede hacerse extensiva la referencia al modelo presentado a los
resultados de Padrón.

En ambos casos puede observarse que la diferencia existente entre las curvas
es muy reducida, con la ventaja añadida de que en el método propuesto en el
presente trabajo no es preciso realizar una malla MEC para el pilote ni vaciar el
terreno donde éste se encuentra colocado, pues el suelo se modela como un medio
continuo y el pilote mediante elementos finitos unidimensionales. De esta manera,
el problema formulado es equivalente pero con un considerable ahorro de nodos,
elementos y, por ende, de grados de libertad y tiempos de computación.
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Figura 5.1: Factores de interacción cinemática para un pilote simple sometido a
ondas SH de incidencia vertical. Comparación con Maeso et ál.
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Figura 5.2: Factores de interacción cinemática para un pilote simple sometido a
ondas P de incidencia vertical. Comparación con Maeso et ál.
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5.3. Comparación con Kaynia y Novak [36]

En esta ocasión, se comparan los resultados obtenidos por aplicación del mode-
lo del presente trabajo con los presentados por Kaynia y Novak en [36]. Kaynia y
Novak emplean un modelo donde los pilotes se modelan como elementos prismáti-
cos elásticos y lineales y el suelo como un medio viscoelástico semi-infinito, cons-
truyéndose las funciones de Green requeridas mediante una aproximación deno-
minada por los autores “discrete layer matrix”.

Las variables de interés en esta ocasión son las componentes del movimiento
que influyen en la respuesta horizontal del sistema estructura-cimentación, es de-
cir, los desplazamientos horizontales y los giros en torno a un eje perpendicular
al plano del movimiento. Tal y como ocurŕıa en la sección anterior, los resultados
se adimensionalizan en relación a los desplazamientos horizontales de campo libre
en el punto de referencia (x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0), definiendo, pues, las respuestas
de la cimentación a ondas śısmicas que provocan un movimiento horizontal en la
superficie libre unitario, es decir, las funciones de transferencia de la cimentación.

Las propiedades de los medios implicados en el análisis consisten en un coefi-
ciente de amortiguamiento del terreno β = 0, 05, una relación entre el módulo de
elasticidad del pilote y del suelo de Ep/Es = 100 en unos casos y Ep/Es = 1000
en otros, un cociente entre las densidades de pilote y suelo de ρp/ρs = 1, 5, una
esbeltez de los pilotes de L/d = 20 y unos coeficientes de Poisson de pilote y suelo
de νp = 0, 25 y νs = 1/3, respectivamente. Se estudian problemas con pilotes
simples y grupos de pilotes sometidos a ondas SH, SV y P para distintos ángulos
de incidencia. La relación entre la separación de los pilotes y su diámetro para
grupos es s/d = 5 salvo indicación expresa en sentido contrario. El ángulo ϕ0 es
nulo en todos los casos.

Las figuras 5.3 a 5.14 representan las funciones de transferencia en desplaza-
mientos y giros para pilotes simples y grupos de 3× 3 y 4 × 4 pilotes embebidos
en un semiespacio. Se estudian los casos de ondas incidentes SH, SV y P cuya
dirección de propagación se encuentra contenida en el plano x2 x3, formando un
ángulo genérico con el eje x2.

Los rangos de error existentes son aceptables para esta clase de estudios
numéricos, llegando a valores de en torno al 5% para los desplazamientos y al
6,5% en giros.

El estudio de las particularidades propias de cada uno de los problemas está fue-
ra del alcance del presente trabajo, emplazando al lector interesado a la referen-
cia [36] a fin de ahondar en la materia.
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Figura 5.3: Factores de interacción cinemática en desplazamientos para un pilote
simple sometido a ondas SH con ángulo de incidencia variable. Comparación con
Kaynia y Novak
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Figura 5.4: Factores de interacción cinemática en giros para un pilote simple
sometido a ondas SH con ángulo de incidencia variable. Comparación con Kaynia
y Novak
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Figura 5.5: Factores de interacción cinemática en desplazamientos para un grupo
de 3× 3 pilotes sometido a ondas SH con ángulo de incidencia variable. Compa-
ración con Kaynia y Novak
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Figura 5.6: Factores de interacción cinemática en desplazamientos para un grupo
de 3× 3 pilotes sometido a ondas SH con ángulo de incidencia variable. Compa-
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Figura 5.7: Factores de interacción cinemática en desplazamientos para un pilote
simple sometido a ondas SV con ángulo de incidencia variable. Comparación con
Kaynia y Novak
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Figura 5.8: Factores de interacción cinemática en giros para un pilote simple
sometido a ondas SV con ángulo de incidencia variable. Comparación con Kaynia
y Novak
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Figura 5.9: Factores de interacción cinemática en desplazamientos para un grupo
de 3× 3 pilotes sometido a ondas SV con ángulo de incidencia variable. Compa-
ración con Kaynia y Novak
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Figura 5.10: Factores de interacción cinemática en giros para un grupo de 3× 3
pilotes sometido a ondas SV con ángulo de incidencia variable. Comparación con
Kaynia y Novak
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Figura 5.11: Factores de interacción cinemática en desplazamientos para un
pilote simple sometido a ondas P con ángulo de incidencia variable. Comparación
con Kaynia y Novak
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Figura 5.12: Factores de interacción cinemática en giros para un pilote simple
sometido a ondas P con ángulo de incidencia variable. Comparación con Kaynia
y Novak
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Figura 5.13: Factores de interacción cinemática en desplazamientos para un
grupo de 3 × 3 pilotes sometido a ondas P con ángulo de incidencia variable.
Comparación con Kaynia y Novak



5.3. Comparación con Kaynia y Novak 111

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

0,14

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

|ϕ
| d

 / 
|u

ff
|

ao

Kaynia y Novak (1992) - θo = 30º
Kaynia y Novak (1992) - θo = 50º
Kaynia y Novak (1992) - θo = 70º

Ep

Es

= 100

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

0,14

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

|ϕ
| d

 / 
|u

ff
|

ao

Modelo Propuesto - θo = 30º
Modelo Propuesto - θo = 50º
Modelo Propuesto - θo = 70º

Ep

Es

= 1000

Figura 5.14: Factores de interacción cinemática en giros para un grupo de 3× 3
pilotes sometido a ondas P con ángulo de incidencia variable. Comparación con
Kaynia y Novak





Caṕıtulo 6

Influencia del tipo de onda y
ángulo de incidencia en la
respuesta śısmica de estructuras
de edificación pilotadas

6.1. Introducción

Es posible determinar el comportamiento dinámico de estructuras teniendo en
cuenta los efectos de interacción suelo-estructura principalmente mediante dos me-
todoloǵıas diferentes. La primera de ellas se basa en la sustitución del suelo por un
conjunto de resortes y amortiguadores que representen la rigidez y el amortigua-
miento del terreno, denominándose modelo de subestructuración y constituyendo
un método sencillo y computacionalmente menos exigente que la otra metodoloǵıa.
La segunda, denominada método directo, analiza la respuesta del sistema teniendo
en cuenta los efectos de interacción suelo-estructura mediante una modelización
más precisa, y de manera conjunta, de los aspectos principales del problema y de
sus interacciones mutuas. Por ello, a pesar de constituir un modelo más complejo
y exigente, es la metodoloǵıa empleada a lo largo del presente caṕıtulo.

Aśı pues, el caṕıtulo presenta resultados divididos en dos bloques diferenciados.
El primero de ellos se desarrolla a lo largo de la sección 6.2, analizando la influencia
del ángulo de incidencia respecto al plano horizontal de la superficie libre del
semiespacio (ángulo ϕ0) en la respuesta de cimentaciones pilotadas. Por otra parte,
en la sección 6.3 se estudia la influencia del ángulo de incidencia y del tipo de
onda en la respuesta dinámica de estructuras de edificación cuya cimentación es
pilotada, desde el punto de vista de la interacción cinemática y del análisis de los
esfuerzos que se generan en los pilotes.
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6.2. Influencia del ángulo de incidencia respecto

al plano horizontal (ϕ0)

6.2.1. Introducción

En la sección 5.3 se compararon los resultados obtenidos por aplicación del
modelo propuesto con los obtenidos por Kaynia y Novak en [36]. En ella, los re-
sultados se obteńıan cuando un tren de ondas cuya dirección de propagación se
encontraba contenida en el plano x2 x3 incid́ıa en distintas configuraciones estruc-
turales. Las variables de interés resultaban ser las funciones de transferencia en
desplazamientos y giros de la cimentación para los casos analizados.

En la presente sección, por contra, se generalizan los resultados presentados
por Kaynia y Novak al caso de una onda incidente con un ángulo genérico con
respecto al plano de la superficie libre del semiespacio (plano x1 x2 en la figura
4.1). Para ello, y a fin de evitar la presentación de un número excesivamente
elevado de resultados, se considera en todos los casos que la onda incide con un
ángulo θ0 de 50 ◦ en el plano x2 x3, con incidencia variable en el plano x1 x2. Esta
consideración no resta generalidad a los resultados posteriores.

Las propiedades mecánicas y geométricas del problema son las mismas que se
indicaron en la sección 5.3, es decir, coeficiente de amortiguamiento del terreno
β = 0, 05, relación de rigideces Ep/Es = 1000, cociente entre densidades ρs/ρp =
0, 7, esbeltez de los pilotes L/d = 20 y coeficientes de Poisson νs = 0, 4 para el
suelo y νp = 0, 25 para el pilote.

La representación escogida para los resultados es análoga a la empleada en
la sección 5.3, es decir, el cociente entre el módulo del desplazamiento horizontal
(|u|) y el correspondiente módulo del desplazamiento de campo libre (|uff |) para
las ordenadas frente a la frecuencia adimensional a0 en abscisas. Es importante
resaltar una particularidad de esta clase de problemas que no exist́ıa en ningún
otro de los presentados hasta el momento. Si bien en el caso en el que ϕ0 = 0 el
movimiento horizontal producido por ondas P, SH o SV de incidencia genérica en
el plano x2 x3 se encuentra restringido a un único eje (x2 o x3), cuando el ángulo
ϕ0 vaŕıa entre 0 y 90 ◦ se generan movimientos respecto a ambos ejes horizontales.
Estos movimientos se encuentran, en general, desfasados entre śı. De este modo, el
máximo desplazamiento horizontal que se produce no puede determinarse, como
en el caso anterior, por simple obtención del módulo de un valor complejo.

Considérese el movimiento de un punto a lo largo del eje x1 siguiendo un
movimiento armónico simple de amplitud ux1, frecuencia circular ω y ángulo de
fase φx1 en el instante inicial. Supóngase que el punto se mueve, también, en la
dirección del eje x2 siguiendo un movimiento armónico simple de amplitud ux2,
frecuencia circular ω y ángulo de fase φx2 en t = 0. Se trata, por tanto, de un
problema de composición de dos movimientos armónicos simples de direcciones
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perpendiculares, frecuencias iguales y ángulos de fase inicial diferentes en el que
se busca obtener la amplitud máxima del movimiento.

El movimiento del punto puede escribirse, respecto a cada uno de los ejes,
como:

Ux1 = ux1 e
i (ω t+φx1) = ux1 cos (ω t+ φx1) + i ux1 sen (ω t+ φx1) (6.1)

Ux2 = ux2 e
i (ω t+φx2) = ux2 cos (ω t+ φx2) + i ux2 sen (ω t+ φx2) (6.2)

De este modo, la posición respecto a los ejes x1 y x2 en cualquier instante de
tiempo vendrá dada por la parte real de las expresiones anteriores, es decir:

x1 = R [Ux1 ] = R

[

ux1 e
i (ω t+φx1)

]

= ux1 cos (ω t+ φx1) (6.3)

x2 = R [Ux2 ] = R

[

ux2 e
i (ω t+φx2)

]

= ux2 cos (ω t+ φx2) (6.4)

Es interesante mencionar que la representación temporal en el plano x1 x2 del
movimiento del punto produce una figura conocida como curva de Lissajous (o
curva de Bowditch) que, para el caso particular en el que las frecuencias circulares
de los movimientos respecto a x1 y x2 son iguales, adquiere la forma de una elipse,
pudiendo tomar forma circular si el ángulo de desfase entre ambos movimientos
es de 90 ◦ y las amplitudes de ambos movimientos son iguales o forma de ĺınea
recta si el desfase es de 0 ◦. De esta manera, la amplitud del movimiento en un
instante t puede expresarse en el plano x1 x2 como la distancia eucĺıdea entre el
origen de coordenadas y la correspondiente posición del punto en ese instante de
tiempo, es decir:

d =
√

x21 + x22 =
√

u2x1
cos2 (ω t + φx1) + u2x2

cos2 (ω t+ φx2) (6.5)

Por lo tanto, el problema de obtención de la máxima amplitud del despla-
zamiento puede resolverse maximizando la expresión anterior. Para ello, basta
igualar la primera derivada respecto a t de la ecuación (6.5) a cero, obteniéndose
el tiempo para el que se maximiza la distancia. Tras realizar algunas operaciones
puede demostrarse que el producto del citado tiempo por la frecuencia circular
vale:

ω t =
1

2
arctan

[

−u
2
x1

sen (2φx1) + u2x2
sen (2φx2)

u2x1
cos (2φx1) + u2x2

cos (2φx2)

]

(6.6)

Aśı pues, el proceso de obtención de la máxima amplitud del movimiento
consiste en la determinación del valor ω t que hace que el módulo sea el máximo a
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partir de la expresión (6.6) para, posteriormente, sustituir el valor en la ecuación
(6.5) y obtener el valor del máximo desplazamiento del punto.

Una vez se ha indicado el procedimiento de obtención del máximo desplaza-
miento horizontal de los puntos es posible mostrar las funciones de transferencia
referidas con anterioridad.

6.2.2. Pilotes simples

El primer caso considerado consiste en el análisis de pilotes simples sometidos
a ondas SV, SH y P con incidencia de θ0 = 50 ◦ y ángulos ϕ0 de 30, 45 y 60 ◦. Los
resultados son los que se muestran en la figura 6.1.

El problema es simétrico respecto al eje x3. Sin embargo, la malla empleada
no es axisimétrica, por lo que los resultados numéricos no son forzosamente in-
dependientes de ϕ0. No obstante, los resultados que se obtienen coinciden para
cualquier ángulo ϕ0. Por ello, se puede concluir que la influencia de la malla en la
respuesta es escasa para este caso en concreto.

6.2.3. Grupos de pilotes

Una vez se han analizado los pilotes simples, es turno de pasar a los grupos
de pilotes sometidos, también, a ondas SV, SH y P con incidencia de θ0 = 50 ◦ y
ángulos ϕ0 de 30, 45 y 60 ◦. Los resultados pueden visualizarse, en esta ocasión,
en la figura 6.2.

En estas circunstancias sólo existen determinados planos de simetŕıa. En con-
creto, dos planos x1 x2 y x̃1 x̃2 serán simétricos si los ángulos ϕ1 y ϕ2 medidos en
sentido trigonométrico que forman respecto al eje x2 de referencia cumplen:

ϕ1 ± ϕ2 = k
π

2
k = 0, 1, 2, ... (6.7)

La circunstancia descrita por la ecuación anterior se produce, en los casos
analizados, cuando ϕ0 toma por valores 30 ◦ y 60 ◦, lo que justifica la igualdad
entre los resultados para ambos ángulos de incidencia que puede observarse en la
figura 6.2.

De esta manera, no existe, como śı ocurŕıa para el caso de pilotes simples, si-
metŕıa total respecto al eje x3 en estas circunstancias. Sin embargo, las diferencias
existentes entre los resultados de las distintas configuraciones no alcanzan el 8%,
por lo que se justifica el hecho habitual de no tener en cuenta el ángulo ϕ0 en
la determinación de la respuesta dinámica de cimentaciones pilotadas. Además,
pese a que el empleo de una malla no axisimétrica debe teóricamente influir en
los resultados obtenidos, la sensibilidad práctica a este parámetro resulta ser muy
escasa.
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Figura 6.1: Influencia del ángulo ϕ0. Factores de interacción cinemática en des-
plazamientos para un pilote simple sometido a ondas SV, SH y P. Ángulo θ0 = 50◦
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desplazamientos para grupos de pilotes sometidos a ondas SV, SH y P. Ángulo
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6.3. Influencia del ángulo de incidencia y tipo de

onda en la respuesta śısmica de estructuras

de edificación pilotadas

6.3.1. Definición del problema

Esta sección se centra en la respuesta dinámica de estructuras pilotadas ante
trenes de ondas incidentes con un ángulo genérico. Para ello, se utilizan modelos
de una única masa vibrante que, en el caso de encontrarse sobre base ŕıgida, corres-
pondeŕıan a sistemas de un único grado de libertad. El modelo puede corresponder
tanto a estructuras que pueden modelarse directamente como sistemas de un grado
de libertad (edificios de una única planta, por ejemplo) como a sistemas equiva-
lentes que aproximen el comportamiento de una estructura multimodal según un
modo de vibración espećıfico. Recuérdese que, de acuerdo a la teoŕıa clásica de la
Dinámica de Estructuras, el comportamiento de un sistema de n grados de liber-
tad puede expresarse como la suma de n problemas equivalentes de un solo grado
de libertad, cada uno de ellos con propiedades de masa, rigidez y amortiguamiento
efectivos correspondientes a un modo de vibración concreto.

Sea como fuere, existen distintos autores [37, 38] que destacan el hecho de
que la interacción suelo-estructura afecta principalmente al modo fundamental
de vibración de estructuras de varias plantas, lo que justifica el empleo de esta
aproximación. De esta manera, el comportamiento dinámico de la estructura puede
definirse por el peŕıodo fundamental en base ŕıgida T , la altura h de la resultante
de las fuerzas de inercia para el primer modo, la masam que participa en ese modo
y el correspondiente amortiguamiento estructural ζ (ver la figura 6.3). La rigidez
horizontal de la estructura es k = 4π2m/T 2, considerándose amortiguamiento
histerético del material, dado por una rigidez compleja del tipo k = Re[k](1+2iζ).

Las estructuras se suponen cimentadas en grupos cuadrados de pilotes embebi-
dos en semiespacios viscoelásticos, tal y como se muestra en la figura 6.3, estando
el grupo de pilotes definido por la longitud L y el diámetro d de los pilotes, la
distancia entre los centros de pilotes adyacentes s, la masa del encepado mo y
el momento de inercia del encepado respecto a un eje horizontal que pase por
su centro de gravedad Io. Además, b se toma igual a la mitad del ancho de la
cimentación.

Si se tienen en cuenta los efectos de interacción suelo-estructura, el compor-
tamiento del sistema puede aproximarse mediante un sistema de tres grados de
libertad, definidos por el desplazamiento horizontal y el giro de la cimentación (uc

y φ, respectivamente), junto con la deflexión horizontal de la estructura u, habida
cuenta de que el giro del encepado y de la estructura son iguales. Se desprecian
los movimientos verticales en este estudio.
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Figura 6.3: Definición del problema

6.3.2. Parámetros del problema

Las propiedades mecánicas y geométricas de cimentación y suelo se definen
mediante el coeficiente de amortiguamiento del terreno β = 0, 05, la relación entre
el módulo de elasticidad del pilote y el suelo Ep/Es = 100, el cociente entre las
densidades del suelo y del pilote ρs/ρp = 0, 7, la esbeltez de los pilotes L/d = 15,
el coeficiente de Poisson del suelo νs = 0, 4 y la relación entre la separación de los
pilotes y su diámetro s/d = 5.

Por otro lado, los parámetros de interés para definir el comportamiento dinámi-
co de la superestructura son las relaciones de aspecto h/b = 2, 3 y 4, el cociente
entre las rigideces de la estructura y del suelo h/(T cs) = 0, 3, siendo cs la ve-
locidad de las ondas de corte en el suelo y el coeficiente de amortiguamiento de
la estructura ζ = 0, 05. Otros parámetros de interés son el momento de inercia
de la cimentación, que se toma como el 5% del factor mh2, la relación entre las
masas de la estructura y la masa vibrante del suelo, de valor m/4ρsb

2h = 0, 2
y la relación entre la masa de la cimentación y la de la estructura, que como se
adelantó con anterioridad se toma igual a mo/m = 0, 25. Los valores tomados
para estos tres últimos parámetros se consideran representativos de tipoloǵıas ha-
bituales, habiendo sido empleados por anterioridad por otros autores [38–40]. De
cualquier modo, la interacción suelo-estructura no es significativamente sensible a
su variación (ver [35]).

6.3.3. Variación del desplazamiento de campo libre con el

ángulo de incidencia en el plano vertical (θ0)

Resulta interesante analizar la variación del módulo del desplazamiento ho-
rizontal de campo libre con el ángulo de incidencia en el plano x2 x3, pues los
resultados posteriores dependerán en gran medida de este parámetro.
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La figura 6.4 representa el módulo del desplazamiento horizontal de campo
libre, dividido entre la amplitud de la correspondiente onda incidente, frente al
ángulo θ0 cuando inciden ondas SV y P.

La gráfica correspondiente a la onda SV incidente es particularmente ilustrati-
va, pues se observan variaciones moderadas del valor de los desplazamientos para
ángulos de incidencia entre 0 y 45 ◦, puntos donde los desplazamientos se hacen
nulos. A continuación, los desplazamientos se incrementan súbitamente hasta al-
canzar un máximo cuando el ángulo de incidencia coincide con el ángulo cŕıtico,
momento en el que descienden hasta estabilizarse en un valor igual a 2 cuando la
incidencia de la onda es vertical.

Por otro lado, cuando la onda que incide es de tipo P, la variación es más suave
que en el caso de la onda SV, variando de modo similar a una parábola entre los
extremos de valor nulo en θ0 = 0 y θ0 = 90 ◦.

Para cuantificar lo comentado, los cuadros siguientes recogen los valores del
módulo del desplazamiento horizontal de campo libre (divididos entre la amplitud
de la onda incidente correspondiente) cuando la onda que incide es de tipo SV o
P.

θ0 0 ◦ 30 ◦ 45 ◦ 50 ◦ 60 ◦ 70 ◦ 90 ◦

|uff | / |Ainc
sv
| 0 0,426 0 0,423 2,449 2,102 2

Cuadro 6.1: Cuadro resumen de los valores del módulo del desplazamiento ho-
rizontal de campo libre en el punto de referencia (0,0,0) en función del ángulo θ0
de incidencia. Onda SV incidente y νs = 0, 4

θ0 0 ◦ 30 ◦ 45 ◦ 50 ◦ 60 ◦ 70 ◦ 90 ◦

|uff | / |Ainc
p
| 0 1,005 0,994 0,939 0,771 0,545 0

Cuadro 6.2: Cuadro resumen de los valores del módulo del desplazamiento ho-
rizontal de campo libre en el punto de referencia (0,0,0) en función del ángulo θ0
de incidencia. Onda P incidente y νs = 0, 4

Lo comentado para ondas SV y P no puede hacerse extensivo a ondas SH, pues
el módulo de los desplazamientos horizontales de campo libre es independiente
del ángulo θ0 de incidencia, siendo la relación |uff |/|Ainc

sh | = 2 en todo caso. Esto
puede comprobarse fácilmente particularizando la ecuación (4.2) al punto (0,0,0)
de referencia.
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6.3.4. Factores de interacción cinemática de las cimenta-
ciones empleadas

En este apartado se expondrán las funciones de transferencia en desplaza-
mientos y giros del encepado cuando no existe edificio sobre él. Los resultados se
presentan adimensionalizados entre el módulo desplazamiento horizontal de cam-
po libre en el punto de referencia en la figura 6.5 para desplazamientos y en la 6.6
para los giros. La presentación de estos resultados responde a la necesidad poste-
rior de disponer de datos que permitan evaluar las tendencias en las variables de
análisis de la superestructura.

Puede extraerse una conclusión primera de los resultados, obtenida por com-
paración de los obtenidos para las funciones de transferencia con y sin masa. De
este modo, las propiedades inerciales del encepado tienen poca influencia en la
respuesta dinámica en desplazamientos y giros del mismo cuando se le somete a
un tren de ondas śısmicas para la relación entre la masa mo del encepado y la ma-
sa m de la estructura empleada (0,25). Habida cuenta de tal conclusión, se omite
la reproducción de los resultados correspondientes al caso con masa por resultar
redundantes y por poder obtenerse mediante subestructuración.

Por otra parte, en lo que respecta a los desplazamientos, los resultados cuando
la onda incidente es de tipo SV se asemejan a los obtenidos en el caṕıtulo 5 para
un grupo de 3 × 3 sometido a ondas SV (figura 5.9). Aśı, los resultados para
ángulos de 70 ◦ y 90 ◦ son similares, siendo de inferior valor para 30 ◦ y resultando
superiores para 50 ◦.

Cuando la onda que indice es de tipo SH, los resultados se ordenan de la misma
manera en la que lo haćıa en la figura 5.5, correspondiéndole valores mayores a
las ondas de incidencia más vertical, valores que disminuyen conforme la onda se
hace más rasante.

De igual manera, puede observarse una tendencia muy similar a la mostrada en
la figura 5.13 cuando la onda que incide es de tipo P, de forma que los resultados
son parecidos para cualquier ángulo de incidencia.

En lo que respecta a los giros, resulta interesante analizar el fenómeno que
ocurre cuando la onda incidente es de tipo SV. En este caso, los giros para θ0 = 30
◦ y θ0 = 50 ◦ (ángulos sensiblemente inferiores al cŕıtico) son muy superiores a

los que se obtienen para el resto de ángulos de incidencia. Ello se debe, en cierta
medida, al menor valor del módulo del desplazamiento horizontal de campo libre
para tales ángulos de incidencia inferiores al cŕıtico. Este fenómeno tendrá una
importancia capital en el comportamiento del sistema cuando éste posea una
superestructura, tal y como se podrá verificar en apartados posteriores del trabajo.

En lo tocante al caso de ondas SH incidentes, la tendencia observada se debe
al hecho de que, cuando la onda tiene incidencia vertical, los pilotes son empu-
jados de modo śıncrono hacia una cierta dirección a unas profundidades y hacia
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esa misma dirección solo que en sentido contrario a otras, lo que provoca el giro
de la cimentación. Sin embargo, al hacerse la onda más rasante, el empuje sobre
los pilotes pierde el mencionado sincronismo, de modo que se producen interfe-
rencias en los desplazamientos que provocan, a su vez, que el giro total en estas
circunstancias se vea reducido frente al caso vertical.

Por último, cuando la onda incidente es una onda P, los giros toman valores
muy parecidos para los ángulos de incidencia analizados, lo que coincide con lo
que pudo observarse en la figura 5.14 de referencia.

6.3.5. Funciones de transferencia en los encepados

Si en el apartado anterior se mostraban los factores de interacción cinemática
de las cimentaciones, es turno en esta ocasión de ocuparse de las funciones de
transferencia en desplazamientos y giros cuando se considera el problema de la
cimentación con la superestructura.

Los resultados se pueden encontrar, para las distintas relaciones de aspecto
h/b, en las figuras 6.7, 6.9 y 6.11 para los desplazamientos y en 6.8, 6.10 y 6.12
para los giros.

Los resultados en desplazamientos presentan comportamientos similares pa-
ra cualquier onda incidente, existiendo ciertas particularidades interesantes. En
concreto, se incrementa ligeramente la respuesta a frecuencias bajas con la rela-
ción h/b hasta llegar a la frecuencia fundamental del edificio en base flexible. En
ese momento, los desplazamientos decaen hasta un mı́nimo, el cual resulta tener
valores muy similares para cualquier h/b, aumentando y acercándose entre śı a
continuación para cualquier ángulo de incidencia para ondas SV y P y produ-
ciéndose un marcado fenómeno de separación cuando la onda incidente es de tipo
SH.

Por otra parte, los giros son muy similares para una cierta relación de aspecto
h/b a frecuencias bajas, incrementándose hasta llegar a un máximo en la frecuencia
fundamental en base flexible del edificio. Ese máximo es tanto mayor cuanto mayor
es la relación h/b del edificio. La tendencia una vez rebasado el máximo es la de
decaer rápidamente hasta llegar a un valor mı́nimo cuando la onda que incide
es de tipo P, momento a partir del cual se produce un incremento del giro con
la frecuencia. Cuando la onda incidente es de tipo SV o SH, el decrecimiento de
la función tras el máximo continúa a medias y altas frecuencias, llegando casi a
anularse para valores de ao de en torno a 0,5. En cualquier caso, las curvas se
solapan para cualquier ángulo de incidencia, a excepción de los ya comentados
ángulos subcŕıticos de 30 ◦ y 50 ◦ para onda SV incidente. En ese supuesto, los
valores son superiores a los que se obtienen para el resto de casos, de modo análogo
al que ocurŕıa en los desplazamientos y en la figura 5.10.
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Figura 6.5: Factores de interacción cinemática en desplazamientos para grupos
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sometidos a ondas SV, SH y P
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Figura 6.7: Factores de interacción cinemática en desplazamientos para grupos
de pilotes sometidos a ondas SV, SH y P. Caso con edificios. Relación de aspecto
h/b = 2
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Figura 6.8: Factores de interacción cinemática en giros para grupos de pilotes
sometidos a ondas SV, SH y P. Caso con edificios. Relación de aspecto h/b = 2
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Figura 6.9: Factores de interacción cinemática en desplazamientos para grupos
de pilotes sometidos a ondas SV, SH y P. Caso con edificios. Relación de aspecto
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Figura 6.10: Factores de interacción cinemática en giros para grupos de pilotes
sometidos a ondas SV, SH y P. Caso con edificios. Relación de aspecto h/b = 3
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Figura 6.11: Factores de interacción cinemática en desplazamientos para grupos
de pilotes sometidos a ondas SV, SH y P. Caso con edificios. Relación de aspecto
h/b = 4
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Figura 6.12: Factores de interacción cinemática en giros para grupos de pilotes
sometidos a ondas SV, SH y P. Caso con edificios. Relación de aspecto h/b = 4
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6.3.6. Deflexión lateral del edificio

Existen diversas variables de interés a la hora de analizar la respuesta dinámi-
ca de la superestructura. Sin embargo, se verá que tomar la deflexión lateral del
edificio permite establecer relaciones directas con magnitudes f́ısicas de importan-
cia de cara al diseño estructural del edificio. De esta manera, puede definirse la
deflexión lateral del edificio en términos de las variables presentadas en la figura
6.3 como:

udeflex = u− uc − φ h (6.8)

Puede demostrarse que el producto de ese valor por la rigidez del sistema
proporciona el cortante en la base:

F = k udeflex (6.9)

Por otra parte, puede definirse una variable denominada factor de amplifica-
ción dinámica como la relación entre el desplazamiento producido por una acción
dinámica y su valor en el caso de una acción estática de la misma magnitud, de
modo que:

D =
udeflex
us

(6.10)

siendo D el factor de amplificación dinámica y us el desplazamiento debido a la
fuerza estática. El desplazamiento debido a la carga estática puede escribirse como
Fequiv = k us, quedando el factor de amplificación dinámica:

D =
udeflex
us

=
udeflex
Fequiv/k

=
k udeflex
Fequiv

(6.11)

Si se recuerda la definición de la frecuencia natural de la estructura:

Ω =

√

k

m
; k = Ω2m (6.12)

y si se expresa la acción estática equivalente sobre la masa de un sistema de un
grado de libertad como:

Fequiv = ω2muff (6.13)

siendo uff el desplazamiento en la base, el factor de amplificación dinámica puede
escribirse:

D =
k u

F
=

Ω2mudeflex
ω2muff

=
Ω2 udeflex
ω2 uff

(6.14)
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De esta manera, el cociente adimensional entre udeflex y el desplazamiento en
la base uff toma el siguiente valor:

udeflex
uff

=
ω2D

Ω2
(6.15)

Por lo tanto, el conocimiento de udeflex en relación al desplazamiento en la
base (que se corresponde con el desplazamiento horizontal de campo libre) permite
obtener tanto el cortante en la base de la estructura (dado por la ecuación (6.9))
como el factor de amplificación dinámica D, sin más que multiplicar en el primer
caso por la rigidez k de la estructura y por el cuadrado del cociente entre la
frecuencia natural de la estructura y la frecuencia de excitación en el segundo. El
cortante en la base es un parámetro de aplicación inmediata de cara al cálculo y
comprobación de una estructura de un grado de libertad, mientras que el factor de
amplificación dinámica tiene un uso bastante frecuente a la hora de expresar cuán
desfavorable es una determinada acción dinámica en relación a la misma acción
solo que aplicada de modo estático.

Las figuras 6.13, 6.14 y 6.15 muestran las variaciones con la frecuencia del
cociente entre los módulos de la deflexión lateral del edificio y el correspondiente
módulo del desplazamiento horizontal de campo libre para las tres relaciones de
aspecto h/b estudiadas.

Las conclusiones que pueden extraerse son de aplicación, para cada onda, a
cualquiera de las tres relaciones de aspecto. Aśı, cuando la onda que incide es
de tipo P, las gráficas presentan valores muy similares para frecuencias bajas e
intermedias, incrementándose las diferencias a altas frecuencias. Se puede observar
que las curvas presentan un máximo en torno a la frecuencia fundamental del
edificio en base flexible, la cual vaŕıa, como no pod́ıa ser de otro modo, con la
relación de aspecto h/b.

Las diferencias enumeradas son algo más notables cuando la onda incidente es
una de tipo SH, aumentando la deflexión conforme la onda se vuelve más vertical.
En esta ocasión se mantiene la tendencia presente cuando la onda incidente es
de tipo P de existir gran similitud en los resultados para frecuencias bajas, co-
menzando a diferir, esta vez, en el entorno de la frecuencia fundamental en base
flexible.

Mención especial merece el análisis de los resultados que se obtienen cuando
la onda que incide es una SV. Si bien el comportamiento cuando θ0 es superior
a 50 ◦ sigue los patrones comentados hasta el momento, éste se vuelve mucho
más variable cuando el ángulo de incidencia es inferior a ese valor, lo que indica la
necesidad de un estudio más pormenorizado. Para ello, empléese como referencia la
figura 6.4. En ella puede comprobarse que, para una amplitud de la onda incidente
unitaria, el valor del módulo del desplazamiento horizontal de campo libre para
los ángulos subcŕıticos θ0 = 30 ◦ y θ0 = 50 ◦ es sustancialmente menor que para
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los otros casos (del orden de la cuarta o la quinta parte). Esto hace que, pese
a la tendencia observable en la figura 6.5 para el caso θ0 = 30 ◦, según la cual
el desplazamiento horizontal relativo al de campo libre es menor que para otros
ángulos de incidencia, tanto para θ0 = 30 ◦ como para θ0 = 50 ◦, el giro en relación
al desplazamiento de campo libre (figura 6.5) resulta del orden de entre 10 y 12
veces superior, lo que hace que se incremente muy notablemente el valor de la
deflexión lateral del edificio, por depender ésta del giro (ecuación (6.8)).

De modo paralelo a lo comentado hasta el momento, resulta interesante ana-
lizar dos casos de interés que se presentan por la manera de adimensionalizar los
resultados escogida cuando la onda que incide es una de tipo SV. En concreto, se
trata de los casos θ0 = 45 ◦ y θ0 = θcr.

Tal y como se puede verificar en la figura 6.4, cuando θ0 adquiere por valor 45
◦,

el módulo del desplazamiento horizontal de campo libre se anula, lo que provoca
que las variables que lo emplean como factor de adimensionalización presenten una
singularidad. De este modo, si se deseasen presentar resultados cuando θ0 valiese
45 ◦, debeŕıa buscarse otro modo de adimensionalizarlos, bien sea por división
entre el módulo del desplazamiento horizontal de campo libre cuando la onda
incide de modo vertical, bien mediante el empleo de cualquier otra variable de
valor no nulo.

Por otro lado, cuando θ0 = θcr, el módulo del desplazamiento horizontal de
campo libre es máximo. Además, su variación es muy abrupta para ángulos sen-
siblemente subcŕıticos y sensiblemente supercŕıticos, lo que provoca que existan
grandes diferencias en las respuestas para dos ángulos de incidencia muy próximos
por encima y por debajo del ángulo cŕıtico.

6.3.7. Esfuerzos en los pilotes

Otras variables de interés de cara a la cuantificación de la respuesta dinámica
de estructuras de edificación pilotadas sometidas a ondas que inciden con un ángu-
lo genérico son los esfuerzos que aparecen en los pilotes. De este modo, las figuras
de 6.16 a 6.42 muestran los esfuerzos axiales, cortantes y momentos flectores en
dos puntos a distintas profundidades de los cuatro pilotes de interés. En concreto,
se estudia el punto de unión de los pilotes al encepado, punto de gran importancia
para el diseño de los mismos, aśı como un punto situado a una distancia L/5 de
su extremo superior. Existe una disminución de los esfuerzos con la profundidad,
por lo que los resultados en el segundo de los puntos pueden emplearse para cuan-
tificar la rapidez de esa disminución. Debe notarse que, en todos los casos, las
escalas empleadas para la representación de los resultados en el punto inferior son
inferiores a las usadas para la cabeza de los pilotes.
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Figura 6.13: Deflexión lateral del edificio. Relación de aspecto h/b = 2
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Figura 6.14: Deflexión lateral del edificio. Relación de aspecto h/b = 3
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Figura 6.15: Deflexión lateral del edificio. Relación de aspecto h/b = 4
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La tendencia general de los resultados es la de incrementar sus valores con la
relación de aspecto h/b. En todos los casos, y de modo similar a como ocurŕıa en
los factores de interacción cinemática de los encepados, las gráficas presentan un
máximo en el entorno de la frecuencia fundamental en base flexible del edificio,
caracterizado por un drástico incremento de los esfuerzos en frecuencias cercanas
e inferiores seguido de un brusco decremento pasada la citada frecuencia funda-
mental. Además, la tendencia a medias y altas frecuencias es la de aumentar los
esfuerzos, salvo cuando la onda incidente es de tipo SH y se trata de esfuerzos
axiales, en cuyo caso éstos tienden a anularse al aumentar la frecuencia.

Por otro lado, resulta interesante analizar los esfuerzos axiales en los pilotes
cuando la onda que incide es una de tipo SH. En ese caso, los pilotes centrales se
encuentran totalmente descargados, distribuyéndose el total de la carga entre los
pilotes extremos. Esto se debe a que, en estas circunstancias, el desplazamiento
vertical del centro de gravedad del encepado es nulo, y éste gira en torno al eje
formado por los pilotes centrales, lo que provoca que éstos se encuentren descar-
gados en cuanto a esfuerzos axiales, siendo los extremos los que interactúan con
el suelo, generando los esfuerzos que pueden observarse en las correspondientes
figuras.

Otro caso de interés consiste en el estudio del reparto de carga entre los pilotes.
En concreto, a frecuencias bajas los pilotes extremos soportan un esfuerzo cortante
mayor por ser los que encuentran mayor impedimento en su movimiento.

Como se adelantó anteriormente, los esfuerzos en el punto situado a L/5 del
extremo superior de los pilotes son netamente inferiores a los que existen en el
mencionado extremo. Padrón en [35] concluye que la variación de los esfuerzos a
lo largo de los pilotes es prácticamente exponencial, conclusión que se confirma
en el presente trabajo.

El fenómeno descrito para las ondas SV incidentes en factores de interacción
cinemática en los encepados asociado a los ángulos subcŕıticos 30 ◦ y 50 ◦ también
tiene lugar en los esfuerzos. La relación entre los esfuerzos y los desplazamien-
tos horizontales de campo libre correspondientes a cada ángulo de incidencia se
incrementa notablemente para ángulos sensiblemente subcŕıticos.

Por último, destacar el hecho evidente de que el ángulo de incidencia posee
una gran influencia en la magnitud de los esfuerzos generados. De esta manera, la
suposición de incidencia vertical no tiene por qué ser la que produzca los mayores
esfuerzos en los elementos de la cimentación. Esto es particularmente cierto para
altas frecuencias, donde la influencia del ángulo de incidencia es más patente en
la gran mayoŕıa de los casos analizados, con la única excepción notable de los
esfuerzos axiales cuando la onda incidente es de tipo SH.
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Figura 6.16: Esfuerzos axiales en los pilotes. Onda P, h/b = 2
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Figura 6.17: Esfuerzos cortantes en los pilotes. Onda P, h/b = 2
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Figura 6.18: Momentos flectores en los pilotes. Onda P, h/b = 2
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Figura 6.19: Esfuerzos axiales en los pilotes. Onda SH, h/b = 2
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Figura 6.20: Esfuerzos cortantes en los pilotes. Onda SH, h/b = 2
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Figura 6.21: Momentos flectores en los pilotes. Onda SH, h/b = 2
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Figura 6.22: Esfuerzos axiales en los pilotes. Onda SV, h/b = 2
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Figura 6.23: Esfuerzos cortantes en los pilotes. Onda SV, h/b = 2
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Figura 6.24: Momento flector en los pilotes. Onda SV, h/b = 2
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Figura 6.25: Esfuerzos axiales en los pilotes. Onda P, h/b = 3
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Figura 6.26: Esfuerzos cortantes en los pilotes. Onda P, h/b = 3
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Figura 6.27: Momentos flectores en los pilotes. Onda P, h/b = 3
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Figura 6.28: Esfuerzos axiales en los pilotes. Onda SH, h/b = 3
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Figura 6.29: Esfuerzos cortantes en los pilotes. Onda SH, h/b = 3
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Figura 6.30: Momentos flectores en los pilotes. Onda SH, h/b = 3
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Figura 6.31: Esfuerzos axiales en los pilotes. Onda SV, h/b = 3
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Figura 6.32: Esfuerzos cortantes en los pilotes. Onda SV, h/b = 3
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Figura 6.33: Momentos flectores en los pilotes. Onda SV, h/b = 3
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Figura 6.34: Esfuerzos axiales en los pilotes. Onda P, h/b = 4
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Figura 6.35: Esfuerzos cortantes en los pilotes. Onda P, h/b = 4



160 Caṕıtulo 6. Influencia del tipo de onda y ángulo de incidencia
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Figura 6.36: Momentos flectores en los pilotes. Onda P, h/b = 4
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Figura 6.37: Esfuerzos axiales en los pilotes. Onda SH, h/b = 4
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Figura 6.38: Esfuerzos cortantes en los pilotes. Onda SH, h/b = 4
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Figura 6.39: Momentos flectores en los pilotes. Onda SH, h/b = 4
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Figura 6.40: Esfuerzos axiales en los pilotes. Onda SV, h/b = 4
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Figura 6.41: Esfuerzos cortantes en los pilotes. Onda SV, h/b = 4
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0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

|M
| /

 |u
ff

|

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

|M
| /

 |u
ff

|

ao

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

aoθ0 = 30º

θ0 = 50º

θ0 = 60º

θ0 = 70º

θ0 = 90º

θ0

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

|M
| /

 |u
ff

|

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

|M
| /

 |u
ff

|

ao

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

aoθ0 = 30º

θ0 = 50º

θ0 = 60º

θ0 = 70º

θ0 = 90º

θ0

Figura 6.42: Momentos flectores en los pilotes. Onda SV, h/b = 4



Caṕıtulo 7

Conclusiones y ĺıneas futuras

7.1. Resumen y conclusiones

El presente trabajo emplea una formulación acoplada MEC-MEF para la ob-
tención de la respuesta dinámica de estructuras de edificación pilotadas cuando
éstas están sometidas a ondas śısmicas que inciden con un ángulo genérico. Para
ello, se ha desarrollado una formulación que permite tener en cuenta la incidencia
de ondas śısmicas en la obtención de los campos de desplazamientos y tensiones
en el terreno por el cual se propagan. Esta formulación se ha implementado en
una subrutina escrita en lenguaje FORTRAN, la cual se ha incluido en un pro-
grama preexistente en el seno de la División de Mecánica de Medios Continuos
y Estructuras del Instituto Universitario de Sistemas Inteligentes y Aplicaciones
Numéricas en Ingenieŕıa de la Universidad de Las Palmas de Gran Canaria.

Con la subrutina implementada, se verificó la adecuidad tanto de la formula-
ción como de la correspondiente subrutina programada con resultados existentes
en bibliograf́ıa de autores de reconocido prestigio y fiabilidad [34–36], proporcio-
nando resultados satisfactorios en la totalidad de casos analizados. En este sentido,
se estudiaron cimentaciones con diversas configuraciones sometidas a ondas SV,
SH y P de incidencia genérica con distintas relaciones de rigidez Ep/Es.

Una vez comprobada la precisión del modelo propuesto, se avanzó mediante
la implementación del ángulo de incidencia respecto al plano horizontal (ángulo
ϕ0). Posteriormente, se compararon los factores de interacción cinemática corres-
pondientes a distintas cimentaciones pilotadas para diferentes ángulos ϕ0. De esta
manera, se alcanza el objetivo buscado de desarrollar una formulación y una su-
brutina que permita incluir ondas con ángulos de incidencia totalmente genéricos.
Además, se muestra que la influencia del ángulo ϕ0 es despreciable en el cálculo de
los factores de interacción cinemática de grupos cuadrados de pilotes. Se justifica
aśı la práctica habitual que, principalmente por simplicidad, asume generalmente
en estos casos que las ondas inciden perpendicularmente a alguno de los lados del
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encepado.

Aśı, estudiada la validez de la subrutina, se procedió a obtener resultados
para un conjunto concreto de casos analizados. Se estudiaron los fenómenos de
interaccion cinemática existente para una cimentación pilotada con un grupo de
3× 3 cuando ésta se somete a ondas SH, SV y P, concluyéndose que el ángulo de
incidencia tiene una importancia muy grande en el comportamiento de esta clase
de cimentaciones. También se estudiaron los factores de interacción cinemática
de las mismas cimentaciones cuando un edificio con tres posibles relaciones de
aspecto h/b se cimentaba en ellas, pudiendo observarse una gran influencia tanto
de la relación de aspecto del edificio como del tipo de onda y de su ángulo de
incidencia, siendo este efecto particularmente notable en ondas incidentes de tipo
SV. Para explicar las diferencias que acontecen cuando la onda que incide es
una SV, se procedió a realizar un estudio, concluyéndose que es preciso analizar
la influencia del ángulo θ0 en el desplazamiento horizontal de campo libre para
poder comprender el comportamiento de las gráficas presentadas, por encontrarse
éstas adimensionalizadas entre el mencionado desplazamiento horizontal de campo
libre. De igual manera, otro fenómeno de interés que es preciso analizar es el que
ocurre en las inmediaciones del ángulo cŕıtico. Aśı, existe una gran diferencia entre
los desplazamientos y esfuerzos producidos por ondas incidentes de igual magnitud
pero con ángulos de incidencia cercanos o inferiores al cŕıtico.

Presentados los resultados de la interacción cinemática en desplazamientos y
giros de la cimentación, se realizó un estudio de la caracterización dinámica de una
estructura de edificación con tres relaciones de aspecto h/b diferentes, analizando
su deflexión lateral ante las acciones dinámicas de incidencia. Los resultados de-
muestran que la influencia del tipo de onda y ángulo de incidencia de la misma
en la respuesta de los distintos tipos de estructura es muy notable, existiendo
grandes disimilitudes según el caso, en particular para altas frecuencias y para
ondas incidentes tipo SV, donde se produce un fenómeno análogo al descrito para
los factores de interacción cinemática de las cimentaciones.

Por último, se analizan las respuestas de los pilotes ante los distintos casos
estudiados, en términos de los esfuerzos axiales, cortantes y de los momentos flec-
tores que aparecen en dos puntos caracteŕısticos, situados en la unión de los pilotes
a los encepados y a una distancia de L/5 del mismo. Las conclusiones que pueden
extraerse en esta ocasión son semejantes a las comentadas con anterioridad, de
modo tal que el tipo de onda y su ángulo de incidencia poseen una gran influen-
cia sobre la magnitud de los esfuerzos. El grado de desconocimiento existente en
cuanto al comportamiento de pilotes cuando un edificio reposa sobre ellos y un
frente de ondas se propaga por el terreno, alcanzando su emplazamiento es aún
hoy muy grande. Ello, unido a la importancia que tiene que los elementos de ci-
mentación permanezcan dentro del rango elástico por ser elementos cŕıticos cuya
reparación es normalmente inviable tras un sismo y cuyo fallo puede provocar,
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a su vez, el colapso de la superestructura, hace que estudios como el presentado
en este Proyecto Fin de Carrera aporten algo de luz a un camino expedito has-
ta el momento. Aún tratándose de un análisis básico en el que se han tenido en
cuenta un número limitado de parámetros, se puede verificar, desde este punto,
que la hipótesis mayoritariamente empleada de incidencia vertical no tiene por
qué ser la produzca situaciones más desfavorables tanto en cimentaciones como
en superestructuras, de modo que el estado del arte actual debe evolucionar hacia
modelos que consideren tanto el tipo de onda como el ángulo de incidencia de la
misma como parámetros de importancia de cara a la cuantificación de la respuesta
estructural real.

7.2. Ĺıneas futuras

El código desarrollado en el presente trabajo se ha empleado para la deter-
minación de un conjunto de resultados en términos de respuesta dinámica de
estructuras de cimentación y de superestructuras. Empleando el código en su es-
tado actual pueden desarrollarse una serie de análisis que, por un motivo u otro,
no se han incluido en el presente trabajo. Aśı, puede destacarse:

Obtención de resultados para ondas de superficie. Pese a haber sido incluidas
en el código, no se ha analizado caso alguno por no extender en exceso el
documento.

Estudio de la influencia de un mayor número de parámetros, tales como
la relación de rigideces de la cimentación y el suelo o la geometŕıa de la
cimentación.

Realización de análisis en el dominio del tiempo para distintos grupos de sis-
mogramas, de modo que la magnitud de cada parámetro pueda ser estudiada
en términos de las funciones de transferencia y de su variación temporal.

Análisis de la influencia del ángulo de incidencia y tipo de onda en la respues-
ta śısmica de conjuntos de edificios, de modo que la interacción estructura-
suelo-estructura se ponga en relieve.

Determinación de expresiones de uso práctico para la determinación de los
esfuerzos en pilotes y en miembros de la superestructura, función de paráme-
tros tales como la relación de aspecto de la superestructura, la relación de
rigideces suelo-estructura, la cantidad y tipo de cimentación pilotada, etc.
Estas expresiones deben tener en cuenta no sólo las fuerzas que aparecen
como consecuencia de la interacción inercial, sino también de la interacción
cinemática. La obtención de esta clase de expresiones permitiŕıa establecer
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un paso adelante de cara al diseño śısmico de esta clase de elementos, cuyo
estudio posee, en este momento, importantes lagunas de conocimiento.

Desarrollo de expresiones que permitan tener en cuenta la posible estratifi-
cación del terreno sobre el que se cimenta e implementación del mismo en
el código existente.

Estudio de la respuesta de edificaciones de varias plantas ante ondas inci-
dentes con ángulos genéricos.

En lo referente al propio código, existen distintas posibilidades de optimización,
tales como:

Desarrollo de un formato de almacenamiento en matrices dispersas, de modo
que se reduzca el tiempo de computación.

Paralelización completa del código, lo que reduciŕıa sustancialmente los tiem-
pos de computación.

Implementación de métodos de refinamiento adaptativo de mallas para dis-
minuir, en la medida de lo posible, los errores asociados al mallado del
problema.
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[3] Maeso, O., Aznárez, J. J., and Domı́nguez, J. (2002) Effects of space dis-
tribution of excitation on seismic response of arch dams. J Eng Mech, 128,
759–768.
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[8] Padrón, L. A., Aznárez, J. J., Maeso, O., and Santana, A. (2010) Dynamic
stiffness of deep foundations with inclined piles. Earthquake Eng Struct Dyn,
39(12), 1343–1367.
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[34] Maeso, O., Aznárez, J. J., and Garćıa, F. (2005) Dynamic impedances of piles
and groups of piles in saturated soils. Comput Struct , 83, 769–782.

[35] Padrón, L. A. (2008) Numerical model for the dynamic analysis of pile foun-
dations . Ph.D. thesis, Universidad de Las Palmas de Gran Canaria.



174 Bibliograf́ıa

[36] Kaynia, A. M. and Novak, M. (1992) Response of pile foundations to Rayleigh
waves and obliquely incident body waves. Earthquake Eng Struct Dyn, 21,
303–318.

[37] Jennings, P. C. and Bielak, J. (1973) Dynamics of building-soil interaction.
Bull Seism Soc Ame, 63, 9–48.
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