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1.1. ANTECEDENTES

La necesidad de disenar y construir de forma 6ptima estructuras que van a estar
sometidas a acciones dindmicas, como pueden ser el paso de un tren sobre un puente,
la accion del viento sobre un edificio o la excitacion que produce un terremoto sobre
cualquier tipo de construccion, pone de manifiesto la importancia del estudio de la

Dinadmica de Estructuras.

En toda programacion de Teoria de Estructuras en una Escuela Técnica Supe-
rior, existe un bloque tematico dedicado especificamente a este ambito. Dentro de
este bloque se estudia el caso de estructuras civiles sometidas a excitaciones sismicas

y se analizan los distintos factores que influyen en su respuesta.

Tradicionalmente, este problema se aborda con planteamientos clasicos que in-
corporan importantes simplificaciones, y que estan recogidos en las normativas de

construccion de los diferentes paises.

En este transfondo se enmarca el proyecto presentado: el estudio y anélisis de
modelos numéricos que permiten evaluar los factores que influyen en la repuesta

dindmica de estructuras.

Convencionalmente, para el estudio de estructuras sometidas a solicitacion sis-
mica, existen dos metodologias: un procedimiento directo, en el que estructura y
cimentacion se analizan conjuntamente como un super-sistema acoplado ante la so-
licitacion dindmica; o bien un procedimiento indirecto (o por pasos) en el que los
efectos de interaccion mutua suelo-estructura se contemplan de forma simplificada
en pasos sucesivos (tres pasos en la practica, de lo cual ha ido derivando el nombre
de ‘método de los tres pasos’ con el que habitualmente se conoce este método). El
primero de los procedimientos (método directo) tiene como ventaja principal la de
acercarse mas fielmente a la realidad. Sus inconvenientes son su complejidad y el
elevado ntimero de grados de libertad que implica. El segundo (método de los tres
pasos), al analizar el sistema por partes, es menos preciso, si bien suele suponer un
menor costo computacional. Tradicionalmente, el método indirecto ha sido, por su
simplicidad, el mas empleado. De hecho, utilizado con ‘buen oficio’ ha demostrado

su grado de validez en un gran ntimero de problemas concretos. Sin embargo, son
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muchos los aspectos del problema, desde la propia definicion de la excitacion sismica
hasta el comportamiento acoplado de la estructura con el suelo de cimentaciéon, que
no estan completamente comprendidos en la actualidad y son objeto de aportaciones

cientificas constantes en numerosas revistas dedicadas al tema.

Estos hechos son lo que hace de la respuesta dinamica de estructuras un im-
portante campo de trabajo e investigacion, el cual contintia siendo un tema com-
pletamente abierto. De esta forma y en este contexto, un estudio sistematico de
las diferencias que supone el uso de una u otra metodologia aplicada a un analisis

concreto es un tema de gran interés y actualidad.

1.2. OBJETO DEL TRABAJO FIN DE CARRERA

De acuerdo a la memoria que acompanaba a la solicitud de titulo de PFC, estu-
diado y aprobado por la comision de proyectos de fin de carrera en octubre de 2006,
se persigue como objeto dltimo de este estudio la comparacion de dos estrategias
muy utilizadas en el campo de la dindmica de estructuras; un método directo, y un
método indirecto (denominado método de los tres pasos), tratando asi de definir sus
diferencias principales, basandose en las soluciones obtenidas al resolver un mismo

problema con ambos métodos.

Para ello, se define un problema patron (caso practico concreto) que corresponde
al analisis sismico de una estructura cilindrica de hormigén genérica, de grandes di-
mensiones, parcialmente enterrada en un terreno estatificado, saturado o no de agua.
Esta tipologia estructural puede ser aplicable a distintos casos como un silo nuclear,
un reactor nuclear, una estacion de bombeo en una infraestructura hidroelétrica,

etc. Se admite la hipotesis de comportamiento lineal.

El analisis se centra en la obtenciéon de la respuesta dindmica de la estructura
provocada por un tren de ondas que se propagan por el suelo. Se trata de un estudio
del problema en el dominio de la frecuencia. Se analizara la respuesta de la estruc-
tura a través del método directo y a través del método de los tres pasos. Se evaluaran
las posibles diferencias o discrepancias en los resultados. Asimismo se estudiara la

influencia de aspectos tales como la estratigrafia del suelo, el grado de enterramiento
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de la estructura y la flexibilidad de la estructura. Todos los célculos se realizaran
con un software desarrollado por los tutores basado en el Método de los Elementos

de Contorno.

Mas detalladamente los objetivos a cumplir son:

= Estudio de las bases de la elastodinamica lineal (lo cual supone una extension
de la asignatura troncal Elasticidad y Resistencia de Materiales), haciendo
hincapié en la comprension de los fendémenos de propagacion de ondas elasticas

y su formulacion

= Estudio de los modelos de excitacion sismica vinculados a la propagacion de
ondas elasticas en el suelo. Comprension de la naturaleza propagatoria del
sismo, lo que conlleva que puntos del suelo separados entre si estén sometidos
en un instante determinado a desplazamientos de diferente valor, e incluso
en desfase. Esta cuestion se ha revelado de suma importancia en el caso de

estructuras de gran tamano.

» Instruccion en los modelos ‘clasicos’ contemplados en las normativas para cal-
culo sismico de estructuras, asi como las simplificaciones que introducen, para
tener una idea clara del ambito de aplicacion adecuado de dicha normativa, y

de cuales son los principales fendmenos que no contempla.

= Asimilar las bases de los métodos numéricos que han servido para el desa-
rrollo de software aplicable al analisis de la propagacion de ondas en medios
elasticos, y al calculo sismico de estructuras. Dicho software forma parte de la
infraestructura de la ya que se dispone, y ha sido elaborado durante méas de

una década por los profesores del Departamento.

= Entrenamiento en el uso de esta bateria de programas informéticos, de manera
que, bajo tutela de los profesores, sea capaz de utilizarlos adecuadamente. Se
pretende que el alumno aplique dichos programas al estudio de la influencia de

las caracteristicas del emplazamiento en la definicion de la excitacion sismica.

= Desarrollo del modelo y evaluacion de la influencia de las caracteristicas geolo-
gicas/geotécnicas del emplazamiento en la respuesta. Se evaluara la influencia
de los efectos de interaccion suelo-estructura, caracter espacial de la excitacion,
y se obtendran todas las conclusiones relativas a las diferencias encontradas

frente al uso de modelos que no contemplan dichas caracteristicas.
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= Se deberéd generar una bateria de resultados que sirvan de material didactico
para ilustrar la influencia de los efectos estudiados. Este material tendré utili-
dad docente en las asignaturas Teoria de Estructuras y Construcciones Indus-
triales (troncal), Mecanica de Solidos Elasticos (optativa) y Céalculo Avanzado

de Estructuras (optativa).

1.3. EL CASO PRACTICO ANALIZADO

Como objeto central del estudio se ha optado por una estructura genérica, que
bien puede responder a la configuracion estructural de un silo nuclear, bien a la de

un pozo de refrigeracion o a la estacion de bombeo de un sistema hidroeléctrico.

A fin de dotar al problema de unas caracteristicas fisicas lo més aproximadas a
magnitudes reales, se ha definido el problema de la figura 1.1, que consiste en un
cilindro hueco en su mayor parte de 14 metros de radio exterior y 80 metros de
altura. De los cuales los 50 m. inferiores estan enterrados en un terreno estratificado
y los 10 metros siguientes se encuentran por debajo del nivel del agua. Los muros, de
hormigoén armado, tienen un espesor de 1.5 metros, y se cuenta en la parte enterrada
con una pantalla de 1 metro de espesor nominal, por lo que la perforacion en el te-
rreno es de 15 metros de radio. Los 20 metros inferiores en el interior de la torre, se
encuentran rigidizados por diferentes forjados que sirven como base a maquinaria,
cuartos de maquinas y control, talleres varios y demas recintos que pudieran ser
necesarios. Las magnitudes fisicas que terminan de definir el problema, (densidad,
coeficiente de elasticidad...) seran descritas posteriormente. Ademas se utilizara un
modelo simplificado consistente en un cilindro macizo de 50 metros de altura y 15 de
radio. A fin de estudiar la influencia del hecho de simplificar la estructura, asi como
la de ciertas caracteristicas fisicas del problema. También permitird comprobar la

potencia del codigo utilizado.
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‘ Agua
N

| Estrato 1

\ Estrato 2

\ Estrato 3

)

Figura 1.1: Alzado del problema

1.4. EL PROBLEMA DE LA INTERACCION SUELO - Es-

TRUCTURA.

Este problema ha sido ampliamente estudiado por numerosos autores, se puede
encontrar un estudio mas concreto en trabajos como Abascal (1984) y Dominguez
(2003).

El comportamiento de estructuras apoyado en suelos deformables y sujetas a
acciones dinadmicas puede depender en gran parte de las propiedades del suelo y en
las caracteristicas de la cimentacion. El analisis de este comportamiento requiere un
modelo que tenga en cuenta no solamente la estructura, sino también el suelo y las
fuerzas de interaccion dinamica existentes entre ellos. Los primeros problemas de
interaccion dinamica suelo-estructura, que fueron estudiados en los anos 30, estaban
relacionados a la vibracion de grandes maquinas montadas en cimentaciones masivas.
El comportamiento dindmico de estas maquinas, sélo podia ser entendido teniendo
en cuenta la interaccion dinamica entre el suelo y la cimentacion. Edificios altos,
o cualquier otra estructura cimentada, sometidos a cargas de viento, también son

ejemplos de problemas donde la interaccion dinamica suelo-estructura puede tener
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efectos importantes y donde la excitacion es directamente aplicada a la estructura.
El analisis de las estructuras bajo efectos de terremotos, lleva a un segundo tipo de
problema interaccion dindmica suelo-estructura donde la excitacion es transmitida

a través del terreno.

T M —
_ u
M — -
h
h K
K, |
— | cimentacion
u, u,
- " P - P

(a) (b)

Figura 1.2: Consideracion de la interaccion dinamica suelo-estructura

Para mostrar de un modo simple la importancia de los efectos de la interaccion
suelo estructura en la respuesta dinamica de estructuras cimentadas, basta con com-
parar dos problemas muy similares en apariencia: el primero (figura 1.2a) se trata de
una masa puntual M unida a un base a través de una barra de longitud h y rigidez
horizontal K, la masa tiene impedidos los desplazamientos verticales. La respuesta
de este sistema en caso de aplicar una excitacion a la base es mas que conocida y se
rige por la ecuacion:

donde u,, es el desplazamiento de la masa y u; el de la base. La frecuencia natural
del sistema sera:
wi=— (1.2)

El segundo problema (figura 1.2b) consiste en intercalar entre barra y base una

cimentacion infinitamente rigida y sin masa, pero que puede desplazarse horizon-
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talmente con una rigidez K. y girar con una rigidez K, con relacién al terreno. La

ecuacion equivalente a (1.1) del problema anterior serfa:

K KAh?
M(E+ K, +1) Uy + K Uy = —M 1y (1.3)
la frecuencia natural seria en este caso:
K 1
wi=— (1.4)

" M (K | Kh
(£ +52+1)
Es evidente que la consideracion en el sistema de la rigidez de la cimentacion

afecta notablemente a la respuesta del sistema y a su frecuencia natural.

Un problema sencillo en el que se muestra el calculo de la impedancia de ci-
mentacion es el mostrado en la figura 1.3. Se asume que la cimentacion es un bloque
rigido y sin masa apoyado en un semiespacio que representa el terreno. La relacion
entre la fuerza dinamica aplicada (p(t)) a la cimentacion y su desplazamiento (z(t))es

la impedancia.
t
K(w) = w (1.5)

/////////// g i, 7222,

b

Figura 1.3: Cimentacion rigida sobre semiespacio uniforme

donde p(t) = Pye™' y z(t) = xge™*. Estas amplitudes (P, y X;) son nimeros

complejos, y por lo tanto también lo sera la impedancia.

A fin de comprender el significado de la rigidez de la cimentacion, se puede
considerar una analogia sencilla dibujada por Roesset (1980). En este modelo, se
asume que la figura 1.4 representa el suelo debajo de la cimentacion.

Su ecuacion de equilibrio seré:
p(t) =ms@ +cs@+ ks (1.6)

sometido a cargas armoénicas tal que:

pt) k

s — Msw?) +iwc, (1.7)

x(t)
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Figura 1.4: Modelo para la respuesta dinamica del suelo
por comparacion de las ecuaciones (1.5) y (1.7) se puede obtener que:
K(w) = (ks —msw?) +iwes = ki +iky (1.8)

K(w) = ks (1 - Z—z) + zmwi (1.9)

n n

donde w,, = \/ks/msy = == zﬁ Esta ecuacidon puede ser escrita como:
Kw)=ksk+iwc") (1.10)

La constante del resorte del modelo simple representa la rigidez estéatica de la
cimentacion mientras que los coeficientes dependientes de la frecuencia k y ¢* repre-
sentan las parte real e imaginaria de la rigidez dindmica de la cimentacion. Estos
coeficientes pueden ser representados en funcién de la frecuencia angular w tal y

como se muestra en la figura 1.5.

\J

0.5 1 L5 w
w,

Figura 1.5: Coeficientes de rigidez para el modelo de la figura 1.4

De forma general se puede decir que la influencia de la interaccion dinamica

suelo-estructura en las respuestas de construcciones frente a solicitaciones sismicas
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es importante para construcciones grandes y masivas. Cuando una estructura grande
es excitada por ondas viajando a través del terreno, como ocurre durante un terre-
moto, se presentan dos efectos importantes asociados al tamano de la cimentacion
y la estructura. El primero se denomina interaccion cinemaética y estd asociado al
tamano y la geometria de la cimentaciéon. La existencia de cimentaciones de gran
tamano exentas de masa, producirian por si mismas una interferencia en las ondas
incidentes de tal manera que la respuesta de la cimentacion es funcion de su geome-
tria. El fen6meno puede ser ilustrado por la imagen de dos barcos muy ligeros en la
superficie del mar (figura 1.6); uno muy pequefio y otro igualmente ligero pero de
mayor tamano. El primero seguira el movimiento de la superficie libre sin producir
ningin cambio en él; el segundo tendra su propio movimiento y cambiara el despla-

zamiento del mar en su cercania.

M

Figura 1.6: Interaccion cinemédtica

El segundo efecto es conocido como el efecto de tren de ondas (figura 1.7). Tiene
lugar cuando la longitud caracteristica de la estructura es del mismo orden que la
longitud de onda de las ondas sismicas. La importancia de esta caracteristica de-

pende del tamano de la estructura y el tipo, frecuencia y direcciéon de las ondas.

Figura 1.7: Efecto de Tren de Ondas
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1.5. METODOLOGIA UTILIZADA

Existe una amplia bibliografia en relaciéon con la diversa metodologia para en-
frentarse a la resolucion del problema de la interaccion suelo-estructura: Chopra et
al.(1981), Alarcon et al.(1979), Brevia et al. (1992). En Emperador (1988) se hace
una vision muy acertada e interesante acerca de los diferentes procedimientos con
los que obtener la solucion de dicho problema. El punto de vista de este autor ha

sido el adoptado para la redaccion de este apartado.

Desde una optica muy general, puede decirse que la ingenieria tiene planteados
un nimero de problemas muy diversos para los que no se conoce una soluciéon exacta
de forma explicita. Con la aparicion y generalizacion del uso de los computadores
digitales, surgen una serie de técnicas numéricas que proporcionan soluciones aproxi-

madas, con precision y costo razonables.

En este estudio, el problema afrontado pertenece al grupo de los que no poseen
solucion explicita por lo tanto se aborda de forma numérica. El problema, en gene-
ral, se refiere a obtener la solucion en tensiones y desplazamientos de una estructura
sometida a solicitaciones dinamicas y en particular a los efectos que la interaccion

entre el suelo y estructura tienen sobre la respuesta de esta ultima.

Es claro que un gran nimero de las estructuras que se disenan tienen una clara
vinculacion con el terreno sobre el que se mueven, o asientan; como ejemplo se

pueden citar: maquinarias, vehiculos, edificaciones, obras civiles etc...

Antes de la aparicion de métodos de resolucion adecuados, a pesar de que era
bien conocida la interdependencia entre suelo y estructura, solia realizarse el analisis
dindamico de la estructura desvinculada del mismo; esta hipotesis, aunque inexacta,
suele ser suficiente para aquellas estructuras de no elevada importancia o responsa-
bilidad.

En ciertas estructuras, bien por su importancia en si mismas, p. e. puentes de
grandes luces o edificios en altura; bien por sus repercusiones tanto ecolégicas como
de indole de seguridad, caso de centrales nucleares, resulta evidente que se debe

realizar el estudio conjunto de ambas partes: estructura y terreno.
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La realidad actual es que el nimero de estructuras a las que hay que aplicar un
analisis dinAmico conjunto crece constantemente y esta necesidad ha inducido nu-
merosas investigaciones en este sentido. Los métodos desarrollados son fundamental-

mente dos: el Método Directo y el Método de los Tres Pasos o de Subestructuracion.

En el Método Directo el analisis se realiza conjuntamente entre ambos elementos
estructurales, el terreno y la superestructura, aplicindoles alguno de los métodos
numéricos de resolucién ya mencionados, usualmente el método de los elementos
finitos o como en este caso el método de los elementos de contorno. La estructura
y el suelo se discretizan, empleando para ello los tipos de elementos adecuados, en
especial aquellos elementos utilizados para modelizar el terreno, ya que éstos han de

tener en cuenta la parte del mismo que no ha sido discretizada.

La solucion al problema puede ser hallada en dos dominios diferentes. En el do-
minio del tiempo, aquel en el que todas las variables dependen de la variable tiempo,
mediante una técnica de resolucion de Integracion Paso a Paso. En el dominio de la
frecuencia (aquel en el que todas las variables son del tipo armonico o bien pueden
ser decompuestas en la suma de ellos), la respuesta se consigue a través de la ob-
tencion de la funcion de transferencia del sistema para cada frecuencia, obtenida al
resolver el sistema de ecuaciones resultante de aplicar la transformada de Fourier o
de Laplace a las ecuaciones de campo en el dominio del tiempo. Se puede obtener
la solucion en este dltimo dominio al realizar el producto de la funciéon de transfe-
rencia del sistema y la funcion transformada de la excitacion, y aplicarle a éste la

antitransformada correspondiente.

El método de integracion paso a paso permite tener en cuenta las posibles no
linealidades del conjunto analizado, teniendo como principal inconveniente su fuerte
dependencia del intervalo de tiempo escogido para cada uno de los pasos, debido
a que este debe ser pequeno para obtener una solucioén correcta, penalizandose el

tiempo de ejecucion y por tanto su costo final.

El analisis en el dominio de la frecuencia, pese a su mayor sencillez, tiene dos
inconvenientes fundamentales: el primero es que no permite tener en cuenta las no

linealidades existentes, y el segundo es que para obtener una respuesta temporal
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equivalente a la del andlisis en el tiempo, es necesario obtener una gama muy am-

plia de frecuencias.

En el Método de los tres Pasos o de la Subestructuracion, se consideran sepa-
radamente la super estructura y el terreno, su denominacion proviene de que han

de resolverse en tres pasos sucesivos.

1. Determinaciéon de los desplazamientos de la cimentacion, rigida y sin masa,
debidos a los movimientos producidos por un tren de ondas elasticas, incidentes

a través del suelo

2. Célculo de las impedancias dindmicas de la cimentacion mediante la aplicacion
de los movimientos de solido rigido adecuados y de la evaluacion de los esfuer-

zos producidos.

3. Determinacion de la respuesta de la superestructura, suponiéndola soportada
no ya por el terreno sino sobre los resortes y amortiguadores equivalentes,
obtenidos en el segundo paso, y sometiendo la base rigida a los movimientos

determinados en el primero.

Los inconvenientes de este método se centran en la dificultad de modelizar el
comportamiento no lineal del terreno, asi como no tener en cuenta la influencia de
las propiedades de la estructura sustentada, al no estar ésta incluida en los modelos

utilizados en los pasos primero y segundo.

Algunas de las ventajas que presenta este método son:
a) Los modelos utilizados son muy simples.

b) Permite efectuar analisis de sensibilidad a los diferentes parametros, basados
en diferentes hipotesis a lo largo de los tres pasos, lo que nos da, una mayor
y mejor informacion, acerca de los distintos factores que intervienen en el

problema global.

Hasta hace relativamente pocos anos, el método numérico mas utilizado con
ambos enfoques de resolucion del problema era el de los Elementos Finitos, que

suponen un semiespacio elastico, o un medio estratificado horizontalmente, yaciendo
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sobre una base infinitamente rigida. En cualquiera de ellos, habra de obtenerse el
movimiento de la base rigida compatible con el movimiento conocido en la superficie;
utilizando para ello varios procedimientos.

Los principales inconvenientes de los modelos desarrollados basdndose en los

elementos finitos son dos:

1. La estratigrafia real del suelo puede no ser rectos ni paralelos, entre si y la

base, como por ejemplo, valles de aluvion etc...

2. La base sobre la que se asienta la estratigrafia del terreno considerado no ha

de ser siempre rigida

Ambas limitaciones vienen impuestas, la primera por la matriz consistente de
contorno, elemento especialmente desarrollado para este tipo de problemas, que
cierra la zona de terreno discretizada. La segunda por la imposibilidad inherente al

método de modelar medios seminfinitos o infinitos.

Por estas razones se han desarrollado otras técnicas numeéricas tales como el
Método de los Elementos de Contorno, el cuél serd utilizado tanto como método
directo, como herramienta para calcular los pasos sucesivos del método de los tres

pasos.

El Método de los elementos de contorno (MEC) es una técnica numérica basada
en la formulacion de ecuaciones integrales de problemas de mecanica de los medios
continuos. Hay dos tipos de formulacion de ecuaciones integrales. Una posee como
incognitas principales, variables con un claro sentido fisico y en términos de las cuales
se dan las condiciones de contorno. Esto es la formulacion directa. En el segundo
tipo, conocido como formulacion indirecta, las incognitas fundamentales carecen de
todo sentido fisico. EL MEC, se basa casi exclusivamente en la formulacion direc-
ta, en él las incognitas de las ecuaciones integrales son valores en el contorno de
las principales variables de campo (por ejemplo, desplazamientos en elasticidad) y
sus derivadas, que también poseen sentido fisico (tracciones en elasticidad). Estas
funciones son aproximadas en el contorno a través de los valores en un determinado
namero de puntos (nodos) y un conjunto de ecuaciones de interpolacion previamente
seleccionadas. Para hacer la interpolacion y el subsecuente proceso de integracion

maés llevadero, el contorno se divide en partes (elementos)
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Este método, posee unas caracteristicas generales que vienen a solventar los prin-
cipales inconvenientes del método de los elementos finitos (MEF). Ya que en el MEC
solo se discretiza el contorno, el sistema de ecuaciones resultantes es mucha menor
que en métodos que requieren la discretizacion del dominio completo como lo es el
de elementos finitos y el de diferencias finitas. Otra consecuencia de trabajar solo el
dominio es que el proceso de generacion de mallas al involucrar solo la superficie es
mas sencillo que el utilizado por los métodos que involucran al dominio completo.
El precio a pagar por esta ventaja es que los sistemas de ecuaciones asi obtenidos,
no son simétricos y la matriz suele carecer de excesivos ceros que alivian el tiempo
de computacion, lo que en ocasiones puede resultar en mayores tiempos de calculo a
pesar de que el numero de grados de libertad sea menor. Una segunda caracteristica
del MEC es que de el se obtienen resultados de alta precision tanto en el contorno
como en cualquier punto interno, esta cualidad lo hacen un candidato perfecto en

problemas donde se requiera gran exactitud en la respuesta.

Entre las desventajas del método, también se puede recalcar el hecho de que
para tratar con propiedades no lineales de los materiales existe una dificultad ana-
dida, consistente en tener que incluir en las ecuaciones integrales de dominio. Lo
cual puede acabar con las ventajas de un método basado en las condiciones en los

contornos si existen zonas demasiado extensas de material no lineal.

Todo esto forma parte de la naturaleza general del método y puede ser aplicado a
problemas del medio continuo en estatica y en dindmica. Hay sin embargo una dife-
rencia adicional entre el MEC y los métodos numéricos basados en el dominio que se
debe resaltar debido a su relevancia en la solucién de ciertos problemas dinamicos.
Esto es al tratar con espacios semi-infinitos o infinitos, en los métodos que discretizan
el dominio, deberian hacerlo hasta el infinito, lo que en realidad sucede es que se
malla el dominio hasta cierto punto en el que se coloca un contorno artificial de
algin tipo. Estos contornos pueden ser utilizados sin problemas en estatica, pero en
dindmica, pueden aparecer falsas reflexiones de ondas en esa superficie que distor-
sionen los resultados. Por el contrario el MEC esta basado en una formulacion de
ecuaciones integrales, las cuales en caso de regiones externas, consiste en integrales
extendiéndose s6lo sobre los contornos internos, y ademéas so6lo se discretizan estos
ultimos. El comportamiento de los dominios sin contorno esta representado por estas

integrales definidas en los contornos internos. Esta importante caracteristica, unido
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al hecho de que la mayoria de los analisis dindmicos se limitan al comportamiento
lineal, ha convertido al MEC en la alternativa mas adecuada para resolver proble-
mas en importantes campos de la ingenieria como son la interaccion dinamica suelo

estructura o acustica en espacios abiertos.






Capitulo 2

El Método de los Elementos de

Contorno




INTRODUCCION

En este capitulo se presenta de manera general el método de los elementos de
contorno, se intenta que muestre un proceso de evoluciéon natural partiendo de las
ecuaciones que gobiernan los diferentes medios que formaran el sistema [2.1], una
vez descritos, se explica su respuesta frente a excitaciones armonicas [2.2] y [2.3]
y como integrar en esas ecuaciones las condiciones exteriores o interacciones entre
los diferentes medios|2.5]. Terminado de definir las bases del MEC, se describe la
formulacion propia del método para ambos medios (viscoeléastico y potencial) que
seran objeto de estudio [2.6] y [2.7] ademas del proceso necesario para implemetar
varios medios de diferentes naturalezas en un mismo sistema [2.8|. Con lo cual queda
completamente definido el método. La ultima seccion [2.9] sirve como parte explica-
tiva de la matematica necesaria en ciertos pasos del método. Para un estudio en
mayor profundidad, se puede recurrir a la bibliografia consultada en la redaccion de

este capitulo. Aznarez (2002), Dominguez (1993) y Maeso (1992).
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2.1. ECUACIONES BASICAS DE LA ELASTODINAMICA

LINEAL

Al igual que en problemas estaticos, las ecuaciones de equilibrio en las tres di-
recciones y la ley de comportamiento del material constituyen las relaciones bésicas
que gobiernan el comportamiento de solidos elésticos en régimen dinamico. En este
problema, sin embargo, las variables del problema seran funciones con dependencia
temporal ademés de espacial, y serd necesario incluir las fuerzas de inercia y disi-

pacion en las ecuaciones de equilibrio del mismo.

Con todo ello, las relaciones cineméticas basicas se establecen de igual forma que
en elastostatica. Asi, si x representa el vector posicion de cualquier punto del sélido
Q2 en relacion al sistema de referencia cartesiano fijo y ¢ la variable tiempo, a partir
de las componentes del vector desplazamiento u;(x, t) en cada punto del solido €,

se define el tensor de pequenas deformaciones ¢;; como:

1
g = 5 (U@j + Uj,i) (21)

obviamente simétrico (g;j—¢;; ). Por otro lado, las ecuaciones de equilibrio a nivel

diferencial responden a la ecuacion:
Oij,j + pf = pﬂi (2.2)

donde o;; representa el tensor de tensiones (simétrico, si se establece el equilibrio de
momentos 0;;—0;;), f(x,t) las componentes de las fuerzas de volumen por unidad de

masa y p la densidad del material.

Por ltimo, la relacion entre el tensor de tensiones y el de deformaciones se
establece a través de la ley de comportamiento. Esta relacion, también llamada
ecuacion constitutiva, viene dada por la ley de Hooke, que para materiales homogé-

neos e isdétropos con comportamiento elastico y lineal tiene la siguiente expresion:

1—v v
T 045 — E Okl 5,']‘ (23)

82']‘ =
o bien, en forma inversa:

Oij = )\52] €k + 2 HEij (24)



22 Capitulo 2

siendo ¢;; la delta de Kronecker. Asi, para la hipotesis de partida, la relacion
tension-deformacion puede expresarse en funcion de sélo dos constantes (ver p.e.
Paris, 1998). En (2.3) el modulo de elasticidad (E) y el coeficiente de Poisson (v),

mientras en (2.4) el modulo de elasticidad transversal (u = %) y la constante

de Lamé (A = f_“;y). En esta ultima, €55, representa la dilatacion volumétrica del
medio. En algunos casos puede resultar interesante la utilizacion del moédulo de
rigidez volumétrica o modulo de compresibilidad (K) como una de las constantes
caracteristicas del medio. Esta constante representa la rigidez de un so6lido al cambio
de volumen de la misma forma que p representa la rigidez al cambio de forma.
Ambas pueden adoptarse como constantes del medio, la primera relacionada con la
componente esférica y la segunda con la desviadora de la ley de comportamiento.
Haciendo uso de (2.4) en un problema hidrostatico, K sera la relacion entre la presion
y el cambio unitario de volumen provocado por ésta:

2 E
K=A+-p=-t
3T 3a 2

(2.5)

Las relaciones cinematicas (3.34), las ecuaciones de equilibrio en tensiones (3.35)
y la ley de Hooke (2.4) constituyen un sistema de ecuaciones completo que gobierna
el campo de desplazamientos de un dominio lineal, homogéneo e isotropico. Todas
estas ecuaciones presentan una dependencia espacio-temporal que representa fisica-
mente el caracter ondulatorio de la solucion del problema. Asi, ante una solicitacion

genérica variable en el tiempo, la respuesta del sistema en desplazamientos, tension

o deformacion seran ondas que se propagan en el interior del dominio en estudio.

Con todo, este sistema de ecuaciones planteado puede ser condensado y formular
el comportamiento del medio en término de las tres componentes del vector despla-
zamiento. Asi, sustituyendo (3.34) y (2.4) en (3.35) podemos expresar las ecuaciones

de equilibrio como sigue (ecuacion de Navier):
i+ (N p)uj i+ p fi = pi (2.6)
de forma vectorial:
A+2p)V(V-u) —puV xVxu+pf=pi (2.7)

expresion que ha de satisfacerse en todos los puntos del dominio en estudio
para cada instante de tiempo. La integracion de (2.7) y la obtencion del campo

de desplazamientos en el dominio €2, requiere la imposicion de las restricciones en
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el contorno I' de  en forma de tensiones y desplazamientos conocidos ademas de
establecer condiciones iniciales en t = 0 para las tres componentes del desplazamiento
y la velocidad en cada punto del medio. Conocido ya el campo de desplazamientos,
el tensor de deformaciones ¢;;(x, t) puede obtenerse de (3.34) de forma sencilla, y

con él el tensor de tensiones 0;;(x, t) a partir de la ley de comportamiento (2.4).

2.2. PROPAGACION DE ONDAS EN MEDIOS ELASTICOS

En esta secciéon se estudian que caracteristicas tienen los fenémenos de propa-
gacion de ondas en un medio elastico, homogéneo e isotropo. Se parte, para ello, de
las ecuaciones de equilibrio dinamico en desplazamientos (2.7) y del problema que
representa su integracion teniendo en cuenta que las variables fundamentales (las
tres componentes del desplazamiento) se presentan acopladas. En este sentido, los
procedimientos que permiten desacoplar este sistema de ecuaciones arrancan de los
trabajos de Poisson, si bien es Stockes (Stokes, 1849) el primero que presenta una
formulacion en términos de la dilatacion volumétrica 6 y el vector de rotacion w que
permiten desacoplar estas ecuaciones de un modo simple.

0=cp.=V-u
(2.8)
w=Vxu

En término de estas variables, la laplaciana del campo de desplazamientos puede
ser expresada como sigue:

Viu=Vl-Vxw (2.9)

que introducida en el sistema de ecuaciones (2.7), permite escribirlo en los si-
guientes términos:

—uV Xw+ (A+2u)Vl = pi (2.10)

Aplicando ahora los operadores divergencia y rotacional sobre esta ecuacion, en
la que para mayor simplicidad se han eliminado las cargas de volumen, y teniendo
en cuenta que V- (V xw) =0y V x (V) = 0 ademés de ser nula la divergencia

del vector rotacion, se puede escribir respectivamente:

V20 — (2.11)
02
P
, 1.
Vw=—<w (2.12)
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donde:

A+2

e, gk (2.13)
p p

Las ecuaciones (2.11) y (2.12) representan una version desacoplada de las ecua-

2
Cp =

ciones de Navier (2.7) en términos de la dilatacion y las tres componentes del vector
de rotacion. Se trata de ecuaciones de onda, la primera escalar y la segunda vectorial
(cp y cg tienen dimensiones de velocidad). Asi, la componente dilatacional o irrota-
cional de la perturbacion (asociada a cambios de volumen) se propaga con velocidad
cp mientras que la componente rotacional o equivolumial (asociada a distorsiones en
la forma) viaja con velocidad c¢g. En un medio homogéneo e isoétropo infinito ambas
componentes coexisten y se propagan independientemente siendo cp > cg, razén
por la cual en sismologia se denomina a las ondas irrotacionales ondas primarias
(ondas P) y a las equivoluminales ondas secundarias (ondas S), ya que las primeras
alcanzan la estacion en menor tiempo desde el epicentro del seismo. Esto ultimo

justifica la notacion utilizada desde el comienzo para ambas.

Utilizando cp y ¢g como constantes caracteristicas del medio, podemos escribir

la ecuacion de gobierno del problema (2.10) como sigue:
—tV xw+ 3Vl =1 (2.14)

Expresion algo més conveniente para estudiar las caracteristicas del movimiento
de los puntos del solido bajo el efecto de estas ondas. Para ello, se supone un proble-
ma de propagacion plana armoénica de caracter genérico con velocidad ¢ y direcciéon
determinada por el vector unitario s(ver p.e. Dominguez, 1993). El campo de des-
plazamientos en notacion compleja y con amplitud unitaria, puede expresarse como
sigue:

u = ¢'Wthsxq (2.15)
donde £ es el nimero de onda (%), w es la frecuencia angular, x el vector posicion
de cualquier punto del medio, ¢ la unidad imaginaria y d un vector unitario en la

direccion del movimiento. Asi, sustituyendo (2.15), cada uno de los términos de

(2.14) seran:

Vxw = —k% x(sxd)e@F (2.16)
VO = —k*(s-d)se@iksx (2.17)
i = —w?ellwt-hsxg (2.18)
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Onda P Onda S

Figura 2.1: Desplazamientos y direcciéon de propagacion. Ondas planas P y S

Por tanto, y teniendo en cuenta que s X (s x d) = (s -d)s — d, laecuacion (2.14),

en este caso, puede expresarse como sigue:
(& —c)d+(ch—c2)(s-d)s=0 (2.19)

Con ello, si (2.15) es una onda S(c = cg), esta relacion solo se verifica sis-d =0
y, por tanto, si las direcciones de propagaciéon y desplazamiento son perpendicu-
lares. Se trata de una onda transversal y el vector desplazamiento esta contenido
en el plano de propagacion. Por otra parte, si (2.15) es una onda P (¢ = c¢p), el
cumplimiento de (2.19) requiere que s = £d y la direccion de propagacion y despla-
zamiento coinciden. Asi la onda P es una perturbacion de caracter longitudinal y el
desplazamiento de los puntos del solido se produce en la direccion de propagacion
(figura 2.1). Este planteamiento realizado para ondas armoénicas puede generalizarse

sin excesiva dificultad a cualquier tipo de perturbacion plana.

En este apartado solo se han tratado los aspectos basicos necesarios para entender
lo que sigue en los proximos capitulos. Un tratamiento en profundidad de la teoria de

la elastodindmica puede estudiarse en Achenbach (1973) o Eringen y Suhubi (1975)

2.3. ONDAS DE PRESION EN FLUIDOS

En este punto se introducen las ecuaciones que rigen el comportamiento dindmico
del agua. Asi sera tratada como un fluido incompresible y de viscosidad despreciable
(fluido perfecto) con comportamiento elastico y lineal que trabaja en un rango de

pequenas perturbaciones.
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Todos los fluidos reales tienen viscosidad distinta de cero y los tensores de tension
presentan componentes de cortante no nulas. No obstante, la viscosidad varia entre
amplios margenes para diferentes fluidos de forma tal que, en algunos casos, puede
ser despreciada sin que se produzca pérdida de exactitud en los resultados. Asi, en
las regiones liquidas del modelo que se presenta (agua), los efectos inerciales seran
predominantes sobre los viscosos y el fluido podra considerarse no viscoso. No se
tienen en cuenta los efectos provocados por turbulencias. Un fluido perfecto (no
viscoso) no soporta tensiones tangenciales y el tensor de tensiones se reduce a su

componente esférica.

05 = —P (Sij (220)

siendo p la presion. El signo negativo indica una tension de compresion para un
valor positivo de la presion. En un rango de pequenas perturbaciones y teniendo
en cuenta el caracter elastico y lineal del modelo, la ley de comportamiento puede
plantearse desde la ley de Hooke descrita para solidos elasticos (2.4):
O11 =092 = 033 = —p = Kye

(2.21)
O12 = 013 = 093 = 0

donde, si U(x,t) son las componentes del campo de desplazamientos en el fluido,
e = ep, = U, ; representa la dilatacion volumétrica del mismo. K¢ es el modulo de
compresibilidad del fluido. También a partir de las ecuaciones de equilibrio para soli-
dos elasticos (3.35), puede expresarse el equilibrio en un fluido perfecto de densidad

p como sigue:

~Vp=pU (2.22)

o haciendo uso de (2.21)
K;Ve=pU (2.23)

La ecuacion (2.22) que representa la relacion entre la presion y la derivada segun-
da del desplazamiento, sera tutil, como se verd, a la hora de establecer las condiciones
de contorno en las interfases del modelo. En ambas expresiones del equilibrio no se

han tenido en cuenta las cargas de volumen sobre el domino liquido.
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La aplicacion de los operadores de divergencia y rotacional sobre (2.22) permiten
escribir:

V= _¢ (2.24)

VxU= (2.25)

Asi con las hipotesis realizadas, el movimiento del liquido estéd gobernado por la
ecuacion de onda que rige la dilatacion volumétrica en los solidos elasticos (2.11)
(2= %) es la velocidad de propagacion de las ondas longitudinales). Asimismo, el
campo de desplazamientos es irrotacional (ecuacion (2.25)), como es de sobra cono-

cido. No existe onda S en un fluido perfecto.

En términos de la presion, a partir de (2.21), podemos escribir (2.24) como sigue:

Vi = =P (2.26)

Ecuacion que gobierna la propagacion de ondas de presion y que serd utilizada en
adelante para caracterizar el comportamiento dinamico de un fluido perfecto, lineal

y elastico sometido a pequenas perturbaciones.

2.4. ECUACIONES DE GOBIERNO EN EL DOMINIO DE

LA FRECUENCIA

Ya en apartados anteriores se han introducido algunos problemas con depen-
dencia temporal de tipo armoénico. Recuérdese la expresion de las ondas planas que
permitieron el estudio de las caracteristicas de las ondas en solidos elasticos. En
este apartado, se obtienen las ecuaciones que rigen el comportamiento en régimen
armonico (dominio de la frecuencia) de los dos tipos de regiones que forman parte

del modelo acoplado que se presenta.

Como se verd, este planteamiento en el dominio de la frecuencia conduce a una
importante simplificacion matematica de las ecuaciones de gobierno. En estas ecua-

ciones reducidas desaparece la dependencia temporal de las variables fundamentales.
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Este planteamiento reducido también simplifica los procedimientos para la ob-
tencion de soluciones al problema. Soluciones armoénicas claro estd. De cualquier
forma, y teniendo en cuenta que las funciones de tipo armonico constituyen un con-
junto completo de funciones independientes, puede plantearse cualquier dependencia
temporal de la variable como superposicion de armoénicos de diferente frecuencia de
acuerdo a los planteamientos de Fourier. Este ultimo aspecto, si bien so6lo aplicable
a problemas elésticos y lineales para la obtencion de la respuesta temporal, permite
comprender el interés que ha tenido el estudio de la formulacion reducida de las

ecuaciones de gobierno para muchos autores.

Se comienza con el problema elastodinamico armonico. Asi para frecuencia w, el
vector desplazamiento en un punto x del medio puede ser expresado, en notacion
compleja, como sigue:

u(x,t) = u(x,t) e (2.27)

siendo u(x,t) un vector de componentes complejas en general. El modulo de las
variables complejas en el dominio de la frecuencia representa el valor maximo que
adopta esa variable en el dominio del tiempo, mientras que la relacion entre las partes
imaginaria y real, determina el desfase. Suponiendo también fuerzas de volumen con

dependencia armonica, la expresion reducida de las ecuaciones de Navier (2.7) seréa:
pV2u+ (A + )V + X = —pw’u (2.28)

A pesar de la coincidencia en la notacion con (2.7), se entiende que las variables
de (2.28) dependen de la posicion y de la frecuencia. En este punto, puede tenerse
en cuenta el caracter viscoelastico del medio (disipativo) mediante la consideracion

de un valor complejo para p(\) de la forma:
= Re[u|(1 + 2if) (2.29)

donde ¢ puede entenderse de la misma forma que el factor de amortiguamiento

para sistemas de un grado de libertad (ver p.e. Dominguez, 1993).

Para la ecuacion de ondas en fluidos perfectos (2.26), el caracter armoénico de la
presion (p):
p(%, ) = plx, w)e™ (2.30)

permite escribir la ecuacion reducida o ecuacion de Helmholtz:

Vi +k*p=0 (2.31)
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donde k = % es el nimero de onda. Utilizando como variable primaria la presion,
la variable derivada estd relacionada con el desplazamiento de las particulas de
fluido(U;) a través de la ecuacion de equilibrio (2.23). Asi en puntos del contorno y
en la direccion marcada por la normal al mismo, podemos escribir para problemas
armonicos:
dp

S = pw?U, (2.32)

donde U, es el desplazamiento normal al contorno de las particulas de fluido.

2.5. CONDICIONES DE CONTORNO

La completa definicion del problema dindmico en el dominio de la frecuencia
requiere la imposicion de las condiciones de contorno en términos de las variables

primarias o sus derivadas.

En el caso de solidos viscoelasticos, se define el vector tension (¢;) en un punto

x del contorno I' con normal exterior n segin el lema de Cauchy.
ti = 0 I en I’ (233)

donde n; son las componentes del vector unitario normal al contorno en ese punto.

En general, y estudiando el comportamiento dinamico de cualquiera de los medios
tratados, existird una zona de contorno (I';) donde seran conocidas las variables
fundamentales (condiciones de contorno naturales) y una zona complementaria (I's)
en la que son dato las variables derivadas (condiciones de contorno esenciales). Para

solidos viscoelasticos:

U; = Uy en Fl
ti = %2 en Fg

siendo 'y Uy = 'y I' N’y = @. Para medios fluidos (p®) es la variable
fundamental. La variable derivada sera el flujo de presion en el contorno (¢* = p,,)

equivalente al desplazamiento normal de las particulas de fluido (U?) a través de

(2.32). Ast:

[}

iS)
I
=

s}

en Iy

5

s}

en Fg

S5
=
I
3
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En analisis dindmico de modelos donde coexisten los dos tipos de medios (vis-
coelasticos y escalares) debe tener en cuenta el efecto de interaccion entre ellos a
través de las interfases o contornos comunes a dos regiones. Esta interaccion se es-
tablece matemaéaticamente a través del cumplimiento de las ecuaciones de equilibrio
de tensiones y compatibilidad de desplazamientos de ambos medios en todos los pun-
tos de estos contornos. Existen tres tipos de interfases en el modelo implementado
dependiendo de la naturaleza de los medios que interactiian, a saber: viscoeléastico-

viscoelastico, fluido-fluido y viscoeléastico-fluido.

Interfase viscoeldstico-viscoeldstico: La ecuacion de equilibrio en este

caso son inmediatas. Sean s; y so las regiones viscoelasticas que deter-

minan el contorno interfase. Asi:

1. Equilibrio entre los vectores tension de ambos medios
th +t2 =0 (2.34)
2. Compatibilidad de los vectores desplazamiento
u®l = u® (2.35)

Interfase fluido-fluido: Sean como antes, a; y as las regiones fluidas

en contacto. Asi:

1. Equilibrio. Igualdad de presion hidrodindmica en ambas regiones a
lo largo de la interfase
a1

P =p™ (2.36)

2. Compatibilidad. Los desplazamientos normales a cada medio son
iguales en calor absoluto y signo contrario. Esta condicion se expresa

en idénticos términos si la variable elegida es el flujo de presion.
Uust = -U;? (2.37)

Interfase viscoeldstico-fluido: Las ecuaciones de equilibrio y compati-

bilidad en este tipo de interfases son como sigue:
1. Equilibrio entre el vector tension en el solido(t®) y la presion hidro-
dindmica (p%):

t°—p'n® =0 (2.38)
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Siendo n® la normal exterior a la region fluida. De nuevo es obli-
gatorio recordar que una presion positiva representa compresion lo

que explica el cambio de signo en relacion a (2.34)

2. Compatibilidad entre los desplazamientos normales de solido (u?)
y fluido (U?)
u, =u;n; = —Uy (2.39)

n

siendo n® la normal exterior a la regiéon viscoelastica

2.6. FORMULACION INTEGRAL DEL PROBLEMA ELAS-

TODINAMICO

El punto de partida es el teorema de reciprocidad (Wheeler y Sternberg, 1968)
que constituye una extension de la ley de Betty de la elastoestatica. Para ello se
toma en consideracion una region regular €2 de contorno I', caracterizada por una
densidad p, y unas velocidades de propagacion cp y cg, de las ondas longitudinales
y transversales, respectivamente. Sobre dicha region se definen dos estados elastodi-

namicos.
S(f7 Ps CP7CS;Q> = [uv U]
(2.40)
S*(f*v P, Cp, Cs; Q) = [U*7 O'*]
donde u es el campo de movimientos y o es el tensor de tensiones, definidos en

Q2 correspondientes a unas fuerzas de volumen f, y u*, o* los correspondientes a las

fuerzas de volumen f*.

En el caso de condiciones iniciales nulas, el teorema se plantea como:

/F(t*u*)dr+p/9(f*u*)d9:/F(t**u)dup/(f**u)d@ (2.41)

Q
donde t y t* son los vectores tracciones en I' de los estados S y S* respectiva-

mente, que han de satisfacer la condicion de equilibrio en el contorno de los tensores
de tensiones correspondientes. El operador * entre vectores representa la suma del

producto de convolucion de sus componentes.

En este particular consideraremos que las fuerzas mésicas u las condiciones de

contornos son armonicas en el tiempo, con frecuencia angular w, es decir:

f(x,t) = f(x;w)e™! (2.42)
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En este caso el campo de movimientos puede representarse como:
u(x,t) = ut(x,t) + u(x;w)e™! (2.43)

donde uT(x, t) se conoce como ‘parte transitoria’ de la solucion y se obtiene de la
solucion homogénea de las ecuaciones que rigen el estado elastodindmico bajo unas
determinadas condiciones iniciales. Es usual suponer que desaparece transcurrido
un cierto intervalo de tiempo debido a los mecanismos internos de disipacion de
energia que presentan todos los sistemas fisicos. En estas condiciones siempre seré
posible formular el problema en un instante de tiempo donde tan so6lo exista la ‘parte
permanente’ de la solucion u(x;w), que en general serd una funcion compleja con
un posible desfase respecto a la funcion excitadora, y que se calcula de forma que
satisfaga las condiciones de contorno bajo unas determinadas fuerzas masicas. Bajo
esta hipotesis los campos de movimientos y tensiones, supuestas las propiedades del

medio independientes del tiempo, pueden expresarse como:

u(x,t) = u(x;w)e™!

. (2.44)
o(x,t) = o(x;w)e™*
que sustituidas en la ecuacion de Navier proporcionan
(¢ — o) up (% w) + coup(x;w) + wu(x;w) + fi(x;w) =0 (2.45)
y en la ecuacion de comportamiento-compatibilidad
o (x;0) = p(cp — 2C8) 0kt Um.m (35 W) + p ca(up (x5 w) + up(x;w)) (2.46)

Asi pues es posible definir un nuevo estado elastodinamico, denominando re-
ducido S, = [u, 0], con un campo de desplazamientos u(x;w) y tensiones o(x;w)
correspondientes a unas fuerzas masicas f(x;w) definidas en una region regular 2

de densidad p y velocidades de ondas cp y cg.

Es posible encontrar significado matematico a la respuesta permanente u(x; w), si
se considera que una representacion del campo de movimientos dado por la integral
de todas las posibles frecuencias

u(x;t) = /_OO u(x;w)e™! dw (2.47)

(e o]
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es la solucion de las ecuaciones de campo para una funcion excitadora del tipo

f(x;t) = /_OO f(x;w)e™" dw (2.48)

[e.e]

para unas condiciones de contorno del mismo tipo, puesto que la ecuaciéon dife-
rencial (2.45) es lineal. Asi, 27f(x;w) es la transformada de Fourier de las fuerzas
maésicas f(x;t). Del mismo modo 2mu(x;w) es solucion de la transformada de Fourier
de las ecuaciones de campo elastodinamicas. Por tanto, dado un espectro de frecuen-
cias de la funcion excitadora, siempre serd posible construir una solucion general a

través de la integral (2.47).

Interesa a continuacion volver a plantear el teorema de reciprocidad para el caso

de dos estados elastodinamicos reducidos. Sean estos:

Su(f,p,cp, csiw, Q) = [u, 0]
S*

w

(2.49)

(f*> P, Cp,Cs; W, Q) = [u*’ U*]
y sean t y t* los vectores de traccion (complejos) en el contorno I'. En estas condi-
ciones la expresion (2.50) se simplifica, desapareciendo los productos de convolucion,

quedando el teorema como:

/tu* dF+p/fu* dQ:/t*udF+p/f*udQ (2.50)
r Q r Q

El teorema de reciprocidad, establecido entre el estado elastodindmico que se
pretende resolver y otro convenientemente escogido, seré el que proporcione la re-
presentacion integral en la que se basa el MEC. En efecto, va a considerarse un
estado reducido S = [u*, o*] particular, conocido como estado de Stokes, corres-
pondiente a una fuerza excitadora concentrada en un punto § en direccion e, esto
es pf* = §(&)e™te, donde §(&) es la funcion impulso o delta de Dirac. El teorema de

reciprocidad se convierte entonces en:

u(é) :/tu* dF—/ut* dF+p/fu* dQ (2.51)
- r r Q

que es la representacion integral del campo de desplazamientos del estado elastodi-

namico reducido S, = [u, g].
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En el caso de que el dominio sea no acotado, es natural considerar que todas las
fuentes de excitacion estan en el interior de € y que no hay propagacion de ondas
desde el infinito. Esto se traduce en decir que la contribucion de todas las fuentes
colocadas sobre I'y, debe ser nula, y la integral de contorno de la representacion

integral debe cumplir

lim r? tu* — ut*] dr =0 (2.52)

r—00 T
oo

donde T'w, es la superficie de una esfera centrada en § de radio r que tiende

a infinito, y 7 representa el angulo solido. Esta condicion conduce a las siguientes

(Eringen y Suhubi, 1975): descomponiendo u en sus componentes de Helmholtz

u = up + ug deben verificarse las llamadas condiciones de radiacion y de regularidad
0, 1w

lm r—+ —u, =0
rir?orar+ca“

(2.53)

lim u, =0 a=P,S

r—00

que pueden ser interpretadas como condiciones de que el flujo de energia a traveés

de I'y, hacia el exterior sea siempre positivo

La solucion fundamental, esto es, la solucion del campo de movimientos y ten-
siones correspondientes al estado de Stokes S = [u*, 0*] fue obtenida para el caso
elastodinamico general en el dominio del tiempo por dicho autor en 1849. Para el co-
rrespondiente estado reducido, Cruse y Rizzo lo hacen en 1968 a partir de la soluciéon
general que Doyle habia obtenido en 1966. Se omitirda aqui la obtencion detallada
de la solucion, limitandose a presentarla. Asi, el movimiento en direcciéon k cuando

la carga (§) tiene direccion [ viene dado por

1
ampck

5[ Ok — X7 k7] (2.54)

Ulk =

siendo r la distancia entre los puntos de aplicacion § y de estudio, y o — 4 en el

() G)T
) (1 i)e:’

caso tridimensional y donde

(2.55)

ww| w *uw| =
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siendo

Twr
Z2g = ——

Cs

(2.56)

Twr
Zp = ———

cp

La componente k del vector tension sobre una superficie cuya normal unitaria

exterior es 7 viene dada por

1 ov  x or
Ty, = P {(E - ;) <5k18_77 + r,km> -

2 or ox or
- -2 — | — 2= — 2.57
-X <?7k Te—2rgTy (9?7> o + (2.57)

L) (0¥ _Ox a)
c? or Or 2r A

Esta ecuacion se puede expresar de una forma més compacta quedando:

1 [or
T = E [a—n (A o + BT,lT,k) + (A TR+ Cr,mk)} (2'58)
siendo:
A=t -3
B=2(22 -3 (2:59)
d
C=3 (- -2%) - 23

Planteando de nuevo la representacion integral del campo de desplazamientos es

posible llegar a la expresion

cu(§)w (&) = /F(Ulktk — Tipuy) dF+P/kaUlk s (2.60)

donde cy(§) vale 6 si € € Qy esnulosi{ ¢ QUT. El caso en que £ € I requiere
atencion especial, puesto que ahora el punto de aplicacion de la carga se encuentra
dentro del contorno de I' de integraciéon, presentando entonces la primera integral

del segundo miembro un punto singular.

Es usual extraer esta singularidad mediante un proceso de paso al limite, susti-
tuyendo el contorno I' por otro aproximado que evita la singularidad, y que esta
compuesto por dos contornos, (I' —I'.) y I, siendo I'. una esfera de radio ¢ — 0

como se ve en la figura 2.2.
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o~

\

Figura 2.2: Singularidad en &

Tomando limites se tiene que:

lim Ulktk dFE =0
=0/,

(2.61)
lim [ Tyugdle = dig(§)ur(§)

e—0 Ir.

y es posible demostrar que las constantes dj, al igual que ocurre en el caso de
elasticidad estéatica (Dominguez, 1989) dependen exclusivamente de la geometria del
contorno en el punto de aplicacion §. Esta igualdad con el caso estético es debida
a que el tipo de singularidad de ambas soluciones fundamentales son exactamente

iguales.

Asi pues, la expresion (2.60) es valida para un punto £ € I, siendo en este caso
k(&) = 14 dy(€), teniendo en cuenta entonces que la primera integral del segundo

miembro hay que entenderla en el sentido del valor principal de Cauchy.

No supone restriccion significativa asumir que las fuerzas de dominio sean nulas,
pues en general los términos que contiene la integral de dominio de (2.60) son siem-

pre completamente conocidos.

Por tanto, la representacion del desplazamiento de un punto cualquiera § en fun-

cion de los movimientos u y tracciones t en puntos exclusivamente del contorno I es:

awl©u©) + [

r
Para puntos £ € I', la expresion anterior, junto a las condiciones de contorno

r

proporcionan una formulacion cerrada para calcular los campos u y t sobre dicho
contorno. Sin embargo, y salvo casos puntuales muy sencillos, no es posible la reso-

lucion analitica de (2.62), siendo necesaria su resolucién numeérica que es lo que da
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pie al Método de los Elementos de Contorno. Una exposiciéon detallada del mismo

puede encontrarse en Brebbia y Dominguez (1992).

Las integrales se realizan numéricamente discretizando, esto es, subdividiendo
el contorno en un numero discreto de elementos, y los movimientos y tracciones se
aproximan en funcion de sus valores en unos puntos determinados llamados nodos,

mediante funciones de interpolacion.

Adoptando una notaciéon matricial, mas compacta que la de indices empleada
hasta ahora, las tres componentes del movimiento y la traccion en cualquier punto
de un elemento genérico ‘j’ vienen dados por

u=>eu’

‘ (2.63)
t=Pt

donde w! y tJ son vectores de dimensiones 3xQ, siendo Q el nimero de nodos del
elemento ‘j’, y contienen todos los valores nodales de desplazamientos y tracciones,

respectivamente, en dicho elemento. La matriz de funciones de interpolacion ® tiene

dimensiones 3x3Q).

® 0 0 ® 0 0 ... D5 0 0
=] 0 & 0 0 ® 0 ... 0 dy 0 (2.64)
0 0 & 0 0 @ ... 0 0 &

y sus componentes son funciones de forma sobre las que se reparara mas adelante.

De este modo, y representando las tensiones de la solucién fundamental en forma

matricial, (t*,u*), la ecuacion (2.62) para cada nodo ‘i’ puede reescribirse como

ciui+/t*udF:/u*tdF (2.65)
r r

La discretizacion de esta ecuacion integral y la sustitucion de (2.63) conduce a

{/1ﬁmw}ﬂ (2.66)

la ecuacion discretizada

E
ew+§:{/ﬂ¢w}w:
j=1 T; j

E
Jj=1
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en la cual las integrales se han descompuesto en un sumatorio de integrales ex-
tendido al nimero total de elementos E. I'; representa la superficie de cada elemento

€37

J

Una vez integrada, puede ser escrita como:

N N
cu' +) H™u" =) G " (2.67)
n=1 n=1

donde el nuevo ‘i’; es el nodo de colocacion, habiendo extendido en este caso el
sumatorio al nimero total de nodos N. Ahora los vectores u™ y t*, (3x 1), representan
las 3 componentes de desplazamiento y traccion del nodo genérico ‘n’ debido a la
carga unidad en ‘i’, por lo que generalmente se las conoce como matrices de influencia

y son:
H" = Z/ t* ¢, dT
t /Tt
Gin = Z/ u* @, dl
t YT

donde el sumatorio se extiende a todos los elementos a los que el nodo ‘n’

(2.68)

pertenezca, y ‘q’ representa la numeracion local de ‘n’ dentro del elemento ‘t’

Llamando,
Hi» = Hin si l#n

o (2.69)
H*=H"+c s1 [l=n

y escribiendo (2.67) para todos los nodos de la discretizacion, se obtiene un

sistema de ecuaciones del tipo

Hu=G-t (2.70)

donde pueden imponerse directamente las condiciones de contorno, y en general
para un problema mixto es posible reordenar las columnas entre H y G para pasar

todas las incognitas a un soélo vector x, y escribir el sistema en la forma normal
A-x=F (2.71)

De este modo el problema se reduce al calculo de las matrices H y G, y a la

resolucion de un sistema lineal de ecuaciones algebraicas.
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2.7. FORMULACION DEL PROBLEMA ESCALAR

En la hipotesis de pequenas perturbaciones el comportamiento dinamico de un
fluido no viscoso en el que se admite que es despreciable el efecto de las ondas de

gravedad, viene gobernado por la ecuacion:

v2 ]_D(X t) — i 02]_)(X,t)

5 =5 (2.72)

donde P(x,t) representa la presion hidrodinamica, y ¢ la velocidad de propa-
gacion de las ondas de presion en el medio. Para el caso particular en el que la
excitacion sea armonica, con pulso w, es facil obtener una nueva ecuacion simplifi-

cada correspondiente al estado elastodinamico reducido. Asi:
p(x,t) = p(x,t) e (2.73)

transforma (2.72) en
2

w
V?p + - =0 (2.74)
La ecuacion de partida para la obtencidon de la identidad integral en la que se

basa el MEC es en este caso el segundo teorema de Green:

0 op*
/Q(Wp-p* —pV2p*)dQ = /F(p*a—z —p 8237 ) dl (2.75)

Donde las letras 2, I' y n tienen el mismo significado que un apartado anterior.
p seré la solucion buscada de la ecuacion (2.74) con condiciones de contorno en I',
y se escoge una funcion p* que sea solucion fundamental, esto es, que cumpla en 2
que

2 x w? i
Vi 8 =0 (2.76)

siendo 4’ la funcion delta de Dirac que representa un impulso concentrado en el
punto i del dominio. La soluciéon de esta ecuacion presenta simetria esférica, y es
dependiente de la frecuencia w y de la distancia r entre el punto de perturbacion i

y el de estudio: _
. 1 e<

La obtencion del flujo en inmediata. Derivando con respecto a la normal del

contorno
op*  Op* Or

= — 2.
on ar 0On (278)
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resultando .
8p* 1 w 1 wr 87”
S L 2.79
on  Arw ( r 7"2) ‘ an ( )
Ahora bien, la sustitucion de la ecuacion (2.76) en la (2.75) permite obtener:
w? , op op*
Vip-p*+p=p*+pd)dQ = dl’ 2.80
/Q( PP PP+l /(pa?7 877) (2.80)
y recordando las propiedades de la funciéon impulso queda
8p* op
= | —p"dl 2.81
P+ P P (2.81)

que es la representacion integral de la presion en un punto p € €2 en funciéon de

las presiones y sus derivadas de contorno.

Cuando se hace tender el punto de aplicaciéon i hacia el contorno se aisla la
singularidad del mismo modo que se emple6 para el problema elastico, sustituyendo
el contorno I" por otro aproximado (I' — I'.) + I';, siendo I'. una esfera de radio
infinitesimal ¢ alrededor del punto singular. En este proceso de paso al limite es

posible ver que

(2.82)

donde ¢ depende exclusivamente de la geometria del contorno en el punto i. Asi
pues, la representacion de la presion en puntos del contorno puede expresarse como:

8p* dp
= | Zp*dl 2.83
877 ron (2.83)

entendiéndose ahora que las 1ntegrales excluyen el punto i, y donde se ha tenido

cp—|—

en cuenta que:
d=1+7¢ (2.84)
La ecuacion integral se discretiza descomponiendo las integrales sobre I' en un
sumatorio extendido al numero total de elementos, sobre los cuales la presiéon y
su derivada normal son aproximadas en funciéon de sus valores nodales, mediante
matrices de funciones de forma. Asi, en un elemento genérico ‘j’ puede expresarse

que

p :¢q pj
o B op| (2.85)
on ¢ on
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donde, si Q es el nimero de nodos del elemento ‘j’, p’ y Op/9dn|’ son vectores
de dimension QQ con los valores nodales de la presion y su derivada. La matriz de

interpolacion sera del tipo

bg=1 ¢ P2 ... bq | (2.86)

siendo las funciones de forma las mismas que en el apartado anterior.

Con todo ello la ecuacion discretizada correspondiente al nodo i puede escribirse

como:
N op”* - opl"
C'p' — ¢, dl; = Yo dl; p — 2.87
p+; s oy Gl (P ; /Fjp Gadly (5 (2.87)
que una vez integrada puede visualizarse como:
Ccipt Hrph =Y Gt = 2.88
P+ ; p ; o (2.88)

habiendo extendido el sumatorio al mismo total de nodos N, y notando con el

superindice n los valores correspondientes a cada uno.

Las matrices de influencia son

Ny ap*
Hin — e T
Xt:/r oy P

(2.89)

t t

entendiéndose que la suma abarca todos los elementos ‘¢’ a los que el nodo ‘n’

pertenece, siendo ‘¢’ su numeracion local en cada uno de ellos.

Estableciendo la ecuacion discretizada para todo los nodos y llamando

H» = Hin si 1#n
. . . 7 (2.90)
H»=H"4+C'" si [l=n
se obtiene un sistema de N ecuaciones
op
Hp=G — 2.91
p o (2.91)

Ahora bien, teniendo en cuenta la relacion que existe entre el flujo y el movimien-

to normal al contorno w:
0
a—z = pw’w (2.92)
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el sistema de ecuaciones puede reescribirse sustituyendo G por G pw? como
Hp=Gw (2.93)

Sobre el contorno se conocerd o bien la presion o bien el movimiento normal, por
lo que una vez impuestas las condiciones de contorno se obtendra un sistema de N

ecuaciones con N incognitas.

2.7.1. Solucién Fundamental

La aplicacion de la formulacion integral (2.83) a problemas de propagacion de
ondas de presion en un fluido no viscoso, requiere el conocimiento de la presion
en cualquier punto x del espacio completo correspondiente a una fuente puntual
aplicada en &. Esta solucion, se reproduce aqui para problemas de propagacion de
ondas de presion en fluidos:

* 1 —ikr
P& w) = e (2.94)

donde r = |x — &| y k = £, siendo c la velocidad de propagacion de las ondas

en el medio. La variable derivada, esto es, el flujo de presion en una superficie con

o _ _ 1 <1 +ﬁ) eitr O (2.95)

on  4rx \r2 r on

normal n seré:

Hasta ahora, los inicos requerimientos sobre la solucion fundamental han sido el
cumplimiento de la ecuacion diferencial de gobierno y las condiciones de radiacion en
el infinito. En algunos casos es posible obviar la consideracion de algunos contornos
en (2.83) si la solucion fundamental empleada verifica la condicion de contorno del
problema real en éstos. Asi, en el modelo acoplado que se presenta y en su analisis
de comportamiento dindmico, es posible evitar la discretizacion de la superficie libre
del agua circundante (I'g) haciendo uso de una solucion fundamental que verifique
la condicion de presion nula en los puntos de ese contorno. Dicha solucion es sencilla.
Basta considerar dos fuentes puntuales: una positiva aplicada en el punto de  en
el que se describe la ecuacion integral, y otra negativa aplicada en el punto imagen
respecto de la superficie libre del liquido (figura 2.3). Asi, la solucién fundamental
seré:

1 1 _. 1 ..
ﬁ*(xv é" CU) —_ (_ e—lkT’ - e—zkr) (296)
T
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Figura 2.3: Solucion Fundamental fuente-imagen en problemas escalares

donde 7 = |x — £|. Asi con el empleo de p* la ecuacion integral se extiende a
I'g exclusivamente. El tratamiento numérico del problema se realizara ahora con un

considerable ahorro en el nimero de grados de libertad.

Con el mismo objetivo, pueden también obtenerse formulaciones explicitas de la
solucion fundamental para el problema escalar que satisfagan condiciones de con-
torno tipo Robin en superficies planas del modelo. En este sentido y en problemas
bidimensionales de propagacion de ondas actusticas, puede consultarse el trabajo de
Maeso y Aznarez (2002). Estos autores estudian la eficiencia de barreras actsticas
de diferente geometria con un modelo MEC que permite evitar la discretizacion de

contornos absorbentes.

2.8. ACOPLAMIENTO DE SUBREGIONES SOLIDAS Y/O

LIQUIDAS.

Si el dominio en estudio esta compuesto por una serie de subdominios con
propiedades distintas, la representacion integral y su discretizaciéon siguen siendo
validas para cada uno de los subdominios. Asi, para el ejemplo de la figura 2.4 se
escribiran las ecuaciones para cada subregion independientemente para a continua-

cion imponer las condiciones de equilibrio y de compatibilidad en las interfases.

Si se trata de dominios s6lidos las ecuaciones seran:

Hiul + Hjuj = Git] + G3t3

(2.97)
H2u3 + H2uZ = G3t2 + G2+t3
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que con:
(2.98)
Figura 2.4: Acoplamiento Solido-So6lido
permiten obtener un tinico sistema de ecuaciones
u ty
H! H. 0 G! GI 0
2 9 U2 - 2 2 tz (299)
Us t3

Si se trata de medios fluidos el planteamiento es similar, escribiéndose en la

interfase las condiciones de contorno siguientes
Py=P2=pP2 | W3=-Wi=W (2.100)

para obtener un sistema anélogo al (2.99) sustituyendo u por p, y t por w:

1 Wl

H! HL 0 P1 G! Gl o !

2 T2 P2 (= 2 o Wo (2.101)
0w omi) | 0 G2 G2

3

w3

La resolucion del caso en que se presentan acopladas regiones solidas y liquidas
requiere un tratamiento especial, puesto que la interfase entre ambas regiones pre-
senta la particularidad de tener seis incognitas por nodo (uy, uy, u,, ty, t,, t.), como
perteneciente al contorno del solido, y solamente dos (p, w), como perteneciente al

liquido.

La condicién de compatibilidad de movimientos en la interfase se expresa diciendo
que el movimiento normal debe ser igual para el solido y para el liquido. Si 7, 1, 1.
son los cosenos directores de la normal al contorno de liquido, tal condicién se
establece como:

W = Uy Ny + Uy Ny + U 1 (2.102)



El Método de los Elementos de Contorno. 45

Las ecuaciones de equilibrio deben expresar la igualdad de la presion en el liquido
con la traccion normal al contorno del solido, y la ausencia en la interfase de tension

tangencial. Esto se traduce en

—— (2.103)
t, = YUUZ

Asi pues mediante (2.102) y (2.103) es posible expresar cuatro incognitas en fun-
cién de las otras cuatro, quedando p, u,, u, y u, como las incognitas en la interfase.
Las cuatro ecuaciones necesarias que faltan serdn las que suministra el MEC, tres
en el solido, correspondientes a cada una de las direcciones coordenadas y una en el

liquido. En efecto, sea el ejemplo que se ilustra en la figura 2.5

Figura 2.5: Acoplamiento Solido-Liquido

escribiendo las ecuaciones de cada subregion se tiene

S H?ul—i‘ngz:G?tl—i‘thz

. . . N (2.104)
A H5 p2 + H3' p3 = G5 wa + G3' ws

y recordando las expresiones (2.102) y (2.103) pueden desarrollarse las partes
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correspondientes a la interfase del siguiente modo:

(2 NP
G5ty = G5 ty =Gj nyp = G3% p2
t. 1P
2 s (2.105)
Ug
G5 wy = G‘;(uxnx + wymny, + uznz):GAS2 Uy = G5 uy
Uz
\ 2

de tal forma que, para un nodo j perteneciente a I's:

3
SA S
G2 ij Z G2i,3j73+k MMk
k=1

Géqsi,3j—3+k = Géij Mk k=1,2,3

(2.106)

Las dimensiones de G54 seran 3(n1+n2) x n2 siendo n1 y n2 el nimero de nodos

de los contornos 1 y 2 respectivamente.G4* tiene dimensiones (n2 + n3) x 3n2

Finalmente el sistema global de ecuaciones queda:

( )
uy
H? Hg —GgA 0 Usg G?tl
- (2.107)
0 —G"zAS H? H? P2 G3AW3
\ P3 )

2.9. ASPECTOS NUMERICOS

En este apartado se desarrollan ciertos aspectos del método, que si bien no son
necesarios para la comprension global del mismo, si son de mucha utilidad a la hora

de implementar la resolucion numérica en cualquier sistema de ecuaciones planteado.

2.9.1. Discretizacion del Contorno

La ecuacién integral en el contorno para problemas armoénicos escalares y elas-
ticos fue presentada en la seccidon 2.7. Se concreté que para realizar la integracion
numérica, era requisito indispensable la division del contorno I' (Fig 2.6) en E ele-

mentos de N nodos cada uno. de manera que los campos u y t sobre el mismo pueden
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interpolarse en funcion de los valores nodales. Asi como ya vimos, sobre un elemento

genérico j se puede escribir:
u=&uw t=>&t (2.108)

donde W y tJ presentan vectores de a/N componentes y ® una matriz de dimen-
sion (o X aN) cuyos términos son las funciones de forma del elemento (« = 1 para

problemas escalares y 3 en solidos viscoelasticos)

La geometria del elemento se aproximara de la misma forma (elemento isoparamétri-
co):
x = ®x (2.109)

donde xJ contiene las 3N coordenadas de los nodos del elemento j.

Todo con el fin de poder evaluar la ecuacion (2.65) en cada uno de esos nodos.(x;)

ciui+/t*udr:/u*tdr (2.110)
T r

Si bien el tratamiento numeérico es completamente extrapolable a cualquier tipo
de elementos, en el modelo que se presenta se han utilizado elementos cuadraticos
cuadrilateros y triangulares de nueve y seis nodos respectivamente (figura 2.6). Las

funciones de forma de los primeros en coordenadas naturales (§1, &;) se escriben a

continuacion:
pr=14E-1D)E(6—1) pr=1(1-&)&(&—1)
p3=1& (G +1)& (L 1) bps=3&(E+1)(1—-&3)
¢5 = if (1 +1)& (6 +1) b6 = % (1-&)&(&L+1) (2.111)
pr=16(6—1)&(&+1) ¢s =36 (6—1)(1—&3)

1
¢ = (1-&1)(1-&3)
Para —1<&6<1 y —-1<&E<1

Para los elementos triangulares las funciones de forma son:

o1 =6 (26 — 1) P2 =62(26 — 1)
P33 =E3(28—1) Gy =488 (2.112)
¢s = 48283 Pe = 481 &3

donde &5 =1 — & — & y las variables &, & toman valores comprendidos entre 0

y 1
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Xy

Figura 2.6: Contorno 3D discretizado con elementos cuadraticos

2.9.2. El problema de Esquina

La superficie de un contorno debe ser lo suficientemente suave como para poder
considerar que solo existe un vector tension, (o valor de flujo) asociado a cada nodo,
cuando estos sean sean incognitas. En los bordes frontera entre varios contornos se
consideraran tantos nodos como contornos confluyan, de manera que a cada nodo
solo se asocie una normal, o dicho de otra forma, cada nodo s6lo pertenezca a un
contorno. Con ello se consigue desvincular los grados de libertad de los distintos
contornos y montar las columnas de cada una de ellos independientemente del resto
en el sistema de ecuaciones. Se logra asi una simplificacion notable del procedimien-
to de montaje eliminando la casuistica usual en este tipo de soluciones, (que se ve
complicada en el caso de geometrias tridimensionales), y obtener una distribucion
sencilla de los ceros del sistema, lo cual puede ser 1til en determinados procedimien-
tos de resolucion. Asimismo facilita la incorporacion al programa de nuevos tipos de

subregiones con distinto nimero de grados de libertad.

Por contra este procedimiento supone la consideracion de un nimero de grados
de libertad mayor de estrictamente lo necesario, puesto que asocia a los nodos du-
plicados incognitas independientes en desplazamientos (en las subregiones solidas),
o en presion (en el agua). Hay que decir sin embargo que, para una geometria de-
terminada, el nimero de bordes en los que se duplican nodos esta restringido, y por
lo tanto, el porcentaje de nuevas ecuaciones con respecto al total disminuye rapida-

mente al aumentar o refinar las discretizaciones.
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Contorno 1

Contorno 2

Figura 2.7: Problema de Esquina

Sea de nuevo el caso representado en la figura 2.7. Como se ha dicho, la du-
plicacion del nodo provoca el desdoblamiento de la ecuacion nodal en dos filas y
dos columnas. Si se trata de contornos de solido se obtiene, para cada direccion de

coordenadas:
1) a11U1+a12UQ+bt1+Ct2+...:E
B (2.113)
2) a21U1+GQQUQ+bt1+Ct2+...:d

donde la contribuciéon de los términos libres se ha incluido en los coeficientes de

la diagonal ay; y age. Las posibles condiciones de contorno para este caso son:

CL) tl = tl tg = tg

b) tlztl UQ:U_Q
C) U] = Uq tQZE
d) uw =13 Uy = Us con U =TUs =71

En cualquiera de las tres primeras situaciones, el sistema (2.113) es suficiente
para obtener las otras dos incognitas nodales. Asi en el caso a) se obtienen uy y s
que resultaran iguales u; = ug; en el caso b) se obtienen uy y ty siendo u; = ug; y

en el caso ¢) se obtienen t; y ug, siendo us = u;.

El caso d) requiere un tratamiento especial puesto que en este caso las dos ecua-
ciones de (2.113) se hacen indénticas y el sistema de ecuaciones es singular. Este
problema, conocido como problema de esquina, se puede resolver mediante la dupli-
cacion de la ecuacion nodal para una posicion ligeramente desplazada de la carga
concentrada, con lo que los coeficientes del sistema ya no seran iguales, y éste no

serd singular.
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2.9.3. Evaluaciéon de las Integrales en el Contorno

En este punto, se trata el tema de la evaluacion de las integrales en el contorno
de forma mayormente introductoria. Un estudio en profundidad en este campo se

puede encontrar en F. Chirino et al. (2000)

Durante el desarrollo descrito, las integrales a evaluar sobre cada elemento j con

colocacion sobre cada nodo 7 de la discretizacion son del tipo
GWH = / u*® dl’
r
HWY = / t*® dl’
r

Cuando el nodo ¢ no forma parte del elemento j sobre el que se integra, las inte-
grales (2.114) pueden ser evaluadas numéricamente haciendo uso de una cuadratura
gaussiana estandar sobre elementos rectangulares o triangulares segin el caso (ver
p.e. Stroud y Secrest, 1966 o Abramovitz y Stegun, 1972). Estas cuadraturas vienen
expresadas en funcion del sistema de referencia intrinseco al elemento (&, &) lo
cual exige la transformacion de las variables geométricas del mismo a este sistema

de referencia. Asi, el diferencial de superficie dI' (figura 2.8) podra expresarse

or or

v

siendo |J4| el jacobiano de la transformacion.

Teniendo en cuenta la definicion de la geometria del contorno a través de (2.109):

or ox od .
d_E P 2.115
T (2.115)

Figura 2.8: Diferencial de la superficie de un elemento



El Método de los Elementos de Contorno. 51

con lo cual:

Oz Ovz _ Oz Omy

06 9&  0& 0& 91
or or P
—— x — = { O3 9z _ QOxy 9z % — o
o9& 06, 961 06— 961 0&

Oz1 Qza _ Oxa Jxa

D€L 0,  0€1 0& 93

|Jal = 1\/9i + g5+ g3 (2.116)

Con lo visto, las componentes del vector normal en cada punto seran:

_ 9
|Jal

T

(2.117)

La expresion del jacobiano en coordenadas intrinsecas puede obtenerse susti-
tuyendo (2.109) en (2.116). También haciendo uso de (2.109) puede expresarse la

derivada de r respecto de la normal al contorno si, como es sabido:

or or

De esta forma las integrales sobre cada elemento (2.114) pueden escribirse como

sigue:

W‘J—/ / WP | J 4| dEdes

&1

W‘J—/ / P | Ja|dédes
&1

preparadas ya para su evaluacidon segin cuadraturas estandar. Para elementos

(2.119)

cuadrilateros los limites de integracion seran -1 y 1. Para los elementos triangulares

dichos limites seran 0 y 1.

Cuando el punto de colocacion i forma parte del elemento j sobre el que se
integra, los nicleos u* y t* presentan singularidades de tipo O(1) y O(%) en los
términos tratados con anterioridad. Las singularidades del primer tipo pueden ser
tratadas numéricamente mediante un proceso de subdivision del elemento en trian-
gulos. Para las segundas seran necesarias algunas transformaciones previas a su

tratamiento numérico.

Evaluacién de los Términos Débilmente Singulares

La técnica que permite integrar numéricamente los términos de O(%) se basa en

la busqueda de un nuevo sistema de referencia donde el subintegrando sea regular.
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Figura 2.9: Técnica de subdivision del elemento para integracion singularidad débil

Para ello el jacobiano de la transformacion entre este sistema de referencia y el sis-
tema de coordenadas homogéneo ha de ser O(r). Ello se consigue de forma sencilla
con un procedimiento muy conocido y habitual en gran parte de la bibliografia so-
bre el particular. Dicho procedimiento se esquematiza en la (Figura 2.9) para un

elemento cuadrilatero con colocacién en un nodo situado en uno de sus lados.

Asi, se procede a dividir el elemento en subregiones triangulares tomando como
vértice comin a todos el nodo de colocacion. Posteriormente, cada uno de estos
triangulos (T1, T2, y T3) son tratados como cuadrilateros degenerados con dos de
sus vértices colapsando en el punto de colocacion. Se define un sistema (s; y s2)
donde esta imagen se convierte en regular. La relacion entre (&1, &) y (s1, $2) que

permite esta conversion es la siguiente:
Go=(1—s)EM + 511 —5)EP 45156 k=12 (2.120)

donde el superindice (1) se refiere al vértice donde se localiza el punto de colo-

cacion. El jacobiano de esta transformacion:

dgldgg = |J1‘d81d82 (2121)
sera:
9 94
|Jy| = gz; gé =2As (2.122)

Os1  Oso
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donde A representa el area del tridngulo en el sistema de referencia homogé-
neo (&1, &). Puede verse como |J;| — 0 cuando s; — 0 y nos acercamos al lado
determinado por el punto de colocacion. Una vez cancelada la singularidad, la in-
tegracion mediante una cuadratura estandar (-1, 1) puede realizarse con una nueva

transformacion del tipo:

e+ 1
Sk = ’“;r k=1,2 (2.123)
cuyo jacobiano sera:
1
d81d82 = |J2| dtldtQ = Z dtldtg (2124)

Con todo ello, las integrales (2.119) con este tipo de singularidad, puede evaluarse

numéricamente en (¢, t2) de forma estandar:

# triangulos
A

[uisidr =37 [ [ uittte)o,fen,t) ates )] 0 + 1 s
J n=1 t1 Jt2

# triangulos

A
/F thogdl = > /t /t ti(t1, t2) bt 1) [ Ta(tr, 12)] (0 + 1) dtadty
] n=1 112

J

(2.125)

Esta técnica aplicada aqui a elementos cuadrilateros puede extenderse a ele-
mentos triangulares con idéntica sencillez (ver p.e. Dominguez, 1993). Este tipo de
estrategias fueron propuestas inicialmente por Lachat y Watson (1976), y revisadas

luego por Li et al. (1985), Telles (1987) y Cerrozala y Alarcon (1989).

Evaluacién de los Términos Fuertemente Singulares

Existen en la bibliografia del MEC estrategias indirectas, aunque rigurosas, que
evitan el cdlculo de las integrales cuyo integrando presenta una singularidad de
O(T,%) Pero sin embargo, no existe un procedimiento general indirecto, y cada pro-
blema particular requiere la definicion concreta del tipo de estrategia. Aun maés,
cuando se trata de problemas armoénicos, la aplicacion del movimiento de solido
rigido (MSR) exige combinar las ecuaciones del problema dinamico con las del caso
estatico (ver Dominguez, 1993), y si ademas el dominio en estudio es no acotado, se
hace necesario cerrar la discretizacion con elementos ficticios sobre los que inte-
grar la solucion fundamental estatica (ver Maeso, 1992). En otros supuestos puede
resultar méas interesante evaluar directamente las integrales en el sentido del VPC,
por ejemplo el caso de elementos discontinuos (nodos situados en el interior del

elemento) o la estrategia de colocacion no-nodal. En ambos casos, el término libre
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Cl = 0,5 5lk-

El procedimiento que se presenta para la evaluacion de estos términos (ver Chiri-
no et al., 2000) sigue la linea de los anteriores en el sentido de mostrar que la sin-
gularidad es realmente ficticia, puesto que dicha singularidad se desvanece con la
contribucion de los elementos adyacentes. La técnica es valida para elementos cur-
vos de cualquier orden y tipo, y se basa en la identificacion concreta de los términos
fuertemente singulares, que sera regularizados directamente en coordenadas carte-
sianas de forma conveniente para obtener una integral de superficie y otra de linea
extendida al perimetro del elemento (Cruse, 1969), ambas no singulares y evaluables
mediante cuadratura estandar. Este método muestra de forma clara donde radica la
contribucion de los elementos adyacentes para cancelar la singularidad en el entorno
cercano del punto de colocacion. La idea se ilustra abordando en primer lugar el pro-
blema elastostatico. A continuaciéon se generaliza su aplicacion para la formulacion
elastodinamica en régimen armonico. Como se ha visto, el orden de singularidad es

el mismo en ambos casos.

Problema Elastostostatico Como es sabido, las integrales a la solucion funda-

mental de tensiones seran:
1 1 or
tho,dl' = — ————— — —[(1 —2v)o dl’
/1“ 1P 8m(1— 1) {/FJ r2 On [( V)0 + 37,17 k|0

+(1—2y>/F

Teniendo en cuenta que g—; = O(r), la primera integral es débilmente singular y

(2.126)

1
| 7‘_2(T’k ng—ry nk)gbq dF}
J
puede calcularse numéricamente mediante el proceso de subdivision triangular visto.
En la segunda, si [ # k, el subintegrando es de O(%) cuando ¢, # 0 en el nodo de
colocacion. El proceso de cancelacion de la singularidad se realiza en varias fases.

En primer lugar, puede reescribirse el segundo término de (2.126) como sigue:

1 1 .
/ ﬁ(r,k g — 1) P dI :/ T—2(7“,k ny —1ing)(¢q — ¢y) dl
b b ' (2.127)
+¢f1/ T—z(r7knl—r,lnk)dfzfl+l2
T

siendo gbfl el valor de la funcién de forma en el punto de colocacion ¢ (qbfl =1sila
colocacion es nodal). Con esta operacion previa (ver p.e. Davis y Rabinowitz, 1984)

se elimina la funcion de forma del subintegrando. Asi, I — 1 es ahora evaluable de
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forma numérica ya que (¢, — ¢,) = O(r) y la singularidad a tratar de concentra en
I5. En este punto, es sencillo comprobar que el subintegrando de I, puede escribirse
en términos del flujo de la rotacion de un campo vectorial definido en el elemento
de la forma:

1

B— e, 2.128
~e (2.128)

siendo e, un vector unitario en la direccion de m (m # [, m # k). Ast:
1
[2 = / —2(7’7k ng—ry nk) dl' = Elmk/ (V X B) ndl’ (2.129)
T I,
J J
donde €,,,; es el tensor de permutacion. Aplicando ahora el teorema de Stokes al

segundo miembro de (2.129):

/ (V x B)ndl :7{ BdS (2.130)

L Sj

donde S; representa el perimetro del elemento I'; en el sentido del Valor Pricipal

de Cauchy (VPC) (figura 2.10) con colocacion en el nodo 1), se puede escribir:

1 1 1
I = / —2(7’7k ng—r"rg nk) dl’ = Elmk% —endS = Elmk% — dxy, (2131)
r. T s T s; T

J J J

Figura 2.10: Integral curvilinea término singular. Colocacion nodo 1

La reduccion en una unidad del orden de la singularidad es so6lo aparente. Ahora el
término singular /5 se ha convertido en una integral curvilinea extendida al perimetro
del elemento y cuyo subintegrando presenta una singularidad fuerte de O(%) A pesar
de ello, el camino para su cancelacion ha quedado ya trazado. Asi, consideremos el

elemento I'; y los de su entorno tal y como aparece en la (Figura 2.11)
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La integral curvilinea en que ha quedado convertida I5 sobre I'; puede expresarse:

1 1 1 1
7{ —dxazlin% —d:)sa+/ —d:va—l—/ —dx,
A £— . T A . r
% Fi1—e % 5 (2.132)

ﬂfi% . %dma+£f_r}(1) . édaza
e e

extendidas a cada una de las curvas que constituyen el perimetro en el sentido
del VPC (o = 1,2,3). Las integrales sobre Sj» y S;3 (curvas que no contienen el
punto de colocacion) no presentan problemas y pueden ser evaluadas numéricamente
de acuerto a una cuadratura estdndar monodimensional. Las extendidas a lo largo
de Sj1 y Sj4 (singulares) se cancelan con las correspondientes a los elementos I'y y
I',, (recorridos marcados por el sentido de la normal al exterior al elemento). Por
ultimo, para la integral de la linea sobre Sj, si se considera la aportacién conjunta

de todos los elementos que confluyen en el punto de colocacion (m = j, k, [, n) puede

, 1 . (1
}:I_I% (%: /ms B dxa> = }:I_I)I(l) (E ]{% dzva) =0 (2.133)

Por tanto (2.126) ha sido expresada en término de dos integrales de superficie y

escribirse:

una tercera curvilinea, todas ellas regulares y evaluables numéricamente de forma

sencilla.

Figura 2.11: Cancelacion de la singularidad. Colocacion nodo de esquina

Problemas Dinamicos Armoénicos FEn este epigrafe seran tratada la estrate-
gia de integracion de los coeficientes de O = (T,%) en problemas elastodindmicos
armonicos. Como se ha comentado con anterioridad, la solucion fundamental para

el problema eléstico armonico presenta una singularidad del mismo tipo que en el
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problema elastostatico. La singularidad fuerte se encuentra, como en el caso anterior

en el segundo término de (2.58). Asi, podra escribirse:

1 0
/ t;kkgqul“ ar (A(Slk—l-BTl’l“k)¢qu+/ (Arknl+C’rmk)¢qu
rj F]

o(r-1) o2)
(2.134)
siendo A, B,y C' las ecuaciones (2.59). Aislada la parte singular de esta funcion,

puede escribirse el segundo término de (2.134) como sigue (Chirino et al., 2000):

/ (A T kT + Cmnk)gbq dl’ =
Ly
o(r9%)
1 1A | (2.135)
/F. |:<A + _2 ) 'I"Jgn,l + <C — ﬁ m) 7’7ln7k:| gbq dF

J

A+
A 1
)\+2M/ —2(rknl —Tﬂlk) ¢qu

El primer término es absolutamente regular e integrable mediante una cuadratu-
ra de Gauss estandar. El segundo puede tratarse teniendo en cuenta la aportacion

de elementos contiguos tal y como se ha descrito en el subapartado anterior.






Capitulo 3

Analisis Dinamico




INTRODUCCION

Se describio en el capitulo anterior en qué se basa el método de los elementos de
contorno, ahora en el presente se expondré la aplicacion particular de dicha técnica
como método directo [3.1], también se describe detalladamente el método indirecto
que se utilizara en el estudio [3.2]. Se recalca la importancia del MEC como parte de
ambos métodos [3.3]. Y por tltimo, se introduce el modelo sobre el que se efectuara

el estudio [3.4].
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3.1. EL METODO DIRECTO

El método directo permite resolver por medio de un modelo numérico el cam-
po de desplazamientos y tensiones generado en un sistema suelo-estructura debido
a una solicitacion sismica (figura 3.1). Particularizando para el caso estudiado, la
estructura es de conformacion cilindrica y se encuentra soterrada en un campo es-
tratificado. A este sistema se le sometera a dos tipos de ondas (P y SH) que inciden

verticalmente hacia la estructura desde zonas profundas del terreno.

Figura 3.1: Problema Estudiado

A fin de poder comparar ambas metodologias, se adopta como parametro de va-
loracion los desplazamientos obtenidos en un punto situado en el centro de la base y
el giro de la misma. El anélisis debe abarcar todo el rango de frecuencias contenido
en el espectro del sismo. Los resultados de desplazamientos y giros en la base del
deposito cilindrico se representaran adimensionalizados con relacion a los desplaza-
mientos producidos por el tren de ondas P o SH en puntos de la superficie libre del
suelo en zonas alejadas de la estructura, libre del efecto local (desplazamientos de

un punto de campo libre de un problema de suelo estratificado).

3.2. EL METODO DE LOS TRES PASOS

Este método es el procedimiento de calculo indirecto més utilizado para obtener
la respuesta dinamica de una estructura frente a una solicitacion sismica. Segin este
proceso, se escalona la obtencion de la respuesta en tres etapas. Como se puede ver
en la figura 3.2; en la primera se evalia la interaccion cinemaética; en la segunda se se

calculan las rigideces del terreno; y en la tercera se analiza la respuesta de un sistema



62 Capitulo 3

dindmico equivalente ante el movimiento impuesto por la base rigida (obtenido del
primer paso) por intermediacion de resortes y amortiguadores equivalentes (calcu-

lados en el segundo paso).

[ ®

S A

Figura 3.2: método de los tres pasos

3.2.1. Interaccidén cinematica

En el apartado 1.4. se introdujo el concepto de interaccion cinematica. En este
punto se retoma a fin de recalcar su importancia en el cilculo de la respuesta dinami-

ca del sistema y para explicar que papel juega en el método indirecto.

La primera parte del método de los tres pasos consiste precisamente en determi-

nar los movimientos u, v y ¢ que se producen en el terreno que rodea a la estructura,
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para ello se considera vacio el espacio que deberia ocupar la construccion e infinita-
mente rigidas los contornos del terreno que estarian en contacto con la misma a fin
de que el hueco se comporte como un solido rigido. En este nuevo sistema formado
solo por el terreno y una cimentacion rigida sin masa, se formula el problema de
incidencia y difracciéon de ondas en un medio tridimensional correspondiente. Los
resultados buscados son los desplazamientos en el centro de la base para cada fre-

cuencia, éstos seran la excitacion a aplicar a la base del sistema dindmico equivalente.

Los modos de vibraciéon de un estrato de terreno sobre base rigida son de tipo
senoidal. En la parte izquierda de la figura 3.3 se han dibujado lineas que representan
la deformacion ante una onda S, asi como la forma que tomaria la estructura empo-
trada en el terreno si fuera absolutamente flexible. Si por el contrario, la estructura
es infinitamente rigida, los angulos entre fondo y paredes deben permanecer rectos,
y ello implica una interaccion con el terreno que, ademas de un desplazamiento hori-
zontal distinto del correspondiente al del suelo sin estructura, generara una rotacion

¢ tal y como se indica en la parte derecha de la misma figura.

Figura 3.3: influencia de la rigidez de la estructura

3.2.2. Rigideces del terreno

La segunda etapa del método de los tres pasos consiste en la determinacion de
las rigideces dindmicas del terreno ante posibles movimientos de so6lido rigido de la
parte del cilindro empotrada en el suelo. Para ello se recurre a la definicion de rigidez:
fuerza que es necesario aplicar en los grados de libertad cuando se da un movimiento
unidad a la estructura. En este caso el procedimiento consiste en dar movimientos
armonicos del tipo 1e™* a las zonas del terreno que se encuentren en contacto con
la estructura, pero sin considerar los efectos de la masa de esta sobre el suelo. La

suma de las tensiones desarrolladas en el contorno rigido son las ‘fuerzas necesarias’
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descritas en la definicion de rigidez. El problema se repite, para cada frecuencia, y
para los casos correspondientes a movimiento vertical de amplitud unitaria (figura
3.4a), movimiento armonico horizontal unitario (figura 3.4b), y giro armonico de
amplitud unitaria(figura 3.4c). Se imponen condiciones de contorno soldadas en los
dos tultimos problemas que conducen a que el giro induzca tensiones horizontales
en la cimentacion y, reciprocamente, un movimiento horizontal genere un momento
en la base. Por lo tanto las rigideces horizontal y de giro referidas a la base estan

acopladas.

Desplazamiento aplicado en z Desplazamiento aplicado en y Giro aplicado a la base

Pirvvebiy R

1 F. (@ F, (b) . (c)
(I ?{ o e -\
YYVYYYYYYY N =

KZZ Kyy KO 0

Figura 3.4: Problemas para el calculo de rigideces

Para una excitacion armonica con pulsacion w, se define la matriz de rigidez
dindmica de una cimentacion rigida como la matriz que relaciona el vector de fuerzas

y momentos aplicados sobre ella con el vector de desplazamientos y giros resultantes:

F, |=] 0 K, Kpo|]| v (3.1)
M@g 0 Kgy Kg@ 0

Cada término de la matriz de rigidez Kj,, es dependiente de la frecuencia w
y representa la fuerza (o momento) resultante segun la direccion 1, debido a las
tensiones de contacto, cuando sobre el contorno lateral y la base de la estructura
rigida en contacto con el suelo se aplica un desplazamiento (o giro) armonico unitario
segin la direccion m. Fuerzas y desplazamientos estan, en general, desfasadas, es

decir, los términos de K son valores complejos del tipo:
K (w) = Re(Kyyy) + i Im(K,y,) (3.2)

La parte real de esta relacionada con las propiedades de rigidez e inercia del sue-

lo. La parte imaginaria con el amortiguamiento del sistema. Este amortiguamiento
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se debe a la energia disipada por radiaciéon de ondas hacia el infinito, a lo que se

suma el propio amortiguamiento interno que presente el suelo.

Las rigideces que se obtengan aqui, seran trasladadas al paso siguiente como las
caracteristicas propias de los resortes del sistema vibratorio. También existen otros

métodos para obtener estos valores y abundante bibliografia de casos particulares.

3.2.3. Sistema Dindmico Equivalente

La ultima fase del método de los tres pasos consiste en establecer un sistema
oscilante sencillo que simule el comportamiento de el problema original. Para ello,
se establece que la masa del sistema original se ve unida a una superficie infinita-
mente rigida y sin masa (so6lo tiene la funcion de soporte del sistema), esta union se
realiza mediante unos resortes cuyas caracteristicas elasticas y amortiguadoras son
las calculadas en el apartado 3.2.2. A este sistema se le transmite a su base una serie
de movimientos armoénicos, cuyas amplitudes son una funciéon también dependiente
de la frecuencia y se corresponden con los calculados en 3.2.1. Segin lo observado
en el apartado anterior acerca de que los problemas vertical (desplazamiento en z)
y horizontal (desplazamiento en y y giro alrededor del eje x) estan desacoplados, se

pueden tratar por separado.

Problema Vertical

Este sistema queda definido en la representacion de la figura 3.5, en donde, como
se ha dicho, el valor de la masa es la aportada por el cuerpo cilindrico del problema.
Las constantes de rigidez y amortiguamiento se han calculado para un desplaza-
miento vertical en el segundo paso del método (hay que recordar que son funciones
imaginarias dependientes de la frecuencia w); u es el desplazamiento absoluto de
la masa; y up es el desplazamiento de la base. El cual sera el que se obtuvo de la

interaccion cinemdética suelo-cimentacion del primer paso.

El comportamiento de este sistema esta gobernado por la ecuacion

Mi+cu+ku=0 (3.3)
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Figura 3.5: Problema Vertical

u es el desplazamiento relativo entre masa y suelo (¢ = u — wp), del cual depen-
den las fuerzas elastica y amortiguadora. A fin obtener una ecuaciéon con una sola

incognita, se expresa todo en funciéon de u de donde resulta que:
M (u+1p)+cu+ku=0 (3.4)

Mu+cu+ku=—Mug (3.5)

Expresando los desplazamientos en el dominio de la frecuencia

u = Ue™!
0 = iwUe™! (3.6)
i = —w'Ue™

Por lo que la ecuacion de comportamiento se transforma en:

~w?* MU+ cwil+kU=Muw*Up (3.7)

(—w*M+cwi+k) U=MuwUs (3.8)

Los términos (cw i+k) se corresponden con la rigidez del terreno para el problema
vertical, la cual es funcion de w y se corresponden con los calculados previamente.

Por lo tanto la solucién de este problema es:

— MwQUB
U= o= (3:9)
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Problema horizontal

Para este problema, ya se detall6 como el desplazamiento horizontal del centro
de la base (v) y el giro (6) estan acoplados, por lo que lo correcto es establecer un

sistema oscilante de 2 grados de libertad.

%
&

Figura 3.6: Problema Horizontal

La matriz de rigidez necesaria, se implementa partir de los términos correspon-
dientes a los grados de libertad que pertenecen al problema de la otra matriz calcu-

lada en 3.2.2, la cual define el comportamiento horizontal y a cabeceo del terreno.

K, K
[Khor] - [ " v ] (310)
Koy, Koy

Es importante recordar que cada término de la matriz es funcion de w y posee

parte real y parte imaginaria

De la mecénica tradicional, se obtienen las ecuaciones que definen el desplaza-
miento horizontal y el giro como so6lido rigido del cuerpo, estas estan referidas a su

centro de gravedad y ya se muestran expresadas en el dominio de la frecuencia:

—W2MVG = Fgct
—w219G = MG

ext

(3.11)
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Aunque en este caso solo se conocen las resultantes de las fuerzas y momentos

exteriores en el centro de la base (O), y estas son las debidas a las impedancias del

Fo,\ %
() (5) o2

Las fuerzas y momentos elésticos y de amortiguamiento, al igual que en el pro-

terreno.

blema vertical, son dependientes del desplazamiento y giro relativo.

V = VB-i—V
0 = Op+0

Al tratarse de un solido rigido, el giro en el centro de gravedad (0¢) y en el centro
de la base (6p) son iguales y se puede simplificar la nomenclatura prescindiendo del

subindice.

Si se efectia un traslado de las fuerzas y momentos resultantes del sistema de la
base al centro de gravedad (el traslado de una fuerza origina la misma fuerza y el

momento que equilibra el cambio de su punto de aplicacion) se tiene que:

FS =F9, (3.13)
Mggt :Meomt_'_Fe?vt (m) (3 14)
MS, = M2, — w? M Vg (OG)

sustituyendo la ecuacion 3.12 en estas, se completa el sistema matricial:

(e ) (0 (5)=(0)
_ - [Khor] — - (315)
—w?MOG  [w? 0 0 0

la cinematica del solido rigido, permite expresar el desplazamiento del centro de

gravedad en funcion del desplazamiento del centro de la base y el giro del cuerpo.

( w2 M O)(V—@@) ( ) (0)
o — [Khor] = (3.16)
—w?MOG  [w? 0 0

WM —WwMOG V 174 0
—w?MOG Iw?+ Ww*MOG 0 0 0

En altimo lugar se definen todas las expresiones en funcion del desplazamiento

> <

y giro relativos

w2 M —w?MOG V4V 1%
_ - ) — Kl [ ) =(0) (18
—w?’MOG  Iw? + w?*MOG 0+ 0p 0
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w2 M —w?MOG 1% 1%
— —2 = — [Khor] ~ =
—w?MOG  Iw? +Ww*MOG 0 0
—w?M Ww’MOG Vs
— - ., (3.19)
wWwMOG —(Iw? 4+ w?*MOG") 05

Una vez esta el sistema de ecuaciones completamente planteado, cuyas incognitas

son V' y 0 solo queda resolver:

wrM — K,, —w?MOG — K Vi
—w?MOG — Ky, w*(I+MOG") — Kgg 7
o —szVB + w2Mm93

szOGVB - w2([ + MOG )‘93

y se tiene como resultados finales al problema:

— WMV + w2 MOGO ~wMOG — Ky
o | MOGVs — 21 + MOT')95 w21 + MOT') ~ K (3.21)
WM — K,, —w?MOG — Ky |

—szm - Kgy u)2(] + M@% - K@g

wM — K, —wMVg + w*MOGHg
5 —w?MOG — Ky, w*MOGVp — w?(I + Mm2)913 (3.22)
‘ DM~ K, —W?MOG — Ky |

—w2M@ — Kgy w2([ + M@% — Kgg

Para resolver estos problemas se ha programado el software necesario que com-
bina los resultados de los dos primeros pasos y soluciona para cada frecuencia el
sistema correspondiente. Los resultados de estos problemas (vertical y horizontal)
son las funciones de transferencia equivalentes a las obtenidas por el método directo,

y por tanto las que serdn objeto de comparacion y estudio
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3.3. EL MEC EN AMBAS METODOLOGIAS

3.3.1. Meétodo Directo

Para obtener la respuesta de la estructura cilindrica, en término de los desplaza-
mientos y giro en su base, se ha utilizado un programa de ordenador desarrollado en
el Departamento de Ingenieria Civil de la ULPGC, basado en el Método de los Ele-
mentos de Contorno (MEC). En el primer capitulo ya se han explicado las diferentes
ventajas e inconvenientes de este método frente a otros procedimientos de resolucion
directa. Y en el capitulo segundo, se explico el aparataje matematico del método
en el que se basa el codigo de este software, el cual ha tenido que ser modificado
para poder incluir en el calculo la propagacion de un campo incidente a través de

un campo de agua.

Mediante este software, se plantea y resuelve un sistema de ecuaciones que com-
prende a cada nodo del macrosistema, el cual ha sido previamente discretizado. Con
lo cual se obtendra el campo de tensiones y desplazamientos en todo punto de la
discretizacion. Estos resultados, al encontrarse adimensionalizados con respecto a
los desplazamientos en un punto de campo lejano, constituyen la funciéon de transfe-
rencia del sistema. Lo cual permite conocer la respuesta del modelo para cualquier
excitacion. Sencillamente, si se desea obtener el campo de desplazamientos (o de
tensiones) que sufrirfa la estructura frente a un terremoto determinado, se debera
multiplicar la transformada de la funcion excitadora por la funcién de transferencia
calculada. Si ademas se desea conocer la respuesta temporal, solo resta aplicar la

antitransformada correspondiente.

El calculo del campo incidente en el sistema es necesario para el programa, ya
que las tensiones y desplazamientos que origina, al ser operados por la matriz de
coeficientes del sistema de ecuaciones planteado, generan los términos del vector del
lado derecho. En un apartado posterior, se explicard la metodologia que sigue el

programa para calcular estos términos.

Para este estudio, de forma general, se admitird como valida y suficiente, las
funciones de transferencia de los desplazamientos y el giro de la base en el punto

central de la misma como elemento objetivo de comparacion entre las metodologias
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analizadas. Estas funciones seran la respuesta del sistema a dos trenes de ondas de
incidencia vertical de tipos P y S los cuales se modelan para que produzcan en un
punto de campo libre (alejado de la influencia de la presencia de la cimentacion) un

desplazamiento armonico cuya amplitud es de una unidad adimensional. (1 e™*)

3.3.2. La Interacciéon Cinematica

Este calculo se lleva a cabo a través del mismo software de elementos de contorno

utilizado en el método directo,por lo cual serd necesario discretizar el sistema.

También se hace necesario el calculo en este punto de los desplazamientos y ten-
siones generados por el campo incidente, ya que como se nombrd anteriormente,
esos valores son parte del sistema de ecuaciones a resolver para obtener el campo de
desplazamientos y tensiones de cada nodo. Ya se ha indicado que en un apartado

posterior se estudiara en profundidad el proceso para calcular dichos valores.

Si bien en este estudio, se hace uso del MEC para resolver la obtencion de los
desplazamientos debidos a la interaccion cineméatica no es la inica metodologia a
utilizar, existe numerosa bibliografia que trata el tema de interacciéon cinemaética
entre suelo y cimentacion, asi como gran cantidad de datos que permite una aproxi-

macion a los valores requeridos.

3.3.3. Calculo de Rigideces

De acuerdo a su definicion, los términos de la matriz de rigidez se obtendran im-
poniendo desplazamientos (o giros) armonicos unitarios en las caras lateral e inferior
de la estructura cilindrica que se encuentren en contacto con el terreno, e integran-
do las tensiones que aparecen en dichos contornos a fin de obtener las fuerzas (o
momentos) resultantes. El momento resultante al aplicar un giro unitario a la base
de la cimentacion se calcula con respecto a un eje diametral situado en la base de

la estructura circular.

Al igual que en el estudio de la difracciéon de ondas causada por la presencia
en el terreno de la estructura semi-enterrada, para el calculo de las caracteristicas

de rigidez y amortiguamiento del suelo se ha utilizado un programa de ordenador
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desarrollado en el Departamento de Ingenieria Civil de la ULPGC, basado en la
formulacion tridimensional del Método de los Elementos de Contorno (MEC). La
imposicion de movimientos armonicos en la superficie de contacto cilindro-suelo
provoca la propagacion de ondas elasticas en el suelo hacia el infinito. El uso de un
método de dominio presenta graves inconvenientes por la necesidad de truncar la
discretizacion imponiendo condiciones de contorno. Por el contrario, el MEC resul-
ta especialmente apropiado para atacar este problema, pues no requiere cerrar la
discretizacion de los medios infinitos, incorporando de forma automaéatica el amor-
tiguamiento por radiacion. Este es el motivo por el que el MEC ha sido ampliamente
utilizado en este tipo de problemas. Cada estrato del terreno de modela como un
medio viscoelastico lineal, homogéneo e is6tropo. Dividiendo el contorno de cada
region elastica en elementos (se han empleado elementos cuadrilateros y triangu-
lares, de nueve y seis nodos, respectivamente, con interpolacion cuadratica) pueden
escribirse, para cada region, la ecuacion matricial del MEC que, en forma compacta

lleva al sistema de 3N ecuaciones
Hu=Gt (3.23)

siendo N el numero de nodos en el contorno I', los vectores u y t contienen
todos los valores nodales de desplazamientos y tensiones en I'. Las matrices Hy G
(BN x 3N) contienen los coeficientes de integracion de la solucion fundamental por
las funciones de forma sobre cada elemento. Una vez escrita la ecuacion (3.23) para
cada estrato, el sistema global de ecuaciones se obtiene imponiendo las condiciones
de contorno:

-sobre la superficie libre la condiciéon de tensiones nulas

-sobre los contornos en contacto suelo-estructura cilindrica se imponen despla-
zamientos (o giros) unitarios de solido rigido

-a lo largo de los contornos frontera entre dos estratos se impone equilibrio de

tensiones y compatibilidad de desplazamientos

3.3.4. Campo incidente y Campo difractado

Ya se ha comentado la necesidad de calcular el campo incidente en el sistema. A
continuacion se describe el porqué de su necesidad y la forma matematica de obtener

sus términos.
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Campo Incidente
Figura 3.7: Campo Incidente y Campo Difractado

Se ha considerado un campo de ondas elésticas armoénicas planas en el terreno
que incide verticalmente desde el infinito. La presencia de la estructura cilindrica
semienterrada provoca una distorsion del campo de movimientos en comparacion al
producido en zonas alejadas. Asi, el campo de desplazamientos puede considerarse
como la superposicion de dos problemas (figura 3.7). El primero lo constituye el
campo provocado por el tren de ondas incidente sobre el semiespacio viscoelastico
estratificado (uf) cuya expresion analitica es conocida y su obtencion se describira
a continuacion. El segundo representa el campo difractado por la presencia de la
estructura circular (ug). El campo total en cada estrato serd la suma de los dos
(uf = uf + u). El sistema de ecuaciones se obtiene planteando el MEC para el

campo difractado en cada region. Asi en el estrato k
H*up = Gt (3.24)

Teniendo en cuenta las consideraciones realizadas para el campo total en cada

dominio, la ecuacion (3.24) en el mismo estrato puede escribirse como sigue:
H*uk — GFt& = H*uf — GFtf (3.25)

El segundo miembro de (3.25) es dato y pasa al vector del lado derecho del sis-
tema de ecuaciones. Escritas las ecuaciones (3.25) para todos los estratos, ya en
términos de campo total, se aplican las condiciones de contorno y las condiciones en
las interfases. En la superficie libre del terreno se prescribe ausencia de tensiones.
En los nodos de las interfases entre estratos se prescribe equilibrio de tensiones y

continuidad de desplazamientos.
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Calculo del campo incidente en un semiespacio

A fin de calcular los valores que conforman el vector del lado derecho, es nece-

sario obtener las amplitudes de la onda incidente.

La excitacion sismica se modela mediante trenes de ondas armonicas planas P y
S que inciden verticalmente desde zonas muy profundas del terreno. Cuando la onda
sismica alcanza la superficie libre, se produce un efecto de difraccion que genera otra
onda descendente. Asi el efecto global del sismo se verd influido por el conjunto de
la onda incidente (ascendente) de amplitud A; y la onda reflejada (descendente) de

amplitud Ag.

Figura 3.8: Propagacién de ondas en un semiespacio

s Incidencia vertical de ondas P

En el caso de que la onda incidente fuese del tipo P los desplazamientos y las
tensiones en funcion de las caracteristicas mecéanicas del semiespacio y la profundidad

seran:

u = <A[ 6%;2 + AR ei;;) (ei“t) (326)
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Oz = Oyy = A5,
0. =(A+2G)e..
(3.27)
Ope = Oyy = A (ﬂ) <—AI ¢ Cr + Agr e%;) (e™1)

. —iwz

0.. = (A + 2G) (%) <_AI eCr + Ap eicu')_;) ()

A fin de despejar las amplitudes de la onda reflejada e incidente, se establecen

las condiciones de contorno en la superficie libre (z=0) donde debe cumplirse que:

u = le
(3.28)

0,, =0

Despejando en (3.26) y (3.27) después de haber sustituido estos valores, se ob-
tiene que A; = Ag = % Asi pues los campos de desplazamiento y tensiones respon-

den a las expresiones:

u=1 <e_ig_; + eig_;> et

0.. =5 (A+2G) <é—“;) (—e%;z + eicw_;) (e™t)
s Incidencia vertical de ondas S

El proceso a seguir es totalmente idéntico al correspondiente para ondas P, las
tnicas diferencias son que los desplazamientos originados tienen como direcciéon prin-
cipal el eje y; los términos no nulos del tensor de tensiones no son los de la diagonal

principal sino los términos cruzados o,.; y la velocidad de propagacién de onda es: Cg

Asi que, partiendo de:

v = (AI e s Ag eic%> (e (3.30)
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—twz

oy. =G (E) <—AI eC;S + Ap 6@_;) (ew) (3.31)

Para unas condiciones de contorno en la superficie libre (z—0) anélogas a las del

caso anterior

(3.32)

Se obtiene que las ecuaciones que rigen los desplazamientos y las tensiones en el
semiespacio son:
1 _iwz iwz .
v=3 <e Cs —i—eCS) et

(3.33)

—iwz @

o = 3G (&) (~e7F 45 (e

Calculo del campo incidente en un suelo estratificado

En un caso mas cercano a la realidad, se supone que el semiespacio se encuentra
dividido en estratos, cada uno con su extension y propiedades mecénicas. En una
generalizacion de lo explicado en el apartado anterior, se puede decir que conforme
la onda va encontrando en su propagacion vertical fronteras entre los medios de di-
ferentes caracteristicas mecéanicas se van produciendo ondas incidentes y reflejadas,
de tal manera que en cada medio por el que se transmite el sismo, existe una onda

ascendente de amplitud A} y una onda descendente A%

Mediante las condiciones de compatibilidad de desplazamientos y equilibrio de
tensiones, se puede despejar el valor de estas amplitudes, y determinar una expresion

general para terrenos con un nimero indefinido de estratos.
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medio 1
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Figura 3.9: Propagacion de ondas en un suelo estratificado

= Incidencia vertical de ondas P
Los desplazamientos y tensiones en cualquier estrato n son del tipo:

v=w=~0

u" = < ?e% + A% ec%m) (e“") (3.34)

no_ -n __ n
xx_ayy _)\n‘gzz

o', =\ +2G,) e,

zz

g

(3.35)
Ohy = 0y = An (%) (—A}‘ eCrn + AT, e%> (e™t)

o, = (A +2Gn) <C’—;’n> (—A}‘ e 4 A% eCTn> ()

Para establecer cuales seran las amplitudes de las ondas incidente y reflejada en

cada estrato, se deberan aplicar las condiciones de contorno correspondientes.

Asi en la superficie (z = 0) resulta que:

u=1e

(3.36)

0., =0
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sustituyendo en (3.34) y (3.35) resolvemos que A} = Af, = 3. Asi pues los campos

de desplazamiento y tensiones responden a las expresiones:

1 1 iwz wz ot
ut =3 (6 Cp1 —|—eCP1> e

(3.37)
ol =3 (A +2G) <é;’1> <—€7Ci:12 + eéﬁ) (e™t)
En la interfase entre los medios 1 y 2 (2 = —hy) se impone equilibrio de tensiones
y continuidad cinematica
Ul = 2
(3.38)
0.. =02,

Con ello se obtienen las siguientes expresiones para las amplitudes de las ondas

en el medio 2

—iwho iwh —iwho ]

A2 =170 [(1+K)ec—z»f+(1—K)e Chn
(3.39)
iwhy iwhy —iwhy
A% = 2e%p [(1 —K)e® +(1+ K)e }
en donde K es una constante que depende de las propiedades de ambos estratos

A +2G1 Cpsy
=—— —= 3.40
Ao +2Gy Cpy (3.40)

Siguiendo el mismo proceso se puede despejar las amplitudes de un estrato k en
base a las del estrato inmediatamente superior k-1, estando situado el primero a una

profundidad H desde la superficie libre

—iw iwH —iwH
A’; = %QTW? [(1 + K)A’;_l eCrrk—1 4 (1 — K)A’;{l eCqu]

(3.41)
—iwH iwH —iwH
Ay =3 e (1= K)AY e 4 (14 K) Al e |
Ahora, la constante de propiedades K queda definida de manera general como:

_ M1 +2Gr_1 Cpy

3.42
M +2Gy Cpr_q ( )
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s Incidencia vertical de ondas SH

El procedimiento a seguir para este caso es analogo al del apartado anterior. En

este caso, los desplazamientos seran del tipo:

u=w=20

n n ez n 2= iwt
vt = <AI e Csn +AReCSn) (%) (3.43)
Se vuelve a obtener los términos del tensor de tensiones por derivacion, y en este
caso el tnico término no nulo es:

o= G () (~p 750 4 At ) (o) (3.44)

Recurriendo a las condiciones de contorno en la superficie libre se tiene que en
z=0

(3.45)

Donde es facil despejar de (3.43) y (3.44) que las amplitudes en el estrato supe-

rior toman al igual que en el apartado anterior valores tal que A} = A = 1

Para calcular el resto de amplitudes, se aplican las condiciones de compatibilidad
de desplazamientos y equilibrio de tensiones en la interfase de los medios 1 y 2. Por

lo tanto a una profundidad hy deberd cumplirse que:

vt =2
(3.46)
1 2
o), =0,

con ello se obtienen las siguientes expresiones para las amplitudes de las ondas

en el medio 2

—iwho iwho —iwho

A} =1e s [(1—1—2—;%)6051 + (1— ﬁﬁ) 60—51]

Gz Cs1
(3.47)

9 1 iwho a o iwho a o —iwho
1 C _ b1 LS C L1 Ls2 C
AR_4€ 52 [(1 Gzcs1>e s +<1+G2031>6 St }
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de igual forma para dos estratos cualesquiera consecutivos k-1 y k cuya interfase

se encuentra a una profundidad H desde la superficie libre se impone:

oh1l — ok
(3.48)
oy = oy,

y asi se obtiene la relacion entre las amplitudes de las ondas de ambas capas:

iwH iwH iwH
E_1,—¢ Gr—1 Cgp k=1_Tqr 1 _ Gk1 Cgy k=1 _"Cgr_1
AI = ge Csk [(1 —+ G Cars AI e + (1 G Cora AR e

iwH

iw H iwH
k _1,¢ _ Gr-1 Ca k=1_Cgp_1 Gr-1 _Cgsi k=1, Cgp
AR_ze Sk [(1 Gr Car AI e +(1+ Gr Cors AR e
(3.49)

expresiones que ya pueden introducirse en (3.43) y (3.44)

Calculo del campo incidente en un semiespacio con una capa de agua

Como tltimo caso de este estudio, se debe cuantificar de alguna forma la influen-
cia en la propagacion de la onda sismica de una masa de agua que descansa sobre

el terreno.

La onda se transmiten por el agua en forma ondas de presion, no de desplaza-
mientos como lo hace a través de los cuerpos solidos. Si se define el equilibrio de un

elemento diferencial del fluido (figura 3.10), se tendra que en el dominio del tiempo:

[p—(p+dp)]A=pAdxi (3.50)
+’LX¢
P <P

Figura 3.10: elemento diferencial de agua
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donde la presion y los desplazamientos son del tipo:

p= Peiwt
(3.51)

u = Ue"!

Expresando (3.50) en el dominio de la frecuencia y despejando la amplitud del

desplazamiento se obtendra

[P — (P+dP)]Ae™“ = —pAdrw?Ue™ (3.52)
P
—‘;—x = —pw?U (3.53)
1 dP

De esta forma ya queda definido el comportamiento de la onda en propagacion
a través del fluido. Donde al contrario que en el medio solido, la variable principal

es la presion y la derivada el desplazamiento.

Las diferentes amplitudes para cada pareja de ondas (incidente y reflejada) seran
calculadas como en los casos anteriores aplicando las correspondientes condiciones

de contorno

s Incidencia vertical de ondas P

En este particular los desplazamientos verticales que recorren los estratos solidos,

se transmiten a la capa liquida en formas de ondas de presion.

Asi en el agua, las ondas de presion seran del tipo:

pt = (Pt + PRe) () (3.55)

y su variable derivada, es decir, los desplazamientos, tomaran la forma de:

]_ 1 iwz iwz .
u = P Pl = P (—iky) [PI“ e % — Pp e_C_a} (e™") (3.56)

Ya se ha visto anteriormente que los desplazamientos y tensiones en un estrato'n’

seran tal que:
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Figura 3.11: Propagacion de ondas en un suelo estratificado y una capa de agua

= (A? eTrn + A%y e&) (e™") (3.57)
U;’Lx = U;Ly = )\n 8?2
?z = ()\” + QGn) g?z
| | (3.58)
Ony =00 = An < ) <—A}‘ eCrn + A, e%> (e™1)

g

mo= (A +2G,) (22 ) (—A? e + At 6c%m> (e™1)

Para despejar las diferentes amplitudes aplicamos las condiciones de contorno en
la superficie libre y las interfases. En el equilibrio la presion en la superficie (z = Z)

debe ser nula, asi se plantea que:

iwZ wZg

Pl @t 4 Pleet =0 (3.59)

En la interfase agua terreno, se dara ahora la misma condicién de contornos en
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desplazamiento que en los casos anteriores
u' = 1e™ (3.60)

aunque en este caso y por la ley de compatibilidad, los desplazamientos en agua
y terreno deben ser iguales:

u* = ut = 1™ (3.61)

por lo que en z=0, queda que en (3.56)

! (_Cf“") Pe— P =1 (3.62)

Paw?
y de (3.57)
Aj+ AR =1 (3.63)

segun la ley de equilibrio, las presiones en el agua, deberan ser iguales y de signo

contrario a las tensiones en el terreno en el punto de contacto(z = 0)

O-;z = _pa
(M +2G1) (él) (—Ab+ AL) = — (P? + Pg) (3.64)
P1

En el resto de interfases, las condiciones de contorno a aplicar tienen la mis-

ma estructura que en el apartado anterior, y de forma general toma sentido las

ecuaciones
uk—1 =
(3.65)
k-1 _ _k
azz - azz

Con (3.59) y (3.62) se establece un sistema de ecuaciones, cuyas incognitas son

las amplitudes de onda en el agua, y cuya solucion es:

1PawW 1
Pp = — .
T7 0 11 e it (3.66)
i Da o2t 2l

pe = (3.67)

w
Ca 1+e—2’lc—azsl
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Para resolver las amplitudes del estrato superior, se toman los valores recién

obtenidos, y se sustituyen en (3.64), obteniéndose otra ecuacion tal que:

1 ‘I‘ 6—2Z Ca Zsl

: : 1 — o 226l
(M +260) (A ) (~Ay+ ARy = -2 (20 (3.68)
Cp1 Ca

que unido a la ecuacion (3.63) forma un sistema de ecuaciones que tiene como

solucién los valores:

1 ipa CPl 1-— 6—21'6%231
=gt e = 3.69
! 2 - Ca (>\1 + 2G1) 1+ 6_27'C_aZSl ( )

1 ipa CPl 1-— 6—21'6%231
a1 s o 3.70
2 [ Co (M +2G1) 1 4+ e 2T ?s ( )

Para el resto de los estratos el proceso es idéntico al realizado en apartados
anteriores, ya que so6lo consiste en despejar los valores de las amplitudes de cada
capa de terreno en funcion de la inmediatamente superior. Este calculo esta descrito
para la propagacion del campo incidente en un semiespacio estratificado y tiene
como solucion:

—iw iwH —iwH
Ak = Lo [(1 + K)AF T ePrit 4 (1 — K) AR e—cpk,l]

(3.71)
—iwH

—iw iwH
Al = 1eTnn (1= K)Af e¥niot 4 (14 K) Al e |

o Ai—1 +2Gr—1 Chpy
A +2Gr Cpr—y

(3.72)

s Incidencia vertical de ondas S

Dado que este tipo de ondas se transmiten mediante tensiones tangenciales, no
existe incidencia por parte de esta onda en el agua. Asi que el problema se reduce al
ya calculado en la seccion anterior ‘propagacion de ondas S en suelos estratificados’.

A forma de resumen las soluciones para este caso son:
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Desplazamientos:
u=w=>0
v = (Ay eTon + A ec—) Cad (3.73)
Tensiones:
Oge = Oyy = Ozz = Ogy = Ogz = 0
n w n —iwz n wz it
o, =Gy C (—AI eCsn + Aj eCSn) (e“") (3.74)
Sn

Amplitudes estrato superior:

(3.75)

Amplitudes resto de estratos:

iwH iwH iwH
k _ 1 _"Cea. Gr_1 Cgsyg k=1 Cgp_1 _ Gr1 Csp k=1 " Cgqr_1
AI =5e sk [(1 + Cn T AI e + (1 G Cons AR e

iwH iwH iwH
k C _ Gr1 Csi k=1 ,Cgr_1 Gro1 Csi k=1 " Tgr
AR_ e Csk [(1 Gr Car AI e + 1+ Gr Cors AR e
(3.76)

3.4. DESCRIPCION DE LAS CARACTERISTICAS FISICAS

Y GEOMETRICAS

3.4.1. La estructutra

La estructura planteada en la figura 1.1 ofrece demasiados huecos y esquinas los
cuales incrementarian notablemente el nimero de grados de libertad, y la posibilidad
de generar problemas de esquina (superabundancia de incognitas). Asi que a fin de

poder procesarlo de manera mas efectiva, se han optado por varias simplificaciones:
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- Simplificacion de la base del cilindro, dotdndolo de un fondo totalmente plano
(figura 3.12)

N |:> N

Figura 3.12: Detalle de la simplificacion en la configuracion estructural

- Incorporacion de la pantalla al cuerpo del cilindro, considerando ambos como

el mismo dominio de hormigén

- Supresion de espacios entre forjados en la parte baja del cilindro. Dada la
alta rigidez estructural de este conjunto se considera como si fuera una parte

maciza.

- Con la intencion de mantener ciertas propiedades dinamicas de la estructura
original, como la altura del centro de gravedad, se divide el macizo en dos
dominios y se calculan las densidades que deben tener cada uno para cumplir

con esta premisa.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, la estructura de hormigén armado queda
simplificada como se muestra en la figura 3.13.

Las propiedades de cada dominio se muestran en la tabla siguiente

Dominio 1 Dominio 2
v 0.2 0.2
p 2685.85 kg/m? 2253.42 kg/m?
& 0.05 0.05
G 11,500 - 10° N/m? | 11,500 - 105 N/m?

Donde v es el coeficiente de Poisson; p la densidad; & el factor de amortiguamien-

to; y G es el coeficiente de rigidez transversal
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Figura 3.13: Dominios de la estructura

3.4.2. El terreno

La caracterizacion del terreno estd basada en materiales y una configuracion
bastante comin en geologia. La roca sedimentaria, forma suelos mas o menos bien
consolidados conteniendo normalmente un 50 % de materiales arcillosos y otro 50 %
de minerales de cuarzo. Se dispondra desde el punto de vista geotécnico de tres

estratos:

- Una capa superior de 37 metros de profundidad, compuesta en su mayoria por

arcilla roja considerandose de dura a muy dura.

- Una segunda capa, hasta los 46 metros de profundidad, formada principal-

mente de marga (conglomerado de caliza y arcilla)

- La estructura se apoyara en un ultimo estrato de rocas arcillosas sedimentarias

Se debe tener en cuenta la posibilidad de que si la estructura es utilizada en
sistemas hidroeléctricos, sera necesario contar con una altura de 10 metros de agua,

lo que hace definir la seccion del terreno tal y como queda en la figura 3.14

Las propiedades del terreno quedan definidas en la siguiente tabla:
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§§ Estrato 1

37m

§ Estrato 2

Estrato 3

9m

Figura 3.14: Estratigrafia

Estratol Estrato2 Estrato3
v 0.3 0.3 0.3
p 2000 kg/m3 2100 kg/m3 2200 kg/m?
= 0.05 0.05 0.05
G 5-108 N/m? | 1,029 - 10° N/m? | 2,2 - 10° N/m?
Cs 500 m/s 700 m/s 1000 m/s

Las contantes fisicas son las mismas que en la tabla anterior y Cs es la velocidad

de propagacion de ondas secundarias (tipo S) a través del material.

Existe una formula que relaciona las velocidades de propagacion primaria y se-
cundaria:
2(1—-v)

Las propiedades para el agua son las conocidas, una densidad de 1000 kg/m3,
un factor de amortiguamiento nulo y una velocidad de propagacion de onda de
1438,6 m/s



Capitulo 4

Modelo de Elementos de Contorno

del problema a analizar




INTRODUCCION

En este capitulo se describen los problemas y las mallas los cuales serdn los
ejemplos de aplicacion para los métodos directo e indirecto, y los que serviran para

su posterior comparacion . [4.1, 4.2, 4.3, 4.4y 4.5].
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El estudio se ha estructurado en forma de fases sucesivas, las cuales van incre-
mentando su complejidad con cada evolucion. Esto consigue una mejor comprension
de la influencia en la respuesta del sistema de las diferentes caracteristicas del sis-
tema. Ademas, se consiguen con estos diferentes ejemplos en los que aplicar ambas
metodologias y comparar sus resultados. Asi que este hecho ha desembocado en la

formulacion de 6 problemas diferentes:

s Problema |

Figura 4.1: Problema I

El problema més sencillo consiste en colocar sobre un semiespacio un cilindro in-
finitamente rigido de dimensiones menores a los de la estructura real, y se le somete

a las dos solicitaciones sismicas previstas.

s Problema II

Figura 4.2: Problema II

A continuaciéon en el siguiente problema se considera que el mismo cilindro se
encuentra totalmente enterrado en el semiespacio, en este punto aparecen efectos de

interaccion cinematica en el campo incidente, debido a la presencia de la cimentacion.
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La comparacion con el problema I desvelara los efectos de el soterramiento en la res-

puesta.

s Problema III

Figura 4.3: Problema III

Para el problema III se vuelve a colocar el mismo cilindro apoyado en la superfi-
cie. En esta ocasion el terreno presenta una disposicion de estratos, sus propiedades
fisicas son diferentes entre si, lo cual alterard el campo incidente. También seran
aplicadas las cargas sismicas correspondientes a los dos tipos de ondas. La compara-
cion con el problema I, muestra la influencia que ejercen la presencia de los estratos

en la respuesta dinamica.

s Problema IV

Figura 4.4: Problema IV

El ultimo problema en el que esta presente el cilindro, consiste en considerar que
se encuentra enterrado totalmente en el terreno estratificado. Las caracteristicas fisi-
cas fueron descritas en el capitulo anterior y el cilindro cuenta con la masa total de

la estructura de hormigén a la que sustituye.
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Figura 4.5: Problema V

s Problema V

En este modelo, se sustituye el cilindro por la geometria real con el valor de
rigidez propio del hormigén. Se sitiia en su posicion correspondiente donde los 50
metros inferiores estan enterrados en el suelo estratificado. Es de suma importancia
el efecto de la rigidez de la estructura, factor que el método indirecto no puede in-

cluir en sus resultados mientras que el directo si lo hace.

s Problema VI

Figura 4.6: Problema VI

El dltimo problema, anade un medio potencial por encima de la superficie libre
del terreno. Lo cual tendré efecto en la respuesta dindmica del sistema frente a los
dos tipos de ondas incidentes. Dicho efecto se podra cuantificar mediante la com-

paracion de resultados entre el problema V y el presente.

El MEC requiere que so6lo se discreticen las superficies que delimitan los dife-
rentes dominios. Asi por ejemplo discretizar el terreno s6lo requerira un plano que
defina su parte superior, y los correspondientes a las secciones que marcan la con-

fluencia de estratos.
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Dado la existencia de una doble simetria geométrica y de cargas, permite que el
problema se simplifique a un cuarto de la geometria, ahorrando asi grados de liber-
tad y por tanto tiempo de computacion. Esto es posible gracias a la implementacion

del programa basado en el MEC.

A continuacién se describen en detalle las diferentes mallas conformadas por las
superficies que definen la estructura y las superficies que delimitan los estratos y la

parte libre del terreno.

4.1. PROBLEMA I

El primer problema consiste en un cilindro de 50 metros de altura y 30 de
didmetro apoyado sobre un terreno sin estratificar. La estructura maciza cuenta
con la masa total del problema original y las propiedades del terreno serén las co-

rrespondientes al estrato superior descrito en el apartado [3.4.2] del capitulo anterior.

El modelo esta conformado por dos dominios, uno correspondiente al terreno y
otro a la estructura y 3 contornos. Dado que en la esquina superior del cilindro son
conocidas las tensiones en ambas caras, no es necesario duplicar los nodos que la

conforman.

Asi el problema discretizado en elementos de contorno tendra el aspecto de la
figura 4.8
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Figura 4.7: Dominios y contornos del Problema I

Figura 4.8: Malla Problema I

4.1.1. La estructura

El cilindro se discretiza de manera sencilla, no hay necesidad de duplicar nodos
en el vértice superior que une la tapa con la pared, pero si en la inferior donde
confluyen dos dominios diferentes (el hormigon y el terreno). Los elementos rectan-
gulares de 9 nodos se distribuyen uniformemente en las tapas superior e inferior del
cilindro siguiendo un patrén radial de 4 elementos en 90°. En el vértice se recurre
a triangulos en una malla mas apropiada al pequeno espacio y se evita la deformi-
dad de los elementos. A lo largo de la pared se continua con la rejilla de elementos

cuadrangulares formada en las tapas manteniendo una malla conforme y se divide
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de manera uniforme manteniendo un ratio de aspecto adecuado.

Figura 4.9: Estructura Problema I

4.1.2. La Superficie Libre

Se tomd una superficie libre de longitud igual a 10 veces la altura del cilindro, lo
que son unos 500 m. Se utilizan principalmente elementos de 9 nodos, y se concentra,
la mayor parte de los mismos en la zona cercana a la estructura. En esta zona, los
elementos de la superficie libre abarcan 22.5° (4 elementos por arco) mientras que en
la més externa, para evitar la deformidad de las divisiones, debido a la concentracion
de los mismos, se pasa a otro patréon donde existen 8 elementos en cada arco. Para
evitar la disconformidad de malla se establece una zona de transicion a base de

elementos triangulares de 6 nodos.
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Figura 4.10: Superficie Libre Problema I

Para los problemas necesarios a resolver en el método de los tres pasos, la in-
teraccion cinematica y las rigideces del terreno, se conforma una malla con la dis-
cretizacion del terreno y solo la tapa inferior del cilindro, en donde serdn aplicadas

las cargas para el calculo de rigidez.

4.2. PROBLEMA II

En este problema, el cilindro se encuentra enterrado en el semiespacio. Su parte
superior se encuentra a ras de suelo. Las propiedades de la estructura y el terreno
son idénticas a las del problema anterior. Del que difiere s6lo en su configuracion

geomeétrica.

Cuenta de nuevo con dos dominios diferentes y 4 contornos, ya que en esta

ocasion si aparece un problema de esquina en la superficie del cilindro.
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Figura 4.11: Dominios y contornos del Problema II

Figura 4.12: Malla Problema II

4.2.1. La estructura

En esta ocasion se utiliza un patréon de cinco elementos por arco en los 90° que
se discretizan. Este diseno se prolonga formando una malla conforme a lo largo de
todo el cilindro. Los elementos cuadrangulares mas cercanos a los bordes se trazan
mas pequenos para comprobar si el efecto del incremento en la densidad de nodos
cercanos a esquinas es apreciable. Ahora en las esquinas superiores es necesario
duplicar nodos, ya que sera de utilidad a la hora de desvincular la tapa superior del

resto de la malla.
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Figura 4.13: Estructura Problema II

4.2.2. La Superficie Libre

Se toma como superficie libre a discretizar una longitud equivalente a 10 veces
la profundidad del pozo excavado. Para la malla se prolonga el modelo iniciado en
el cilindro. Consistente en cinco elementos rectangulares por arco y 20 a lo largo
del radio. También se concentran elementos en la zona mas proxima a la estructura

a fin de que el ratio de aspecto en todos los elementos de la superficie libre sea similar.

Figura 4.14: Superficie Libre Problema II

En esta ocasion para el modelo de los tres pasos Se utiliza una malla compuesta
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por la superficie libre, la pared discretizada del cilindro, y su tapa inferior. Con lo
cual resulta en la configuracion de un semiespacio con un pozo perforado del tamano

del cilindro.

4.3. PROBLEMA III

Para este problema se vuelve a desenterrar la estructura, y ya se incluye la es-
tratigrafia del terreno. Por lo tanto se aumenta el nimero de dominios hasta 4, y
se delimitan con 5 contornos. Al comparar este problema con el primero, se podra

observar la influencia de la estratigrafia en la respuesta ante una misma excitacion.

Figura 4.15: Dominios y contornos del Problema III

4.3.1. La Estructura

La realidad es que este problema es un calco del primero, s6lo ha sido necesaria
la inclusion de dos superficies discretizadas que modelen las interfases entre los

diferentes estratos, asi que el cilindro mantiene su discretizacion original.
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Figura 4.16: Malla Problema III

Figura 4.17: Estructura Problema 11

4.3.2. La Superficie Libre

Para este modelo, en el que se requiere introducir la estratigrafia, y dado que
solo se discretiza las superficies que limitan los dominios, para incluir los diferentes
estratos, se anaden dos planos en forma de cuna circular de 90° a las distancias
correspondientes a las profundidades de las interfases entre estratos. La superficie
libre y las dos interfases seran mallas idénticas situadas a deferentes cotas. También
se opto por discretizar la superficie hasta una distancia de 500 m (10 veces la altura
del cilindro)
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Figura 4.18: Superficie Libre Problema 111

En la figura 4.18 se muestra a la izquierda la discretizacion de la superficie libre,
y a la derecha la malla de una interfase entre dos estratos, la tinica diferencia es la
zona en la que se apoya el cilindro dibujada en diferente color. Para el problema de

los tres pasos, el modelo lo constituiran tres planos paralelos

4.4. PROBLEMA [V

Como ultimo modelo antes de adoptar la configuracion geométrica definitiva, se
le anaden los diferentes estratos al problema II. Es decir, el cilindro se encuentra
enterrado en un suelo estratificado. Cuenta el modelo con 4 dominios que deben ser
discretizados en 8 contornos, la unién entre cada frontera entre estratos y la estruc-
tura implica que al unirse tres contornos que limitan tres dominios diferentes, deben
triplicarse los nodos pertenecientes a esa curva. Comparando los resultados de este
problema con el II y con el III podemos establecer el grado de influencia que tiene

la composicion del terreno y la posicion del cilindro sobre el mismo.
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Figura 4.19: Dominios y contornos del Problema IV

Figura 4.20: Malla Problema IV

4.4.1. La Estructura

Se debe en este momento prestar especial atencion al mallado del cilindro, sobre
todo en su parte lateral. Para poder aplicar sin problemas el método de los ele-
mentos de contorno, los diferentes contornos deben confluir con los limites de otros
contornos. Asi se reestructuran las cotas de los elementos a lo largo de la pared
para que puedan coincidir con los planos donde confluyen los planos de interfase
entre estratos. A esto es debido que en la imagen 4.21 la fila de elementos inferiores
aparezcan mas estrechos que los demas. Ya que es por esa cota donde coincide con
la discretizacion del contorno que divide a los estratos inferiores. La discretizacion

de las tapas es idéntica la del problema anterior.
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Figura 4.21: Estructura Problema IV

4.4.2. La Superficie Libre

La configuracion adoptada vuelve a ser la de un radio de diez veces la profun-
didad de la excavacion. y el modelo de malla es el mismo que se ha explicado en
los problemas I y III. Ahora se cuenta con dos superficies extra que se unen con el

cilindro a la altura de lineas duplicadas de nodos previamente preparados.
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Figura 4.22: Superficie Libre Problema IV

Considerando solo los tres planos que determinan la estratigrafia, la pared la-
teral y el fondo del cilindro se define el modelo necesario para calcular los pasos

intermedios del método indirecto.

4.5. Problema V

En este problema se abandona la estructura simplificada (el cilindro) para susti-
tuirla por la configuracion estructural definitiva, modelada mediante el conjunto de
dos dominios que asemejan las caracteristicas fisicas de la estructura inicial. E1 mo-
delo cuenta con 5 dominios, dos pertenecientes a la estructura y 3 pertenecientes a

los estratos, y la geometria se define por medio de 13 contornos.

Las propiedades ya se describieron en el capitulo inmediatamente anterior a este,
asi como las simplificaciones geométricas aplicadas. Por lo que el problema quedara

tal y como muestra la figura 4.24.
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Figura 4.23: Dominios y contornos del Problema V

Figura 4.24: Malla Problema V

4.5.1. La Estructura

Ahora se trabaja sobre el modelo de 80 metros de altura y 30 de didmetro.
Cuenta con dos dominios delimitados, la parte inferior es un cilindro macizo y la
parte superior es un cilindro hueco. Por lo que la malla resultante es tal y como
aparece en la figura 4.25. Abundan en esta discretizacion los nodos duplicados, ya
que esta formado por numerosos contornos, debido a la inclusion de los estratos y a

las esquinas que tiene el modelo.
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Figura 4.25: Estructura Problema V

4.5.2. La Superficie Libre

En esta ocasion se opta por una malla de 8 elementos por arco de 90° y de un
radio discretizado al igual que en los casos anteriores de 10 veces la longitud del pozo
excavado. Entre la superficie y la estructura, aparece una disconformidad de malla
(por un lado se tiene 4 elementos y por el otro 8) que se salva aplicando el mismo

procedimiento que para un problema de esquina (Estrategia de colocacion no nodal).

Para el problema de los tres pasos la malla utilizada serd la misma que en el
problema IV (la geometria del pozo y la composicion del terreno son idénticas en

ambos casos).
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Figura 4.26: Superficie libre Problema V

4.6. Problema VI

Ya que la superficie libre del agua no es necesario que sea discretizada, la misma
malla del problema V es utilizada para realizar los calculos de este caso. La tnica
condicidon necesaria radica en la necesidad de aplicar las condiciones de contorno
correspondientes en las superficies de la estructura que estén en contacto con el
medio potencial (en prevision de este caso ya se prepar6 la malla en el problema
anterior). Al incluir un dominio potencial al conjunto, el nimero de contornos no

varia con respecto al anterior pero si lo hace el de dominios, que eleva su niimero a 6.

En este problema no se aplica el Método Indirecto de resolucion, ya que la pre-
sencia de la masa de agua lo hace incompatible con el modelo dindAmico equivalente
planteado, por lo cudl se hace innecesaria la preparacion de un modelo del terreno

y la perforacion.

NOTA: Aunque estas fueron las mallas utilizadas en un primer momento debido
a los resultados obtenidos para los problemas IV, V y VI se realiz6 una optimizacion
de las mismas cuyo proceso se explica detalladamente en el Apéndice A. Con las mal-

las de este apéndice se obtuvieron las respuestas mostradas en el capitulo siguiente
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correspondientes a dichos problemas






Capitulo 5

Resultados




INTRODUCCION

Se ha tratado de transmitir en capitulos anteriores el conocimiento necesario
para poder calcular, representar y entender los resultados que se presentan a conti-
nuacion. Estos resultados se muestran ordenados por problemas, los cuales han sido
descritos en el capitulo anterior. Cada problema se resuelve primero por el método
indirecto, recalcando cada uno de sus tres pasos y representando las diferentes solu-
ciones parciales. Después se procede a calcular la respuesta dinamica del sistema en
el punto de estudio (el nodo central de la base inferior). Una vez se han representado
e interpretado las funciones de transferencia correspondientes, se vuelven a calcu-
lar las mismas por el método directo. Estas nuevas curvas se representan sobre los
desplazamientos calculados por el método indirecto y se analizan las posibles dis-
crepancias. En funcion del problema, se procede al anélisis de la influencia de alguna
caracteristica (grado de enterramiento, estratos...) a través de la comparacion con

otro problema ya resuelto.
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5.1. PROBLEMA I

|

Este ejemplo, que consiste en un cilindro infinitamente rigido apoyado en el te-
rreno sin estratificar (figura 5.2), se modela como dos dominios delimitados por tres
contornos, dos que delimitan el perfil del conjunto y uno comtn a ambos dominios.
Se realizan dos simulaciones diferentes: una en la que se le aplica una onda del tipo
P (direccion de propagacion de la onda y de desplazamientos en el eje z) y otra en
la que se le aplica una onda de tipo SH (la onda incidente se propaga en el sentido
positivo del eje z y conlleva desplazamientos que tienen valores no nulos en en eje
y). Esta tltima perturbacion provocard, al estar ambos movimientos acoplados, un

giro en la estructura que también puede ser medido.

En este problemas y los siguientes, se tomara como parametro objetivo de com-
paracion para la onda P el desplazamiento vertical de un punto situado en el centro
de la base del cilindro; y para la onda SH el desplazamiento horizontal del mismo
punto y el giro de la base. Este giro puede ser calculado en radianes dividiendo el
incremento de desplazamiento vertical en el extremo de la base con respecto al punto

central de la misma (u$ — u) por la longitud del radio en metros (figura 5.1)

Figura 5.1: Calculo del valor del giro de la base

Estas curvas se muestran adimensionalizadas respecto la amplitud del desplaza-
miento en un punto del terreno lo suficientemente alejado de la estructura, donde
el campo reflejado se haya amortiguado totalmente, es decir, el efecto local de la
cimentacion sea inapreciable. Esta localizacion se denomina punto de campo lejano.

Asi, en la figura 5.2 se muestran los desplazamientos que intervienen en la relacion.
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El movimiento del punto central de la base, ya sea vertical u horizontal y el de
referencia en un punto de campo lejano. Para el giro los valores que se representan
tienen unidades de rad/m. Por tanto, estds curvas pueden ser consideradas las re-

presentaciones graficas de la funcion de transferencia del sistema.

Desplazamientos y giro
en el punto central
de la estructura

Desplazamientos
en campo lejano

el
u

Figura 5.2: Adimensionalizacion de desplazamientos

Los desplazamientos a calcular, seran por tanto:

o o o

_uz _uy _9
’LLZ—@ ’U/y—w e—m
z Y Y

Estos valores se representan frente a la frecuencia (w), que también ha sido adi-
mensionalizada (ag), en funcion de una caracteristica fisica del terreno, la velocidad
de propagacion de ondas de tipo S (Cyg) del semiespacio, y el radio de la estructura.

R

ap = w - s (5.1)

El estudio abarca las frecuencias (w) entre 0 y 25 Hz, lo que es lo mismo, valores
de ay comprendidos entre 0 y 4,7. Se ha escogido este rango de frecuencias ya que

es el que abarca las principales frecuencias naturales del sistema.

5.1.1. Meétodo Indirecto

Como ya se ha comentado en numerosas ocasiones, el método indirecto busca
plantear un sistema simplificado cuya respuesta sea lo mas aproximada posible a
la del sistema original. Para ello trata el calculo de manera escalonada en varios

problemas secuenciales.
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Interaccion Cinematica

Como se explico en 3.2.1 la primera parte del método implica calcular los des-
plazamientos del terreno sin tener en cuenta la influencia de la masa de hormigén
y considerando infinitamente rigida la zona de contacto entre estructura y terreno.
El modelo resultante es un semiespacio sometido a un campo incidente que genera
un desplazamiento de amplitud unitaria (1e™“') en la superficie. Dado que la on-
da incidente se propaga de manera vertical y que todos los puntos de la superficie
se encuentran a la misma cota, tendran desplazamiento unitario, por lo que una
cimentacion superficial infinitamente rigida no tendra ninguna influencia en el des-
plazamiento del suelo (figura 5.3). Esta respuesta sera utilizada como excitacion en

el modelo dinamico equivalente planteado en el tercer paso.

Cimentacion Superficial Rigida

TERRENO
Onda
Incidente ™~ $

Figura 5.3: Influencia de la geometria de la cimentacion en el campo incidente

Calculo de Impedancias

Para calcular las impedancias equivalentes del terreno se aplica, como se ex-
plico en [3.2.2], un desplazamiento armonico unitario en los contornos de contacto
entre terreno y estructura. En este problema se conocen los desplazamientos y las
tensiones son incognitas. Al resolver el sistema, se obtiene una distribucion de ten-
siones la cual es necesario integrar con respecto al punto deseado (en este caso, el
centro de la base) y se tiene como resultado una fuerza o momento (segin si se
ha aplicado un desplazamiento o un giro) equivalente a la impedancia del terreno
para ese grado de libertad. A fin de determinar todos los valores necesarios para el
problema, se llevan a cabo tres ejercicios, y cada uno de ellos, para todo el rango de
frecuencias. Aplicando en el primero (Fig. 5.4a) un desplazamiento vertical unitario,
en el segundo (Fig. 5.4b) un desplazamiento horizontal y en el ultimo (Fig. 5.4c) un

giro unitario.
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Desplazamiento aplicado en z Desplazamiento aplicado en y Giro aplicado a la base

Wi~ — <"1

1 F. (a) F, (b) M (©
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Figura 5.4: Calculo de impedancias

Las rigideces a giro y a desplazamiento horizontal, se encuentran vinculadas,
ya que las condiciones de contorno soldadas que se han impuesto establecen que al
aplicar un desplazamiento horizontal el giro debe ser nulo, y viceversa. Por lo cual
aparece un esfuerzo que impide dicho giro o desplazamiento, este valor se correspon-
de con el término cruzado de la matriz de rigidez. Si se hubiesen tomado condiciones
de contorno relajadas, es decir, tension vertical nula si se aplica un desplazamiento
horizontal, y tension horizontal nula si se aplica un giro unitario, los términos cruza-

dos hubieran sido igual a cero.

Como recordatorio, se puedes se puede rescatar del primer capitulo la ecuacion:
Kw)=ks(k+iwc") (5.2)

donde k representa el valor estatico de la rigidez, y k y ¢* son los coeficientes
que representan la parte real e imaginaria de la rigidez dindmica del terreno. Estos
coeficientes son dependientes de la frecuencia. Para una interpretaciéon en mayor
profundidad acerca del calculo de impedancias en cimentaciones, se puede consultar

numerosa bibliograffa como Dominguez (2003) o Emperador (1988).

En las figuras 5.5, 5.6 y 5.7 aparecen representados los valores correspondientes a
las soluciones por frecuencia de dichos problemas. Se muestran por separados la parte
real, relacionada con la rigidez del terreno, y la parte imaginaria de la respuesta, esta
ultima vinculada con el amortiguamiento del mismo. Al dividir este valor por a,, se
obtiene el coeficiente de amortiguamiento dindmico. Ambos valores se encuentran

escalados con respecto al valor de la impedancia estatica.
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Figura 5.5: Impedancia Vertical
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Figura 5.6: Impedancia Horizontal
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Figura 5.7: Impedancia a Cabeceo
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Problema Dindmico Equivalente

Una vez se han concluido los dos primeros pasos, se pasa a resolver el sistema
dinamico equivalente de 3 grados de libertad. Aunque al encontrarse el problema
vertical desacoplado del resto, se puede descomponer en dos problemas diferentes
para mayor simplicidad (figura 5.8), uno para cada solicitacion. El problema vertical,
cuya solucion es el desplazamiento en el eje z de un punto situado en el centro de
la base, y el problema horizontal, el cual resuelve las incognitas en desplazamiento
en el ejey, y el giro de la base. Estos sistemas se resuelven frecuencia a frecuencia
con los datos obtenidos del desplazamiento del suelo y las impedancias equivalentes,
estos se consideran respectivamente como el desplazamiento aplicado a la base del
sistema, y como las caracteristicas de resortes y amortiguadores. Ambos problemas

poseen una masa de 61,3 - 10° kg y una inercia igual a 3,51 - 1010 kg - m?2.

Mju M

0
'/ v
Kk CT 1 - O/‘G

B

Figura 5.8: Problema Dindmico Equivalente

En la figura 5.9 se representan los valores de las componentes real, imaginaria y
modulo del desplazamiento vertical. Obtenido de resolver frecuencia a frecuencia el

primer problema equivalente mostrado.
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Figura 5.9: Desplazamiento Vertical del punto central de la base. Onda P

En la misma grafica (fig. 5.9) se ha representado el desplazamiento originado por
el campo incidente en el semiespacio como una linea roja. La masa de la estructura
es la tinica diferencia entre ambos conjuntos de datos. Puede entenderse que la masa
al vibrar en la frecuencia natural del sistema (ag = 0,8) se amplien los desplazamien-
tos de la estructura con respecto a los de la superficie libre. Mientras que a mayores
frecuencias, es la inercia de la masa en unién con el amortiguamiento del terreno lo
que impide que el punto inferior de la base se mueva con la misma amplitud que el

campo excitacion.

La forma de esta funcién de transferencia puede ser explicada a través de el mo-
delo de la figura 5.10. Es un sistema de un so6lo grado de libertad, cuya masa es la de
la estructura y su rigidez se corresponde con el valor estatico del sistema estudiado
en este apartado. Como se puede apreciar, no posee amortiguamiento alguno. A la

base se le aplica un movimiento armoénico de amplitud unitaria.
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m
61,3-10°kg j u
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Figura 5.10: Modelo de 1gdl sin amortiguamiento

El moédulo de la respuesta se representa junto a los valores ya mostrados de des-
plazamiento vertical del sistema, asi en la grafica de la figura 5.11 se muestra en
rojo los resultados de este sencillo modelo. Se puede apreciar que los valores de la
respuesta tienden a infinito en el entorno de el valor de la frecuencia natural del
sistema (w, = \/m ) v después disminuye hasta hacerse cero. La respuesta del
cilindro sobre el semiespacio refleja una tendencia similar, con un pico muy marcado
en el mismo entorno de frecuencia natural (es logico que ambos sistemas tengan
frecuencias naturales muy semejantes). La razon de que los valores de la curva no se
hagan infinitos en ese punto es la presencia del amortiguamiento debido al semies-

pacio.
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Figura 5.11: Influencia del amortiguamiento

Si se somete el sistema suelo-estructura a una onda SH (propagacion en el sentido
positivo del eje z y desplazamientos en la direccion del ejey), se puede dibujar la
funcion de transferencia del sistema para los desplazamientos horizontales del punto

central y el giro en la base. Estas graficas son las figuras 5.12 y 5.13 respectivamente.

La parte real del desplazamiento horizontal, a bajas frecuencias aumenta pro-
gresivamente, esto es, amplifica el desplazamiento provocado por el campo incidente
hasta un maximo situado en el entorno de la frecuencia ag = 0.3. Después desciende
bruscamente hasta un minimo. Aparece un segundo maximo vinculado posiblemente
a la frecuencia natural de un segundo modo de vibracion. La parte imaginaria es
negativa en todo el rango de frecuencias, lo que indica que la respuesta se encuen-
tra retrasada con respecto a la excitacion en todo momento. En el dngulo superior
izquierdo de la grafica, se muestra una secciéon ampliada de las componentes de la

respuesta a frecuencias bajas.

En la grafica de la figura 5.13 se representa el giro de la base frente a la fre-
cuencia. Al estar calculado en el mismo problema que el desplazamiento horizontal
(Onda SH), es de esperar que presente las mismas frecuencias naturales. A bajas

frecuencias, el giro que se produce es antihorario cuando el desplazamiento en el
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Figura 5.12: Desplazamiento Horizontal en el centro de la base. Onda SH

campo lejano es positivo. El valor del giro aumenta hasta la frecuencia natural del
primero modo de vibracion, donde alcanza su maximo. Al igual que en el despla-
zamiento horizontal, aparece un segundo maximo, de menor valor que el primero,

cercano a la frecuencia 1.5
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Figura 5.13: Giro de la Base. Onda SH

Aunque solo se hayan presentado los resultados en desplazamientos en el centro
de la base, y el giro de la misma, el movimiento de cualquier otro punto de la

estructura puede ser calculado mediante sencillas reglas cinematicas.

5.1.2. Meétodo Directo

Mediante el modelo de elementos de contorno, se puede plantear un macrosistema
que abarque el conjunto de suelo y estructura. Planteando el sistema de ecuaciones
obtenido en 2.6, se tiene como incognitas todos los desplazamientos y tensiones de-
sconocidos del modelo. Cada nodo de un medio viscoeléstico del diseno aporta al
sistema 6 variables (3 desplazamintos y 3 tensiones), las cuales seran en su totalidad
incognitas si el nodo pertenece a alguna interfase, de otro modo serdn conocidos el
desplazamiento o bien la tension a través de las condiciones de contorno. De esta for-
ma, al resolver el sistema, quedan definidos totalmente el campo de desplazamientos
y el campo de tensiones. Para comparar esta metodologia con la indirecta, se somete
el modelo a las dos solicitaciones sismicas, y de estos dos conjuntos de soluciones, se
toman las correspondientes al desplazamiento vertical y horizontal del nodo situado

en el centro de la base de la estructura y el giro de la misma.
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A fin de comparar ambas soluciones, se representan sobre la misma grafica. En la
figura 5.14, se muestra el desplazamiento vertical del punto de estudio y se observa
que ambas son coincidentes, casi no existiendo diferencia apreciable entre ambas a lo
largo de todo el rango de frecuencias. En linea continua se muestran los resultados
del método directo y en linea de puntos los del indirecto. Este criterio se aplicara

en todo el capitulo.

En las figuras 5.15 y 5.16 se representan el desplazamiento en el ejey del punto
central y el giro de la base resultantes de someter al sistema a una onda tipo SH.
Las distancias entre las curvas de ambos métodos son casi nulas, incluso en las fre-
cuencias mas bajas donde las oscilaciones son mayores. En conclusion se puede decir

que para este problema, la precision de ambos sistemas es casi idéntica.
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Figura 5.14: Desplazamiento Vertical del punto central de la base. Comparacion de

Resultados. Onda P
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NOTA:En B.1.1 se pueden encontrar estas graficas comparando por separado

las componentes real, imaginaria y modulo del desplazamiento

5.2. PROBLEMA I

En este problema el cilindro de rigidez infinita se encuentra enterrado hasta su
cota superior en un terreno sin estratificar. Los dos dominios estan delimitados en
esta ocasion por cuatro contornos, se hace necesario ‘partir’ la discretizacion (du-
plicar nodos) en el vértice enterrado del cilindro ya que aparece un problema de
esquina. Es decir, en uniones de contornos en angulo donde las tensiones sean desco-
nocidas a ambos lados, si s6lo hay un nodo existe mayor nimero de incognitas que

de ecuaciones.

Los desplazamientos a calcular seran los de un punto situado en el centro de la
base inferior del cilindro, por lo tanto a 50 metros por debajo de la cota de superficie
libre. Estos valores se adimensionalizan con respecto a los de un punto de campo

lejano (figura 5.17). Se calculan los casos de ondas P y ondas SH.

Desplazamientos
en campo lejano ~

Figura 5.17: Adimensionalizacion de desplazamientos
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5.2.1. Meétodo Indirecto

Interaccion Cinematica

En este modelo, la superficie de contacto suelo-estructura, que debe considerarse
infinitamente rigida, es un pozo excavado en el terreno de 50 metros de profundidad
y 30 metros de didmetro. Los desplazamientos provocados por el sismo no son, como
en el caso anterior, iguales a los de campo lejano. La amplitud del desplazamiento
provocado por la onda incidente varia con la profundidad y la frecuencia, y el punto
a considerar esta a cota negativa, a esto se le debe anadir el efecto de las ondas refle-
jadas, ya que la presencia del pozo excavado modifica el campo de desplazamientos,

lo que se conoce como efecto local (figura 5.18).

Campo Incidente

Figura 5.18: Campo Incidente y Campo Reflejado

En las figuras 5.19, 5.20 y 5.21 aparecen las componentes de los desplazamientos
vertical y horizontal, y el giro de la base en el punto estudiado. Estos valores se
encuentran adimensionalizados con respecto a los desplazamientos de un punto de
campo lejano. Se observa la variacion con la frecuencia del desplazamiento del punto
de referencia a diferencia de el problema anterior, destacando el evidente efecto que
genera la excavacion en el campo incidente.En el sistema dinamico equivalente, estas
funciones seran utilizadas como los desplazamientos aplicados a la base del modelo

para cada frecuencia.
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Figura 5.21: Giro de la Base. Onda SH

Calculo de Impedancias

Se calculan las resultantes de las impedancias vertical, horizontal y a cabeceo del

problema de la forma ya conocida. En esta ocasion no sélo se aplica un desplazamien-

to unitario a la base sino también a las paredes. Los campos de tensiones resultantes

se integran con respecto al punto de estudio. Las impedancias equivalentes en el cen-

tro de la base daran valor numérico para cada frecuencia a los respectivos resortes y

amortiguadores del sistema simplificado. En las figuras 5.22, 5.23 y 5.24 se muestran

respectivamente las componentes de la rigidez vertical, horizontal y a cabeceo del

terreno.
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Sistema dindmico equivalente

Ya calculadas las condiciones para cada frecuencia, es decir, desplazamiento de la
base y valores del resorte y el amortiguador, solo resta calcular, mediante las formu-
las que rigen sistemas oscilantes de este tipo, el desplazamiento en el punto central
de la base. Al realizar los calculos para cada frecuencia, en el caso del problema ver-
tical, se obtienen los desplazamientos cuyas componentes aparecen representadas en
la figura 5.25. Analiticamente, la frecuencia natural es ag — 1.2, aunque no se apre-
cia en la grafica. Esto es debido a que al enterrar la estructura, el amortiguamiento

crece de manera importante, con lo cual el méximo no es muy pronunciado.

Si se comparan estas curvas con las obtenidas en el primer paso, se puede obser-
var la influencia de la masa. A bajas frecuencias el desplazamiento del terreno y de
la estructura son muy similares, el alto amortiguamiento provoca que se muevan de
forma casi solidaria, mientras que a frecuencias méas altas, las fuerzas inerciales de

las estructura aumentan su efecto, desacoplando ambos movimientos.

El problema horizontal tiene como soluciones los valores de desplazamiento y
giro que se muestran en las figuras 5.26 y 5.27. En frecuencias cuasiestaticas, el sis-
tema formado por suelo estructura de se desplaza de manera solidaria y sin generar
ningin giro en la base. El valor absoluto del desplazamiento, al igual que el del
giro, alcanzan valores maximos en la frecuencia ag = 1 y una vez superado el pico,
permanecen més o menos estables hasta el final del rango de frecuencias estudiado.
Las componentes mantienen variaciones senoidales de amplitudes decrecientes en el

caso de la parte real, y crecientes para la parte imaginaria.
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5.2.2. Meétodo Directo

Resolviendo el modelo de elementos de contorno con todos los dominios acopla-
dos, se obtienen los campos de desplazamiento y tensiones en todos los contornos
para ambos problemas, vertical y horizontal. Los resultados correspondientes al pro-
blema vertical en el punto central de la base se muestra en la figura 5.28 superpuestos
con los obtenidos por el método de los tres pasos. Ambos son coincidentes y apenas
se puede buscar alguna diferencia entre ellos. Repitiendo el proceso para el proble-
ma horizontal, se consiguen las graficas comparativas del desplazamiento en el ejey
(figura 5.29) y del giro en la base (figura 5.30). Las coincidencias en desplazamien-
tos es absoluta, mientras que en giro aparecen algunas diferencias en frecuencias
altas: los picos obtenidos por el método indirecto son mayores que los respectivos

del método directo, aunque el valor de la diferencia es minimo.
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NOTA:En B.2.1 se pueden encontrar estas graficas comparando por separado

las componentes real, imaginaria y modulo del desplazamiento

5.2.3. Influencia del Enterramiento

Al variar la posicion de la estructura con referencia al terreno, se aprecia un
importante cambio en la respuesta del sistema frente a una misma excitacion, como
se observa en las diferencias entre las respuestas de los problemas I y II. En prin-
cipio hay que aclarar, que al comparar los desplazamientos de estos dos modelos,
no se enfrentan desplazamientos y giros del mismo punto geométrico. Mientras el
perteneciente al primer problema esta situado a nivel de la superficie libre, el punto
a examen del segundo, se encuentra 50 metros por debajo. Asi pues, al variar el
grado de soterramiento de la estructura, se altera, en términos del sistema equiva-
lente dindmico, la impedancia, y el movimiento en la base del sistema. En el primer
aspecto, la rigidez del sistema se incrementa al enterrar la estructura. La superficie
de contacto se hace mucho mayor, y por tanto las tensiones necesarias para que
la estructura se desplace. El campo incidente también varia, ya que no es igual el
desplazamiento en la superficie que a cincuenta metros bajo la misma, y ademés se
ve alterado por la presencia de la estructura, cuya cimentacion genera un campo

reflejado.
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En el problema vertical (figura 5.31) se aprecia como al enterrar la estructura
el pico de la frecuencia natural desaparece. Esto es debido en su mayor medida a
que el amortiguamiento del sistema se incremente en gran medida, a la vez que la
rigidez estatica vertical del problema II es de un orden de casi diez veces mayor que
la del problema I. Esto hace que la frecuencia natural se desplace hacia frecuencias

mayores.

En el problema horizontal, tanto en el desplazamiento (figura 5.32) como en el
giro (figura 5.33), también desaparece el pico de la frecuencia natural. Es de destacar
que a altas frecuencias, a pesar de que el comportamiento en valor absoluto es muy
similar (se mantiene estable en cifras muy parecidas), tienen lugar dos situaciones
totalmente dispares. Mientras en el primer problema el desfase de la respuesta con
respecto a la excitacion permanece constante, en el segundo varia completamente

mientras el moédulo permanece constante.
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Figura 5.31: Desplazamiento Vertical del punto central de la base. Onda P
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NOTA:En B.2.2 se pueden encontrar estas graficas comparando por separado

las componentes real, imaginaria y modulo del desplazamiento.

5.3. PROBLEMA III

|

En este problema, se vuelve a situar la estructura infinitamente rigida en la
superficie y se incluyen los diferentes estratos del terreno en el sistema. Ahora el
modelo esta compuesto por 4 dominios definidos por 5 contornos. Como parametros
de evaluacion entre ambas metodologias se vuelven a tomar los desplazamientos
horizontal y vertical de un punto situado en el punto central de la tapa inferior del
cilindro y el giro de la base, adimensionalizados con respecto al desplazamiento en
un punto de campo lejano (figura 5.34). También se somete al modelo a las dos

solicitaciones sismicas ya utilizadas.

Desplazamientos y giro
en el punto central
de la estructura

e
uz

Desplazamientos
en campo lejano

Figura 5.34: Adimensionalizacion de desplazamientos

5.3.1. Meétodo Indirecto

Ya se ha visto, que el objetivo principal de este método es formar un sistema

simplificado oscilante cuya solucion sea los desplazamientos del punto deseado. En



Resultados. 139

este problema, la excitacion de la base toma los valores del campo de desplazamien-
tos inducido por el sismo, y la impedancia es la equivalente a la del terreno y la

cimentacion sin masa en dicho punto.

Interaccion Cinematica

Al igual que en el caso del problema I, no existe nada que altere el campo de
desplazamientos incidente. La zona de contacto entre suelo y estructura, la cual ha
de ser considerada como infinitamente rigida, se encuentra en la superficie. Por lo
tanto, la amplitud de los desplazamientos que se apliquen al sistema equivalente

seran independientes de la frecuencia de excitacion e iguales a 1 - ™.

Calculo de Impedancias

Solucionando los ya conocidos problemas de rigidez horizontal, vertical y a cabeceo,
se obtienen, calculando la resultante en el punto central de la base de los campos de
tensiones generados, los valores mostrados en las graficas de las figuras 5.35, 5.36 y
5.37.
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Figura 5.35: Impedancia Vertical
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Figura 5.37: Impedancia a Cabeceo

Sistema Dinamico Equivalente

Las respuestas del sistema simplificado presentan aproximadamente las mismas
formas que el problema I. Algo totalmente logico si se tiene en cuenta que ambos

problemas solo difieren en la configuracion del terreno.

La figura 5.38 representa las componentes del desplazamiento vertical para el
problema de Onda P. Esta funcion estd completamente gobernada por la influencia
de la masa. Asi se observa como a frecuencias muy bajas, la estructura se desplaza
sincronicamente con la excitacion. Pero segin aumenta la frecuencia, las fuerzas de
inercia provocan que los desplazamientos de la estructura sean cada vez mayores,
llegando a un valor, en la frecuencia natural del sistema, que casi triplica la amplitud
de excitacion. Para frecuencias elevadas, las fuerzas inerciales de la estructura provo-
ca que el desplazamiento sea inferior a la mitad de la excitacion, estando ademas

retrasado con respecto a las misma 90°, es decir, cuando la excitacion alcanza un
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maximo, la respuesta se encuentra en su punto neutro.

Para la onda SH, la figura 5.39 muestra como la parte real de la respuesta se
eleva en un pico en el punto de 0,3 y desciende rapidamente para volver a subir
después en un segundo maximo menos acentuado que el primero en 1,2. La parte
imaginaria tiene un comportamiento similar, pero en valores negativos, presenta los
mismos picos, un minimo muy marcado en 0,3 y otro mas suave algo retrasado con

respecto al real en 1,5.
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Figura 5.38: Desplazamiento Vertical del punto central de la base. Onda P
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5.3.2. Meétodo Directo

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones correspondiente al modelo de elemen-
tos de contorno, se representa los desplazamientos del nodo deseado para ambos

problemas.

En la figura 5.41, se representa el desplazamiento vertical resultante a una onda
P calculado por el método directo frente a su equivalente en el método indirecto.
Se observa claramente que ambas metodologias ofrecen la misma precision en la
respuesta para la onda vertical. También en el problema horizontal, comparando los
desplazamientos horizontales (figura 5.42) y los resultados para el giro de la base
(figura 5.43), se comprueba que las soluciones de ambos métodos, aplicados a este

problema, son muy similares.
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Figura 5.41: Desplazamiento Vertical en el centro de la base. Comparacion de Re-

sultados. Onda P
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NOTA:En B.3.1 se pueden encontrar estas graficas comparando por separado

las componentes real, imaginaria y moédulo del desplazamiento.

5.3.3. Influencia de la estratigrafia

La unica diferencia existente entre el problema I y el problema III, radica en la
configuracion del terreno. Mientras que el primero se compone de un semiespacio
homogéneo en toda su extension, en el segundo muestra un perfil estratificado, asi
pues, las diferencias que se puedan observar entre sus respuestas se deben integra-

mente a este factor.

Frente a una onda vertical (figura 5.44), la frecuencia natural parece desplazarse
un poco hacia valores mas elevados. Esto es debido a que la rigidez del conjun-
to estratificado es ligeramente mayor que la del semiespacio homogéneo. En la
ecuacion w, = +/K.q/M, frecuencia natural y rigidez son directamente propor-
cionales. Aunque méas que la localizacion del efecto, radica mayor diferencia en la
amplitud del mismo. A pesar de que, como se observa en la ecuacion (3.9), el des-
plazamiento es inversamente proporcional a la rigidez, se debe tener en cuenta que
en este término se debe incluir el factor dinamico de amortiguacion, el cual para
estas frecuencias, es mucho menor en el tercer problema que en el primero. Esto
ultimo se debe a que la energia sufre un efecto de encapsulamiento en el estrato por
lo que se disipa menos energia. Por lo tanto a menor amortiguamiento mayor pico

de respuesta.

Para la solicitacion horizontal, (figuras 5.45 y 5.46) la comparativa corrobora lo
observado en el problema vertical: las respuestas difieren mayormente en la zona de
la frecuencia natural del sistema, y en el resto oscilan en torno a los mismos valores.
En la zona de bajas frecuencias, el problema en terreno estratificado alcanza mayo-
res valores absolutos que el equivalente sin estratificar, y se observa ademaés un leve

desplazamiento de la frecuencia natural.
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Figura 5.44: Desplazamiento Vertical del punto central de la base. Onda P
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Figura 5.46: Giro de la base. Onda SH

NOTA:En B.3.2 se pueden encontrar estas graficas comparando por separado

las componentes real, imaginaria y moédulo del desplazamiento.

5.4. PROBLEMA IV

]

En este modelo se sitiia la estructura, la cual sigue considerandose infinitamente

rigida, enterrada en su totalidad en el terreno, el cuél presenta su estratigrafia real.
Las propiedades de esta estratigrafia se encuentran descritas en el apartado 3.4.2.
En este problema se definen los 4 dominios existentes mediante 8 contornos. El
objetivo de ambas metodologias vuelve a ser calcular los desplazamientos vertical
y horizontal en el centro de la tapa inferior, asi como el giro de la misma. Estos
se adimensionalizan con respecto al desplazamiento de un punto de campo lejano.
(figura 5.47)
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Desplazamientos
en campo lejano ~

Figura 5.47: Adimensionalizacion de desplazamientos

5.4.1. Meétodo Indirecto

Interaccion Cinematica

Se calculan los desplazamientos generados por las dos solicitaciones sismicas en
el punto central de la base para ambos problemas, a fin de poder utilizarlos como
excitacion en el sistema dinamico equivalente. Estos desplazamientos y giro sufren
variaciones con respecto al de campo libre debido a la profundidad a la que se
encuentra el punto de calculo y a la interaccion del pozo excavado con el campo
incidente. En las figuras 5.48, 5.49 y 5.50 se muestran las graficas de resultados del
desplazamiento vertical para la onda P y el desplazamiento horizontal y el giro que

sufre el suelo ante una onda SH.
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Figura 5.50: Giro de la Base. Onda SH

Calculo de Impedancias

La impedancia equivalente en el punto central de la base, se calcula mediante

los problemas ya descritos, rigidez vertical (figura 5.51), rigidez horizontal (figura

5.52) y rigidez a cabeceo (figura 5.53). Debido a la estratigrafia, que cuenta con

estratos de mayor dureza que el superior, lo que aporta rigidez al conjunto, las

rigideces estaticas de cada grado de libertad son mayores que sus equivalentes en el

semiespacio, aunque los valores de amortiguamiento dindmico son significativamente

menores, lo cual tendra su efecto en la cantidad de energia que pueda disipar.
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Figura 5.53: Impedancia a Cabeceo

Dinamico Equivalente

Con los datos necesarios para resolver los problemas de uno y dos grados de

libertad (vertical y horizontal), se procede para cada frecuencia a calcular los des-
plazamientos y giros correspondientes. En la figura 5.54 se representan los valores
del desplazamiento en z del punto central de la base frente a una onda P. Si se
calcula la frecuencia de resonancia de manera analitica (w, = \/W ) se obtiene
un valor adimensional de 2.1, punto donde el valor absoluto del desplazamiento al-
canza un maximo. Si se compara con la grafica presentada en la figura 5.48, puede
comprobarse que a frecuencias bajas (menores que ag = 1) el comportamiento de
ambas curvas es muy similar, mientras que se incrementa la diferencia a medida
que aumenta la frecuencia. Esto indica que la respuesta esta gobernada a bajas fre-
cuencias por la interacciéon cinematica entre suelo y la cimentacion, mientras que en

frecuencias mayores la interaccion dinamica marca la diferencia entre ambas curvas.
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Esto mismo ocurre en el problema horizontal, en desplazamientos y giro (figuras
5.55 y 5.56). Las graficas se aproximan en frecuencias bajas a los valores calculados
en el problema de interaccion cinematica, pero se distancian a frecuencias mayores.
Se aprecia que el desfase entre las ondas de excitacion y respuesta, varia de forma

ciclica mientras que el moédulo de desplazamiento se mantiene estable.
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5.4.2. Meétodo Directo

Después de plantear el sistema y resolver los campos de desplazamientos y ten-
siones en todos los nodos del modelo, se recogen en las graficas de las figuras 5.57,
5.58 y 5.59 las componentes de los desplazamientos y giro calculados para los dos
tipos de onda. Ademas se presentan confrontados a los equivalentes obtenidos por

el método de los tres pasos.

Se aprecia que ambas metodologias alcanzan el mismo nivel de exactitud, y solo
en el giro (figura 5.59) y en altas frecuencias, el método de elementos de contorno

alcanza valores de maximos y minimos menores que los del método indirecto.
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NOTA:En B.4.1 se pueden encontrar estas graficas comparando por separado

las componentes real, imaginaria y modulo del desplazamiento.

5.4.3. Influencia de la estratigrafia

Al igual que se hizo al finalizar el problema III, se puede comparar el problema
actual con el modelo II. Ambos poseen exacta configuracion geométrica y su tnica
diferencia radica en que el terreno en el que se encuentran soterrados. El primero
consiste en un semiespacio, y el segundo de un terreno estratificado. A pesar de
que en el problema II no se apreciara con claridad una respuesta caracteristica en
su frecuencia natural (ay = 1.2), en la respuesta vertical de este modelo (figura
5.60) se aprecia un pico en el desplazamiento absoluto en la frecuencia ay = 2.0.
Este desplazamiento a frecuencias més altas se debe al aumento de rigidez estatica
del conjunto del terreno. Los desplazamientos en otras frecuencias son generalmente
mayores en el problema estratificado, ya que aunque la rigidez sea levemente superior
(lo cual provocaria que los desplazamientos fueran menores) el amortiguamiento
dindmico para todas las frecuencias es menor, debido al efecto de encapsulamiento
de la energia disipada en los estratos, lo que aumenta la amplitud de la respuesta.
Este mismo efecto se puede apreciar en el desplazamiento horizontal (figura 5.61) y

en el giro (figura 5.62)
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Figura 5.62: Onda SH (Giro)

NOTA:En B.4.2 se pueden encontrar estas graficas comparando por separado

las componentes real, imaginaria y moédulo del desplazamiento.

5.5. PROBLEMA V

En este modelo la geometria de la estructura abandona su forma cilindrica y se
adopta la forma del problema central del estudio, una estructura de 80 metros de
alto y 30 de diametro en su parte inferior, enterrada 50 m en un terreno estratificado.
Consta de 5 dominios (2 pertenecientes a la estructura y 3 a los estratos) delimitados
por 13 contornos diferentes. La estructura posee la flexibilidad correspondiente a su
material, hormigon. se desecha la consideracion de rigidez infinita presente en los
cuatro primeros problemas. Como objetivo para ambos métodos se toma el calculo
de los desplazamientos en el punto central de la parte inferior de la estructura. Se

adimensionalizan con respecto a los desplazamientos en un punto de campo lejano
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en la superficie (figura 5.63). En este problema no tiene sentido hablar de giro de la
base, ya que al no comportarse como un solido rigido, no puede calcularse el &ngulo
mediante la formula expresada en la figura 5.1, ya que el giro no es uniforme a lo

largo de la seccion.

Desplazamientos
en campo lejano o

Figura 5.63: Adimensionalizacion de desplazamientos

5.5.1. Meétodo Indirecto

Para establecer un modelo dinamico equivalente, es necesario obtener las rigide-
ces equivalentes y resolver el problema de interaccion cinematica en el punto deseado.
Pero el modelo obtenido al eliminar la estructura y considerar infinitamente rigidas
las zonas de contacto suelo-estructura plantea el mismo esquema que el resuelto en
el problema IV. Con lo cual se pueden tomar los mismos valores de solucion del pro-
blema de interaccion cinemética y del calculo de rigideces equivalentes en el punto

central de la base.

En el problema vertical, segin el método de los tres pasos, los tnicos factores
que intervienen en la respuesta para cada frecuencia son la masa, la impedancia y
la excitacion. Dado que estos son iguales en el problema IV y en el problema V,
la respuesta en el eje z (figura 5.64) serd idéntica en ambos casos, al igual que su

interpretacion.
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La solucion del problema horizontal, si difiere del equivalente en el problema IV,
ya que también son factores de la respuesta, la inercia de la estructura y la altura
del centro de gravedad. La respuesta, que se muestra en la figura 5.65, muestra a
frecuencias bajas (cercanas a la frecuencia de resonancia) desplazamientos mayores
que en el problema anterior. Esto es provocado porque ahora la inercia en torno al
eje correspondiente de la base es mayor, lo que incrementa el efecto de interaccion
dinamica. A frecuencias mas altas también se deja notar disminuyendo levemente los
valores maximos de la funciéon. La mayor inercia de la estructura le hace responder

de forma mas lenta a los cada vez més rapidos desplazamientos de la excitacion.
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Figura 5.64: Desplazamiento Vertical del punto central de la base. Comparacion
Resultados. Onda P
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Figura 5.65: Desplazamiento Horizontal en el centro de la base.Comparacion Resul-
tados. Onda SH

5.5.2. Meétodo Directo

En el método de los tres pasos, no se puede incluir el efecto que tiene la rigidez
en la respuesta del problema. Sin embargo, en el macrosistema modelado para el
método de los elementos de contorno, se tiene en cuenta todas las propiedades de
cada dominio. Al resolver el sistema para una solicitacion vertical y representar los
desplazamientos en el eje z del punto central de la base con los calculados en el
método indirecto (figura 5.66), se observa que las diferencias son mucho més no-
tables de lo que cabria de esperar. A bajas frecuencias no se aprecian diferencias
por lo que la rigidez carece de influencia. Para valores mayores, la distancia se hace
evidente, el modelo que considera la rigidez describe mayores desplazamientos. La
respuesta en estas frecuencias depende mas de la interaccion dinamica y la menor
rigidez de la estructura permite deformaciones y por tanto mayores desplazamientos

de sus puntos.

Frente a una onda SH, la respuesta del desplazamiento horizontal en el centro de
la base (figura 5.66) presenta ciertas singularidades en su comparacion con la res-

puesta del método indirecto. La frecuencia natural se desplaza hacia valores menores
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al disminuir la impedancia del sistema. Y en altas frecuencias, los desplazamientos
son mayores en el modelo de rigidez infinita. Esto es debido al campo de defor-
maciones en la estructura,la cual frente a una onda horizontal ya no se comporta

como un soélido rigido, sino que se deforma en funcion de la resistencia de su entorno.
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Figura 5.66: Desplazamiento Vertical del punto central de la base. Onda P
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Figura 5.67: Desplazamiento Horizontal en el centro de la base

NOTA:En B.5.1 se pueden encontrar estas graficas comparando por separado

las componentes real, imaginaria y modulo del desplazamiento.

5.6. PROBLEMA VI

El modelo utilizado para este problema es el mismo que en el anterior. Solo di-
fiere en la presencia de una capa de agua de 10 metros de altura, la cual se considera
como un medio potencial. La dificultad de acoplar este cuerpo liquido al sistema
dindmico equivalente, impide calcular mediante el método indirecto las soluciones
correspondientes, asi que s6lo se muestran los desplazamientos vertical y horizontal
del punto central de la base obtenidos por el método directo. Se encuentran adimen-
sionalizados con respecto a un punto de campo libre situado en la parte superior del

terreno, por debajo de la cota de la superficie libre del agua (figura 5.68)
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Desplazamientos
en campo lejano

Figura 5.68: Adimensionalizacion de desplazamientos

Representando la respuesta vertical del punto central de la base (figura 5.69) se
observa el mismo comportamiento descrito para estructuras enterradas. Los maximos
de las curvas pueden desplazarse ligeramente hacia frecuencias mas bajas, debido
al incremento de la masa del sistema. Se puede considerar como un sistema de dos

masas (el conjunto suelo-estructura por un lado, y el agua por el otro).

Observando el desplazamiento producido por el problema horizontal 5.70, se
puede decir que el comportamiento no se ve demasiado alterado por la presencia del

agua.
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5.6.1. Influencia de el agua

Para poder evaluar correctamente la influencia del agua, lo mas eficiente es re-

presentar los valores de ambos problemas V y VI frente a frente.

En el problema vertical (figura 5.71), se aprecian como se dijo grandes diferen-
cias sobretodo en frecuencias altas. Para frecuencias bajas la diferencia radica en el
adelanto de la respuesta debido al incremento de la masa. Pero aparece una segunda
frecuencia natural que rompe con la tendencia del valor absoluto a estabilizarse,
debido posiblemente a que ambas masas, agua y estructura se desplazan al sincréni-

camente incrementando las fuerzas inerciales del conjunto.

Para el desplazamiento horizontal (figura 5.72), las diferencias son casi nulas.
Esto es debido en mayor parte a que la onda incidente del tipo SH se transmite por
cortante, esfuerzo que el agua no es capaz de soportar, y por lo tanto es incapaz de

transmitir, por lo que no ejerce ninguna influencia en la respuesta.
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Figura 5.71: Desplazamiento Vertical en el centro de la base. Onda P
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Figura 5.72: Desplazamiento Horizontal en el centro de la base. Onda SH

NOTA:En B.6.1 se pueden encontrar estas graficas comparando por separado

las componentes real, imaginaria y modulo del desplazamiento.
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En este PFC se aborda un estudio comparativo entre las dos metodologias habi-
tuales en el calculo sismico de una estructura. La estructura utilizada en el andlisis es
una construccion enterrada que puede corresponderse con la configuracion de un silo,
el pozo de bombeo de una central hidroeléctrica o el caso de un reactor nuclear. Esta
se encuentra embebida en un terreno estratificado cuyo perfil es perfectamente cono-
cido y es dato del problema. Se ha abordado el estudio de la respuesta sismica de esta
estructura ante trenes de ondas sismicas planas P y S que se propagan verticalmente
y que inciden en la zona de localizacion de la construccion. El problema es analiza-
do en el dominio de la frecuencia y, como se ha comentado al principio, se aborda
comparativamente desde dos estrategias diferenciadas: por un lado se afronta el pro-
blema considerando el modelo conjunto suelo-estructura, con interaccion rigurosa
entre ambos medios, sometido a los trenes de ondas indicados. Este planteamiento
es conocido como Método Directo y es totalmente riguroso pero su principal incon-
veniente es el alto nimero de grados de libertad necesarios. Por otra parte se analiza
el problema haciendo uso de una metodologia indirecta, cuyo planteamiento supone
abordar el problema desde tres fases sucesivas. Este método indirecto (Método de
los Tres Pasos), en primer lugar analiza en que medida la presencia de la estructura
modifica el campo incidente, este efecto es conocido como interaccion cinemética.
En una segunda fase se resuelve numéricamente la obtencion de las impedancias
(amortiguamiento-+rigidez) del terreno. En el tercer y altimo paso se estudia la es-
tructura unida a un bastidor mediante los resortes y amortiguadores obtenidos del
paso segundo, y sometida a la solicitacion correspondiente al movimiento de dicho
bastidor de acuerdo al campo incidente modificado obtenido del primer paso. En
nuestro problema, las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de la estructura
en esta tercera fase son las correspondientes a un sistema dindmico de dos grados
de libertad a lo sumo. Esta metodologia indirecta supone, como se ha visto en los
resultados presentados, ciertas simplificaciones del problema si bien su aplicacion

conduce a un modelo de menor niimero de grados de libertad.

Tanto el método directo como la primera y segunda fase del método indirecto se
tratan numéricamente haciendo uso del Método de los Elementos de Contorno. El
software utilizado para resolver estos problemas ha sido desarrollado en la division
de Mecénica de los Medios Continuos Y Estructuras del Instituto Universitario de
Sistemas Inteligentes y Aplicaciones Numéricas en Ingenieria. Este software permite

el analisis de modelos en los que existen medios de diferente naturaleza que interac-
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tian entre si. En el problema tratado tanto la estructura como los estratos del suelo
se consideran solidos viscoelasticos. La estructura se encuentra también en contac-

to con una lamina de agua que es considerada como un fluido no viscoso compresible.

Se han obtenido resultados desde ambas metodologias para el problema descrito.
Asimismo se ha realizado un estudio paramétrico de los diferentes factores que in-
fluyen en la respuesta del sistema, para ello el problema original se ha resuelto a
partir de cuatro modelos previos en un indice creciente de complejidad. Esta for-
ma de enfocar este estudio paramétrico es también una aportacion interesante del
proyecto. Con el estudio de estos problemas se ha analizado la influencia de factores
como: la inercia de la estructura, la interaccion cinemética, el enterramiento, la es-
tratigrafia, la rigidez de la estructura y la presencia o no de una lamina de agua
superficial. Las conclusiones aportadas por estas soluciones, se han ido desgranando
a lo largo de los diferentes modelos. La eleccion de la estructura analizada no es
casual, ya que en estructuras enterradas el efecto sobre la respuesta dindmica de los
factores analizados es determinante y no se presenta en estructuras convencionales
cimentadas a nivel de la superficie (o con un escaso grado de enterramiento). Es por
tanto necesario que la metodologia utilizada permita simular correctamente el efecto
del enterramiento de la interaccién cinemética, del perfil del terreno en el analisis

del problema.

Por otra parte desde el punto de vista de la comparacion del método directo y
de la metodologia indirecta cabe decir que esta tltima, comtinmente utilizada en la
mayor parte de los analisis dindamicos llevados a cabo en la practica, es perfecta-
mente adecuada para estructuras con un alto grado de rigidez. Si la estructura es
flexible, la metodologia directa se hace necesaria. En el caso que ha sido estudiado

este efecto se hace especialmente apreciable para el caso de ondas P.

Si bien se trata de un trabajo con un objetivo y un alcance muy concretos, los
cuales se han completado muy satisfactoriamente, pueden plantearse desarrollos fu-
turos de este trabajo: en el sentido de utilizar las funciones de transferencia obtenidas
en el dominio de la frecuencia para obtener resultados en el dominio del tiempo a
partir de un acelerograma dado usando la FF'T; o bien plantear la obtenciéon de
espectros de respuesta maxima que permitan un andlisis de la estructura de acuerdo

a metodologias convencionales.
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Al obtener las soluciones de los tres primeros modelos, que consistian en un cilin-
dro apoyado sobre un terreno, estratificado y sin estratificar; y un cilindro enterrado
en un semiespacio, se observo que las mallas utilizadas daban resultados bastante
buenos. Es decir, las funciones de transferencia se representaban como curvas suaves
y de tendencia marcada. Sin embargo, al someter a una excitacion de tipo P a los
modelos IV y V se obtenia como respuesta una funcion irregular, en la figura A.1 se

muestra la respuesta del centro de la tapa inferior del cilindro en el problema [V.
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Figura A.1: Resultados malla original

Se observa que entre las frecuencias adimensionales 1,5 y 3,5 aparece un rizado
en la respuesta, esta irregularidad es debido con toda probabilidad a la configu-
racion de la malla utilizada. Para eliminar estos problemas numeéricos, se desarrolld
un proceso de rediseno de la malla, a fin de discernir cual seria la configuracion que

permitiese solventar estos inconvenientes.

Como paso inicial se opta por una malla de igual superficie libre discretizada
(500 m.) pero de menor ntumero de grados de libertad, es decir, una malla con
menor nimero de elementos. Dado que la inclusion excesiva de incognitas pueden

generar problemas en la resoluciéon del sistema.

Esta solucion adoptada como se muestra en la figura A.2 no sélo no eliminé las
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Figura A.2: Resultados Malla 2

perturbaciones en la gréafica original sino que amplié el rango de frecuencias en el

que aparecian y las amplitudes de los picos.

Se trata con la siguiente malla de comprobar si una discretizacion més densa de
la estructura mejoraria el calculo de la respuesta. Por lo que se mantiene la misma

superficie libre discretizada.
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Figura A.3: Resultados Malla 3

Se obtuvo como resultado una grafica idéntica a la anterior (Figura A.3). Por lo
que se demostro que el nimero de divisiones a lo largo del eje vertical del cilindro
no influyen en la respuesta, siempre y cuando las medidas de cada elemento se man-

tenga en unos ratios de proporcion adecuados.

Posteriormente, se malldé una superficie libre algo méas corta (unas 6 veces la

profundidad del pozo excavado) y de gran niimero de elementos
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Figura A.4: Resultados Malla 4

La solucion (Figura A.4) mejord en gran cuantia con respecto a la malla plantea-
da con anterioridad, aunque en su comparaciéon con la original, se observa que si
bien se reduce algo el rango de frecuencias en las que aparece, la amplitud de las

interferencias son del mismo orden

Dados los ultimos resultados, se opta por simplificar la malla del cilindro, reducir
la superficie libre discretizada hasta el doble del pozo excavado (100m), y aunque no
se aumenta el nimero de elementos en comparacion con la anterior, si se incrementa

la densidad. Es decir, existen casi el mismo nimero de elementos en menor superficie.
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Figura A.5: Resultados Malla 5

La grafica (Figura A.5)si bien dista atin de ser la 6ptima, suaviza la respuesta y

disminuye el rango donde aparece el rizado y lo traslada hacia frecuencias mas bajas.
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Por ultimo se continua con la tendencia de la ultima malla, y se acorta ain mas
la superficie libre, hasta igualarla con la profundidad de la excavacion, y se incre-

menta ain mas la densidad de elementos en los mismos.
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Figura A.6: Resultados Malla Definitiva

Ahora, con una malla de menor nimero de grados de libertad que la original,
obtenemos una soluciéon de mayor calidad. Una funcion de transferencia sin rizado

alguno y en concordancia con el resto de resultados obtenidos

Por ultimo se muestra en la figura A.7 una comparacién centrada en un rango
de frecuencias adimensional entre 1,5 y 3 y unas amplitudes de -0.25 y -0.55. Esto
permite observar con detalle las pequenas diferencias en la parte real de la respuesta

para las diferentes mallas

En donde la malla 1 es la original y la malla 6 la que se tom6 como definitiva.

El orden impuesto es el mismo en el que se han descrito anteriormente.

Una vez definida la configuracion de la malla, es pertinente comprobar que la nue-
va disposicion es también valida para los problemas anteriores. Por tanto se volvieron
a calcular los problemas I y II con unos parametros de discretizacion idénticos a los
definidos en la malla resultante de esta evolucion (superficie libre discretizada de
50 m e idénticas divisiones en la superficie del cilindro). En las figuras A.8 y A.9
se muestran los resultados de ambos problemas, y se comprueba que la nueva dis-

cretizacion también es adecuada para los primeros modelos.
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Figura A.7: Comparacion Mallas

En base a esto también se modifico la malla del problema V, para la cual se con-
serva la discretizacion de la estructura explicada en el apartado 4.5 y para el terreno
se utliliza la configuracion determinada como Optima en este proceso. Quedando

definitivamente tal cual se muestra en la figura A.10
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Figura A.9: Comparacion Mallas Problema 11
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Figura A.10: Malla mejorada Problema V
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INTRODUCCION

En este apéndice se recopilan las graficas de comparaciones entre método indi-
recto y método directo y entre problemas que aparecen en el capitulo 5, separadas

en parte real, parte imaginaria y modulo.
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B.1. PROBLEMA I

B.1.1. Comparaciéon Método Directo y Método Indirecto
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Figura B.1: Comparacion Directo-Indirecto Problema I U, (parte real)
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Figura B.2: Comparacion Directo-Indirecto Problema I U, (parte imaginaria)
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Figura B.3: Comparacion Directo-Indirecto Problema I U, (moédulo)
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Figura B.4: Comparacion Directo-Indirecto Problema I U, (parte real)
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Figura B.5: Comparacion Directo-Indirecto Problema I U, (parte imaginaria)
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Onda SH. Giro
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Figura B.7: Comparacion Directo-Indirecto Problema I Giro(parte real)
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Figura B.8: Comparacion Directo-Indirecto Problema I Giro(parte imaginaria)
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Figura B.9: Comparacioén Directo-Indirecto Problema I Giro(modulo)

B.2. PROBLEMA II

B.2.1. Comparaciéon Método Directo y Método Indirecto
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Figura B.10: Comparacion Directo-Indirecto Problema II U, (parte real)
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Figura B.11: Comparacion Directo-Indirecto Problema II U, (parte imaginaria)
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Figura B.12: Comparacion Directo-Indirecto Problema II U, (modulo)
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Figura B.13: Comparacion Directo-Indirecto Problema II U, (parte real)
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Figura B.14: Comparacion Directo-Indirecto Problema II U, (parte imaginaria)
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Figura B.15: Comparacion Directo-Indirecto Problema II U, (mo6dulo)
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Figura B.16: Comparacion Directo-Indirecto Problema II Giro(parte real)



Gréficas. 195

2,00

o Im(3p)
1,50 . Im(Dir)
1,00

S

-0,50

Uy base / Uy sup libre campo lejano

-1,00

-1,50 . . . . .
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 45 5
ao=w-R/Cs

Figura B.17: Comparacion Directo-Indirecto Problema II Giro(parte imaginaria)
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Figura B.18: Comparacion Directo-Indirecto Problema II Giro(modulo)
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B.2.2. Comparaciéon Problema II y Problema I
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Figura B.19: Comparacion Problema II-Problema I U, (parte real)
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Figura B.20: Comparacion Problema II-Problema I U, (parte imaginaria)
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Figura B.21: Comparacion Problema II-Problema I U, (moédulo)
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Figura B.22: Comparacion Problema II-Problema I U, (parte real)
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Figura B.23: Comparacion Problema II-Problema I U, (parte imaginaria)
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Figura B.24: Comparacién Problema II-Problema I U,(m6dulo)
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Figura B.27: Comparacion Problema II-Problema I Giro(moédulo)

B.3. PROBLEMA III

B.3.1. Comparaciéon Método Directo y Método Indirecto
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Figura B.28: Comparacion Directo-Indirecto Problema III U, (parte real)



Gréficas.

201

Uz base / Uz sup libre campo lejano

= Im(3p)
. Im(Dir)

2

25
ao=w-R/Cs

3

Figura B.29: Comparacion Directo-Indirecto Problema III U, (parte imaginaria)
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Figura B.30: Comparacion Directo-Indirecto Problema III U, (modulo)
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Figura B.31: Comparacion Directo-Indirecto Problema III U, (parte real)
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Figura B.32: Comparacion Directo-Indirecto Problema III U, (parte imaginaria)
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Figura B.33: Comparacion Directo-Indirecto Problema III U, (mdédulo)
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Figura B.34: Comparacion Directo-Indirecto Problema III Giro(parte real)
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Figura B.35: Comparacion Directo-Indirecto Problema III Giro(parte imaginaria)

Uy base / Uy sup libre campo lejano

2,00 2
1,50 A
2,00 " 1,00 fs oaeast® A ” .
1 0,50 et
%
1,50 A 0,00
A ad B
g -0,50
1,00 085 4 > -1,00
A
£ S -1,50 :
050 s Say, 0,25 0,5
) ’ A
A AAAAAAAAAAAAAAAAA
A
0,00
-0,50
4 [3p]
1,00 -
| Dir|
-1,50 : : : : : : : :
0 0,5 1,5 2 2,5 3 35 4 45 5

ao=w-R/Cs

Figura B.36: Comparacion Directo-Indirecto Problema III Giro(modulo)
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B.3.2.
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Figura B.39: Comparacion Problema III-Problema I U,(moédulo)
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Figura B.40: Comparacion Problema III-Problema I U, (parte real)
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Figura B.41: Comparacion Problema III-Problema I U, (parte imaginaria)
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Figura B.42: Comparacién Problema III-Problema I U,(moédulo)
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Figura B.43: Comparacion Problema III-Problema I Giro(parte real)
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Figura B.44: Comparacion Problema III-Problema I Giro(parte imaginaria)
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Figura B.45: Comparacién Problema III-Problema I Giro(modulo)

B.4. PROBLEMA [V

B.4.1. Comparaciéon Método Directo y Método Indirecto
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Figura B.46: Comparacion Directo-Indirecto Problema IV U, (parte real)
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Figura B.47: Comparacion Directo-Indirecto Problema IV U, (parte imaginaria)
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Figura B.49: Comparacion Directo-Indirecto Problema IV U, (parte real)
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Figura B.50: Comparacion Directo-Indirecto Problema IV U, (parte imaginaria)
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Figura B.51: Comparacion Directo-Indirecto Problema IV U, (mddulo)
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B.52: Comparacion Directo-Indirecto Problema IV Giro(parte real)
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Figura B.53: Comparacion Directo-Indirecto Problema IV Giro(parte imaginaria)

Figura B.54: Comparacion Directo-Indirecto Problema IV Giro(modulo)
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B.4.2. Comparaciéon Problema IV y Problema 11
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Figura B.55: Comparacion Problema IV-Problema II U, (parte real)
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Figura B.56: Comparacion Problema IV-Problema II U, (parte imaginaria)
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Figura B.57: Comparacion Problema IV-Problema II U, (mo6dulo)
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Figura B.59: Comparacion Problema IV-Problema II U, (parte imaginaria)
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Figura B.60: Comparacién Problema IV-Problema II U,(mddulo)
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Figura B.61: Comparacion Problema IV-Problema II Giro(parte real)
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Figura B.62: Comparacion Problema IV-Problema II Giro(parte imaginaria)
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Figura B.63: Comparacion Problema IV-Problema II Giro(modulo)

B.5. PROBLEMA V

B.5.1. Comparaciéon Método Directo y Método Indirecto
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Figura B.64: Comparacion Directo-Indirecto Problema V U, (parte real)
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Figura B.66:

Uz base / Uz sup libre campo lejano

2,00

1,50 1

1,004

0,50

A A
Apaabt

A

P

s [3p|
|Dir|

Ap
Ay
Bp AAADA
S LIS SN

0,00

-0,50

-1,00

-1,50

0 0,5 1

Comparacion Directo-Indirecto Problema V U, (moédulo)



220 Apéndice B

Onda SH. Desplazamiento Horizontal

Uy base / Uy sup libre campo lejano

Figura B.67: Comparacion Directo-Indirecto Problema V U, (parte real)

Figura B.68: Comparacion Directo-Indirecto Problema V U, (parte imaginaria)
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B.6. PROBLEMA VI

B.6.1. Comparacién Problema VI y Problema V

Onda P. Desplazamiento Vertical
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Figura B.70: Comparacién Problema VI-Problema V U, (parte real)
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Figura B.71: Comparacion Problema VI-Problema V U, (parte imaginaria)
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Figura B.72: Comparacion Problema VI-Problema V U, (mo6dulo)
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Onda SH. Desplazamiento Horizontal
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Figura B.73: Comparacion Problema VI-Problema V U, (parte real)
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Figura B.74: Comparacién Problema VI-Problema V U, (parte imaginaria)
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El programa GiD es un pre y postprocesador desarrollado por el CIMNE (Inter-
national Center for Numerical Methods in Engineering) con sede en Barcelona. Este
software cuenta con un potente motor de CAD que permite al usuario, sin necesidad
de grandes complicaciones ni demasiados conocimientos previos, definir geometrias
en 3D y mallarlas. Ademés ofrece la posibilidad en si postprocesador de mostrar los
resultados de cualquier calculo, ya sea estructural, dindAmica de fluidos o procesos

térmicos.

Cuenta ademas con la posibilidad de importar y exportar datos de geometria
CAD, mallas, resultados de los analisis en multitud de formatos. Lo que permite
su compatibilidad con la mayoria de programas orientados a la ingenieria que se

puedan encontrar en el mercado o bien programados por el propio usuario.

Este software ha sido adquirido, en su version 8.0, por la division de Mecénica
de los Medios Continuos y Estructuras del Instituto Universitario de Sistemas In-

teligentes y Aplicaciones Numéricas en Ingenieria (IUSIANI) vinculado a la ULPGC.

Para ejemplo de uso, se mostraran los pasos bésicos para conseguir realizar una
geometria sencilla. Consistird en la cuarta parte de un cilindro de 50 metros de al-
tura y 30 de diametro, apoyado en un semiespacio. Posteriormente se procederd a
su mallado. El perfil del modelo con sus medidas es el que se muestra en el lado

$’15_m't A
®| & 2

100 m |
I bl

Figura C.1: Ejemplo a dibujar y mallar

Se dividira el modelo en tres contornos (A, B y C) segin se indica en el lado
derecho la figura C.1, los cuales seran las superficies a dibujar. El contorno A se

corresponde con la tapa superior y el lateral del cilindro; pueden discretizarse juntos
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ya que no existe necesidad de duplicar nodos en la unién, con lo cual se restan grados
de libertad al problema. El contorno B es la tapa inferior del cilindro. Y por dltimo

el contorno C modela el resto de la superficie libre.

C.1. CREACION DE LA GEOMETRIA

C.1.1. Entidades

Un concepto previo que se debe tener presente, es la diferente representacion
que GiD hace de cada una de las entidades propias de un diseno, asi como las vin-
culaciones entre ellas, de orden inferior a superior, se pueden enumerar: punto (en
negro), linea (en azul), superficie (en rosa) y volumen (en cyan). Los colores especi-

ficados son los que aparecen por defecto en el programa.

Superficie

Linea
Volumen

Figura C.2: Entidades en GiD

Como aparece en la figura C.2 todas las entidades son mostradas a la hora de
esbozar un diseno, pero solo las lineas y los puntos establecen las verdaderas dimen-
siones del modelo. La presencia de las superficies y el volumen simplemente sirve
para indicar que diferentes lineas estdn asociadas en una superficie o que diversas
superficies estan asociadas en un volumen. Si no son formas tridimensionales prede-
terminadas en el programa, se deben ir vinculando las entidades correspondientes
en orden ascendente, asi si se quiere crear un volumen para mallarlo, antes se debera
crear las superficies que se deben vincular y con anterioridad las lineas correspon-

dientes.
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C.1.2. Capas

El GiD al igual que la mayoria de programas de CAD permite el uso de capas en
sus disenos, lo cual es de gran utilidad a la hora de trabajar con diferentes dominios
limitados a su vez por diferentes contornos. Por sencillez, se utilizara una capa para
cada contorno. En concreto tres, una para la tapa superior y la pared, otra para la
tapa inferior y la ultima para la superficie libre. En la barra de herramientas superior
se encuentra el boton que activa la ventana de capas (Figura C.3) o bien mediante

el menu Utilidades — Capas

[& e Proyecto: UNNAMED BE x|
Archivo  Ver Geomstria Utlidades Datos Malla  Calcular  Avuda

CEOIBRIGRS VUL ? |4 GiDs===—s
Ae

Mambre | | | |

v b ¥ o

E uooof

C ¥ ol
%\b

Capa enuso: v A

DIBN @ EALD /OB
HBSBPRRR LS AA D] 8K

HEQ Hud

Encendida Apagada Colar....
W ﬁ ﬁn Seh
| - Muewa
Borrar Fenombrar [ alfabético

Alras = Errviar & = Cerrar
L.

Esta e la version PROFESIONAL _‘J

FEEH

Orden |

Figura C.3: Ventana principal y ment de capas

En este ment se pueden crear las diferentes capas a utilizar, para ello se introduce
el nombre en el espacio correspondiente y se presiona el botéon ‘Nueva’. En esta
misma ventana es donde se elige la capa en la cual se van a incluir las entidades que
se dibujen a partir de ese momento (mediante un doble click en la capa deseada o
mediante el boton ‘Capa en Uso’, asi como la opcién de ocultar capas a la vista,

bloquearlas, renombrarlas, etc.
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C.1.3. Lineas

Una vez elegida la capa A, se procede a dibujar el contorno correspondiente, para
ello, se elige la opcion Geometria — Crear— Linea Recta, o se hace click en el

botoén correspondiente en la barra de herramientas.

Se introducen en la linea de comandos las coordenadas correspondientes a los
puntos inicial y final de la linea deseada, en este caso (0,0,50) (0,15,50). Aqui bien se
puede pulsar la tecla ‘Esc’ o el botén intermedio del raton, para indicar que la linea
estd terminada; o bien se introduce la siguiente coordenada (0,15,0) y el programa
trazard la linea que marca el perfil de la pared del cilindro. Si se opta por la primera
opcion, a la hora de dibujar la otra linea, aparece la opcion de unirla con la primera
o crear una linea totalmente independiente. Esto ultimo quiere decir que en el punto

de unién en realidad seran dos puntos situados en las mismas coordenadas.

Dado que el plano inicial mostrado por el programa es el XY, y se ha trazado
una linea perpendicular a él, la perspectiva de esta serd la de un punto, asi que a fin
de obtener otra vista desde la que tener una idea de como se desarrolla el dibujo,
se deben utilizar las opciones de Zoom, y Rotar, en el submenti Ver o en el menu
contextual (boton derecho del mouse). En la figura C.4 se muestra como quedaria

la linea descrita vista desde una perspectiva isométrica.
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Figura C.4: Crear una Linea

C.1.4. Copiar, Rotar y Extruir

El mentu copiar de Gid, es una de las herramientas de diseno mas versatiles que
posee. Se accede a ¢l mediante el boton ‘Copiar’ o a través del menta Utilidades —
Copiar. El objetivo en esta figura, es generar una superficie de revoluciéon alrededor
del eje Z cuya generatriz es la linea dibujada en la seccion anterior. Para esto se
selecciona lineas en la pestana de entidades (objeto que se desea copiar); y la opcion
rotacion en la pestana de transformacion (en esta pestana se admiten multiples op-
ciones como simetria, traslacion etc.). Una vez hecho esto, el ment se transforma, y
aparece la opcion de angulo, que indica que arco abarcara la rotacion (en este caso
90°). En los puntos siguientes se deben introducir coordenadas del eje alrededor del
cual se efectuara el giro. Bastara con introducir un valor positivo en la coordenada z
del primer punto. Se debe tener en cuenta como se define el eje, ya que en funcion de
su direccion el giro se definira positivo en un sentido o en el contrario. En la opcion
de extruir se selecciona Superficies, seran generadas tantas superficies como lineas

roten. Por ultimo se hace click en seleccionar, se marcan las dos lineas dibujadas,
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y al pulsar en el botéon terminar, queda el diseno tal y como aparece en la figura C.5.
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Figura C.5: Copiar, Rotar y Extruir

LT

La numeracion de entidades se otorga en funciéon del orden en que han sido

creadas. Este factor es muy importante a la hora de mallar la superficie, ya que los

elementos seguirdn el mismo orden en el que hayan sido creadas. Las normales de

las superficies quedan definidas por el sentido de giro por el cual se ha conforma-

do. Todas estas propiedades pueden consultar mediante el comando Utilidades —

Listar, especificamente también se puede pintar en el modelo las normales de cada

superficie mediante Ver — Normales— Superficies.

C.1.5. Figura

Para terminar la figura, solo es necesario repetir los paso anteriores en las otras

dos capas (B, y C) con una linea en cada una, las coordenadas de la linea generatriz

de la tapa inferior seran (0,0,0),(0,15,0). Y las de la superficie libre (0,15,0),(0,100,0).



Tutorial GiD. 233

Es recomendable desactivar la capa anterior en la que se ha trabajado, y asi quitar
de la vista del dibujo lineas que pueden complicar el diseno. En el menu Ver —
Iluminacién existen algunas opciones que permiten darle otro aspecto al modelo,
sustituyendo el conjunto de lineas de colores que representan las diferentes entidades,
por una iluminaciéon orientable de las diferentes superficies, quedando con el aspecto

que aparece en el lado derecho de la figura C.6
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Figura C.6: Figura Terminada

Se puede apreciar el contorno A en color azul, el contorno B en color verde y el

contorno C en color cyan.

C.2. MALLADO DE LA GEOMETRIA

Una vez se tiene definida por completo la geometria del modelo, el siguiente y
mas importante paso es realizar la malla. Para ello, el programa cuenta con un es-
pecializado mentd. Se puede en un primer momento generar una malla automatica,
la cudl por defecto estard compuesta de elementos triangulares de tres nodos, para

esto, simplemente se escoge la opcion Generar malladentro del menia Malla. En
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el dialogo que aparece, solo se tiene como opcién el tamano medio de elemento. Si
se opta por un tamano de elemento igual a 5 se obtiene una malla bastante densa

como se muestra en la figura C.7
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Figura C.7: Mallado por defecto

Un requisito del programa utilizado es que la malla sea definida con elementos
cuadraticos de 6 o 9 nodos, para ello, se debe activar en el meni Malla — Elemen-
tos cuadraticos la opcion Cuadratico 9. A partir de este momento, cualquier
malla que se genere estara compuesta por este tipo de elementos. La filosofia del
programa durante este proceso es que toda variaciéon que se le aplique al modelo,
permanecerd hasta que se aplique una posterior que la modifique o se restablezcan
los valores por defecto a través del comando Malla — Eliminar datos mallado.
Asi pueden ir aplicaindose cambios en la malla y ver los resultados al generarla sin

necesidad de repetir todos los pasos en cada proceso.

Empezando con el lateral del cilindro, se elige en el meni Malla — Estructura-

da — Superficies — Asignar, y se elige la o las superficies deseadas. Al presionar
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‘Esc’ para confirmar la seleccion, se activa un menu que pregunta por el nimero de
divisiones a aplicar; se introduce un 6, que seran las divisiones en los laterales. Una
vez hecho se hace click en asignar y se selecciona uno de los laterales (al ser una
superficie de 4 lados la opuesta se selecciona automéaticamente), con la tecla ‘Esc’
se indica el final de la eleccion. Se ofrece la posibilidad de repetir la asignacion de
divisiones volviendo al meni anterior, ante lo cual bien se elige continuar repitiendo
el proceso anterior, o bien se elige cerrar. En este caso se repite el proceso asignando
4 divisiones a la parte superior e inferior de la pared del cilindro. Tras generar de

nuevo la malla se obtiene la figura C.8

Figura C.8: Mallado Estructurado en la cara del cilindro

La funcién de ‘Superficie estructurada’ posee la particularidad de que solo se
puede aplicar a superficies de 3 o 4 lados, en el primer caso se mallard la region
con triangulos y en cada lado, el niimero de elementos sera el mismo. En el segundo
caso se mallard con cuadrilateros y se debe introducir las divisiones para dos lados
que formen angulo, los otros dos seréan asignados automéaticamente. Para mallar otro
tipo de superficies se puede recurrir a ‘Lineas estructuradas’ en las que se aplica el
numero de divisiones que debe aparecer en cada linea del modelo, o bien utilizar la
opcion de ‘Malla no estructurada’ en la que se define el tamano de los elementos
ya sea en zonas cercanas a un punto, en una linea o en una superficie. Opciones
muy adecuadas cuando se quiere modificar una malla estructurada realizada con
anterioridad. Dentro de estas opciones de malla no estructurada esta contenida la

de malla por error cordal, por la cual se genera la malla intentando aproximarse con
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la mayor exactitud a la geometria definida. Acortando el tamafno de los elementos

cuando el modelo posea esquinas o curvas complicadas.

Las tapas y la superficie libre se pueden mallar mediante superficies estruc-
turadas. Como ya se ha explicado, las tapas resultaran en dos superficies con 16
elementos triangulares cada una (4 divisiones en cada lado) y el terreno tendra 32
elementos cuadrangulares (4 en el lado mas proximo al cilindro y su opuesto, y 8 en
los lados libres). Pero para mejorar la distribucion se recurre a la opcion Malla —
Estructurada — Lineas — Concentrar Elementos, con esto se pretende con-
centrar el nimero de elementos en un extremo de las lineas seleccionadas. Con ello se
puede aumentar la concentracion de elementos en una zona concreta o bien mejorar
el aspecto de los cuadrilateros evitando deformaciones excesivas. En la figura C.9
se expone el aspecto final de la malla que ha servido de ejemplo. A la izquierda se
muestra antes de concentrar los elementos en la zona mas cercana al cilindro, y en
la derecha una vez efectuado el cambio. La forma de los elementos se asemeja mas a
un cuadrado y existe mayor concentracion de elementos en las zonas mas cercanas

a la estructura.

a Concentrar elementos

| Peso inicio Ui peso |

= =

v M

Figura C.9: Concentracion de elementos

Hay que tener presente que una misma superficie no se puede mallar con dife-
rentes tipos de elementos, es decir, no se puede tener una superficie en la que parte
de los elementos sean triangulares y la otra parte cuadrangulares. Si se quiere que
en un contorno se de esta situacion, se debe prever con antelacion y a la hora de dis-

enar la geometria definir varias superficies para un mismo contorno, (aunque formen
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parte del mismo plano), que separen las zonas que seran malladas con elementos de
3 lados de las que lo serdn con elementos de 4 lados. Siguiendo este procedimiento
se mallaron los modelos de los problemas descritos en este proyecto. En ellos existe
en las tapas de los cilindros una parte de elementos triangulares (la central) y otra

parte de cuadrangulares (la mas externa).

Por dltimo, es muy 1util y en ocasiones totalmente necesario, conocer la nu-
meracion de nodos y elementos, para ello se dispone de la herramienta en el menu
contextual Etiquetas, que muestra el nimero de elementos y nodos ya sean todos
los que aparecen en pantalla o bien seleccionados segin el criterio del usuario (Figu-
ra C.10). Por otra parte si se ejecuta un comando de Lista sobre un elemento, se

mostraran los nodos que lo componen en su orden correspondiente.

Figura C.10: Etiquetas de Nodos (en negro) y Elementos (en verde)
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