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Introdu

ión. 31.1. Ante
edentesLa ne
esidad de diseñar y 
onstruir de forma óptima estru
turas que van a estarsometidas a a

iones dinámi
as, 
omo pueden ser el paso de un tren sobre un puente,la a

ión del viento sobre un edi�
io o la ex
ita
ión que produ
e un terremoto sobre
ualquier tipo de 
onstru

ión, pone de mani�esto la importan
ia del estudio de laDinámi
a de Estru
turas.En toda programa
ión de Teoría de Estru
turas en una Es
uela Té
ni
a Supe-rior, existe un bloque temáti
o dedi
ado espe
í�
amente a este ámbito. Dentro deeste bloque se estudia el 
aso de estru
turas 
iviles sometidas a ex
ita
iones sísmi
asy se analizan los distintos fa
tores que in�uyen en su respuesta.Tradi
ionalmente, este problema se aborda 
on planteamientos 
lási
os que in-
orporan importantes simpli�
a
iones, y que están re
ogidos en las normativas de
onstru

ión de los diferentes países.En este transfondo se enmar
a el proye
to presentado: el estudio y análisis demodelos numéri
os que permiten evaluar los fa
tores que in�uyen en la repuestadinámi
a de estru
turas.Conven
ionalmente, para el estudio de estru
turas sometidas a soli
ita
ión sís-mi
a, existen dos metodologías: un pro
edimiento dire
to, en el que estru
tura y
imenta
ión se analizan 
onjuntamente 
omo un super-sistema a
oplado ante la so-li
ita
ión dinámi
a; o bien un pro
edimiento indire
to (o por pasos) en el que losefe
tos de intera

ión mutua suelo-estru
tura se 
ontemplan de forma simpli�
adaen pasos su
esivos (tres pasos en la prá
ti
a, de lo 
ual ha ido derivando el nombrede `método de los tres pasos' 
on el que habitualmente se 
ono
e este método). Elprimero de los pro
edimientos (método dire
to) tiene 
omo ventaja prin
ipal la dea
er
arse más �elmente a la realidad. Sus in
onvenientes son su 
omplejidad y elelevado número de grados de libertad que impli
a. El segundo (método de los trespasos), al analizar el sistema por partes, es menos pre
iso, si bien suele suponer unmenor 
osto 
omputa
ional. Tradi
ionalmente, el método indire
to ha sido, por susimpli
idad, el más empleado. De he
ho, utilizado 
on `buen o�
io' ha demostradosu grado de validez en un gran número de problemas 
on
retos. Sin embargo, son



4 Capítulo 1mu
hos los aspe
tos del problema, desde la propia de�ni
ión de la ex
ita
ión sísmi
ahasta el 
omportamiento a
oplado de la estru
tura 
on el suelo de 
imenta
ión, queno están 
ompletamente 
omprendidos en la a
tualidad y son objeto de aporta
iones
ientí�
as 
onstantes en numerosas revistas dedi
adas al tema.Estos he
hos son lo que ha
e de la respuesta dinámi
a de estru
turas un im-portante 
ampo de trabajo e investiga
ión, el 
ual 
ontinúa siendo un tema 
om-pletamente abierto. De esta forma y en este 
ontexto, un estudio sistemáti
o delas diferen
ias que supone el uso de una u otra metodología apli
ada a un análisis
on
reto es un tema de gran interés y a
tualidad.
1.2. Objeto del trabajo fin de 
arreraDe a
uerdo a la memoria que a
ompañaba a la soli
itud de título de PFC, estu-diado y aprobado por la 
omisión de proye
tos de �n de 
arrera en o
tubre de 2006,se persigue 
omo objeto último de este estudio la 
ompara
ión de dos estrategiasmuy utilizadas en el 
ampo de la dinámi
a de estru
turas; un método dire
to, y unmétodo indire
to (denominado método de los tres pasos), tratando así de de�nir susdiferen
ias prin
ipales, basándose en las solu
iones obtenidas al resolver un mismoproblema 
on ambos métodos.Para ello, se de�ne un problema patrón (
aso prá
ti
o 
on
reto) que 
orrespondeal análisis sísmi
o de una estru
tura 
ilíndri
a de hormigón genéri
a, de grandes di-mensiones, par
ialmente enterrada en un terreno estati�
ado, saturado o no de agua.Esta tipología estru
tural puede ser apli
able a distintos 
asos 
omo un silo nu
lear,un rea
tor nu
lear, una esta
ión de bombeo en una infraestru
tura hidroelétri
a,et
. Se admite la hipótesis de 
omportamiento lineal.El análisis se 
entra en la obten
ión de la respuesta dinámi
a de la estru
turaprovo
ada por un tren de ondas que se propagan por el suelo. Se trata de un estudiodel problema en el dominio de la fre
uen
ia. Se analizará la respuesta de la estru
-tura a través del método dire
to y a través del método de los tres pasos. Se evaluaránlas posibles diferen
ias o dis
repan
ias en los resultados. Asimismo se estudiará lain�uen
ia de aspe
tos tales 
omo la estratigrafía del suelo, el grado de enterramiento
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ión. 5de la estru
tura y la �exibilidad de la estru
tura. Todos los 
ál
ulos se realizarán
on un software desarrollado por los tutores basado en el Método de los Elementosde Contorno.Más detalladamente los objetivos a 
umplir son:Estudio de las bases de la elastodinámi
a lineal (lo 
ual supone una extensiónde la asignatura tron
al Elasti
idad y Resisten
ia de Materiales), ha
iendohin
apié en la 
omprensión de los fenómenos de propaga
ión de ondas elásti
asy su formula
iónEstudio de los modelos de ex
ita
ión sísmi
a vin
ulados a la propaga
ión deondas elásti
as en el suelo. Comprensión de la naturaleza propagatoria delsismo, lo que 
onlleva que puntos del suelo separados entre sí estén sometidosen un instante determinado a desplazamientos de diferente valor, e in
lusoen desfase. Esta 
uestión se ha revelado de suma importan
ia en el 
aso deestru
turas de gran tamaño.Instru

ión en los modelos `
lási
os' 
ontemplados en las normativas para 
ál-
ulo sísmi
o de estru
turas, así 
omo las simpli�
a
iones que introdu
en, paratener una idea 
lara del ámbito de apli
a
ión ade
uado de di
ha normativa, yde 
uales son los prin
ipales fenómenos que no 
ontempla.Asimilar las bases de los métodos numéri
os que han servido para el desa-rrollo de software apli
able al análisis de la propaga
ión de ondas en medioselásti
os, y al 
ál
ulo sísmi
o de estru
turas. Di
ho software forma parte de lainfraestru
tura de la ya que se dispone, y ha sido elaborado durante más deuna dé
ada por los profesores del Departamento.Entrenamiento en el uso de esta batería de programas informáti
os, de maneraque, bajo tutela de los profesores, sea 
apaz de utilizarlos ade
uadamente. Sepretende que el alumno aplique di
hos programas al estudio de la in�uen
ia delas 
ara
terísti
as del emplazamiento en la de�ni
ión de la ex
ita
ión sísmi
a.Desarrollo del modelo y evalua
ión de la in�uen
ia de las 
ara
terísti
as geoló-gi
as/geoté
ni
as del emplazamiento en la respuesta. Se evaluará la in�uen
iade los efe
tos de intera

ión suelo-estru
tura, 
ará
ter espa
ial de la ex
ita
ión,y se obtendrán todas las 
on
lusiones relativas a las diferen
ias en
ontradasfrente al uso de modelos que no 
ontemplan di
has 
ara
terísti
as.



6 Capítulo 1Se deberá generar una batería de resultados que sirvan de material didá
ti
opara ilustrar la in�uen
ia de los efe
tos estudiados. Este material tendrá utili-dad do
ente en las asignaturas Teoría de Estru
turas y Constru

iones Indus-triales (tron
al), Me
áni
a de Sólidos Elásti
os (optativa) y Cál
ulo Avanzadode Estru
turas (optativa).1.3. El Caso Prá
ti
o AnalizadoComo objeto 
entral del estudio se ha optado por una estru
tura genéri
a, quebien puede responder a la 
on�gura
ión estru
tural de un silo nu
lear, bien a la deun pozo de refrigera
ión o a la esta
ión de bombeo de un sistema hidroelé
tri
o.A �n de dotar al problema de unas 
ara
terísti
as físi
as lo más aproximadas amagnitudes reales, se ha de�nido el problema de la �gura 1.1, que 
onsiste en un
ilindro hue
o en su mayor parte de 14 metros de radio exterior y 80 metros dealtura. De los 
uales los 50 m. inferiores están enterrados en un terreno estrati�
adoy los 10 metros siguientes se en
uentran por debajo del nivel del agua. Los muros, dehormigón armado, tienen un espesor de 1.5 metros, y se 
uenta en la parte enterrada
on una pantalla de 1 metro de espesor nominal, por lo que la perfora
ión en el te-rreno es de 15 metros de radio. Los 20 metros inferiores en el interior de la torre, seen
uentran rigidizados por diferentes forjados que sirven 
omo base a maquinaria,
uartos de máquinas y 
ontrol, talleres varios y demás re
intos que pudieran serne
esarios. Las magnitudes físi
as que terminan de de�nir el problema, (densidad,
oe�
iente de elasti
idad...) serán des
ritas posteriormente. Además se utilizará unmodelo simpli�
ado 
onsistente en un 
ilindro ma
izo de 50 metros de altura y 15 deradio. A �n de estudiar la in�uen
ia del he
ho de simpli�
ar la estru
tura, así 
omola de 
iertas 
ara
terísti
as físi
as del problema. También permitirá 
omprobar lapoten
ia del 
ódigo utilizado.
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Figura 1.1: Alzado del problema1.4. El problema de la Intera

ión Suelo - Es-tru
tura.Este problema ha sido ampliamente estudiado por numerosos autores, se puedeen
ontrar un estudio más 
on
reto en trabajos 
omo Abas
al (1984) y Domínguez(2003).El 
omportamiento de estru
turas apoyado en suelos deformables y sujetas aa

iones dinámi
as puede depender en gran parte de las propiedades del suelo y enlas 
ara
terísti
as de la 
imenta
ión. El análisis de este 
omportamiento requiere unmodelo que tenga en 
uenta no solamente la estru
tura, sino también el suelo y lasfuerzas de intera

ión dinámi
a existentes entre ellos. Los primeros problemas deintera

ión dinámi
a suelo-estru
tura, que fueron estudiados en los años 30, estabanrela
ionados a la vibra
ión de grandes máquinas montadas en 
imenta
iones masivas.El 
omportamiento dinámi
o de estas máquinas, sólo podía ser entendido teniendoen 
uenta la intera

ión dinámi
a entre el suelo y la 
imenta
ión. Edi�
ios altos,o 
ualquier otra estru
tura 
imentada, sometidos a 
argas de viento, también sonejemplos de problemas donde la intera

ión dinámi
a suelo-estru
tura puede tener



8 Capítulo 1efe
tos importantes y donde la ex
ita
ión es dire
tamente apli
ada a la estru
tura.El análisis de las estru
turas bajo efe
tos de terremotos, lleva a un segundo tipo deproblema intera

ión dinámi
a suelo-estru
tura donde la ex
ita
ión es transmitidaa través del terreno.

Figura 1.2: Considera
ión de la intera

ión dinámi
a suelo-estru
turaPara mostrar de un modo simple la importan
ia de los efe
tos de la intera

iónsuelo estru
tura en la respuesta dinámi
a de estru
turas 
imentadas, basta 
on 
om-parar dos problemas muy similares en aparien
ia: el primero (�gura 1.2a) se trata deuna masa puntual M unida a un base a través de una barra de longitud h y rigidezhorizontal K, la masa tiene impedidos los desplazamientos verti
ales. La respuestade este sistema en 
aso de apli
ar una ex
ita
ión a la base es más que 
ono
ida y serige por la e
ua
ión:
M üm + K um = −M üb (1.1)donde um es el desplazamiento de la masa y ub el de la base. La fre
uen
ia naturaldel sistema será:

ω2
n =

K

M
(1.2)

El segundo problema (�gura 1.2b) 
onsiste en inter
alar entre barra y base una
imenta
ión in�nitamente rígida y sin masa, pero que puede desplazarse horizon-
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ión. 9talmente 
on una rigidez Kc y girar 
on una rigidez Kφ 
on rela
ión al terreno. Lae
ua
ión equivalente a (1.1) del problema anterior sería:
M

(
K

Kc

+
K h2

Kφ

+ 1

)

üm + K um = −M üb (1.3)la fre
uen
ia natural sería en este 
aso:
ω2

n =
K

M

1
(

K
Kc

+ K h2

Kφ
+ 1
) (1.4)Es evidente que la 
onsidera
ión en el sistema de la rigidez de la 
imenta
iónafe
ta notablemente a la respuesta del sistema y a su fre
uen
ia natural.Un problema sen
illo en el que se muestra el 
ál
ulo de la impedan
ia de 
i-menta
ión es el mostrado en la �gura 1.3. Se asume que la 
imenta
ión es un bloquerígido y sin masa apoyado en un semiespa
io que representa el terreno. La rela
iónentre la fuerza dinámi
a apli
ada (p(t)) a la 
imenta
ión y su desplazamiento (x(t))esla impedan
ia.

K(ω) =
p(t)

x(t)
(1.5)

Figura 1.3: Cimenta
ión rígida sobre semiespa
io uniformedonde p(t) = P0 eiωt y x(t) = x0 eiωt. Estas amplitudes (P0, y X0) son números
omplejos, y por lo tanto también lo será la impedan
ia.A �n de 
omprender el signi�
ado de la rigidez de la 
imenta
ión, se puede
onsiderar una analogía sen
illa dibujada por Roesset (1980). En este modelo, seasume que la �gura 1.4 representa el suelo debajo de la 
imenta
ión.Su e
ua
ión de equilibrio será:
p(t) = ms ẍ + cs ẋ + ks x (1.6)sometido a 
argas armóni
as tal que:

p(t)

x(t)
= (ks − ms ω2) + i ω cs (1.7)
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Figura 1.4: Modelo para la respuesta dinámi
a del suelopor 
ompara
ión de las e
ua
iones (1.5) y (1.7) se puede obtener que:
K(ω) = (ks − ms ω2) + i ω cs = k1 + i k2 (1.8)

K(ω) = ks

(

1 −
ω2

ω2
n

)

+ 2 i β
ω

ωn

(1.9)donde ωn =
√

ks/ms y β = c
ccr

= c

2
√

ks ms
Esta e
ua
ión puede ser es
rita 
omo:

K(ω) = ks(k + i ω c∗) (1.10)La 
onstante del resorte del modelo simple representa la rigidez estáti
a de la
imenta
ión mientras que los 
oe�
ientes dependientes de la fre
uen
ia k y c∗ repre-sentan las parte real e imaginaria de la rigidez dinámi
a de la 
imenta
ión. Estos
oe�
ientes pueden ser representados en fun
ión de la fre
uen
ia angular ω tal y
omo se muestra en la �gura 1.5.

Figura 1.5: Coe�
ientes de rigidez para el modelo de la �gura 1.4De forma general se puede de
ir que la in�uen
ia de la intera

ión dinámi
asuelo-estru
tura en las respuestas de 
onstru

iones frente a soli
ita
iones sísmi
as
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ión. 11es importante para 
onstru

iones grandes y masivas. Cuando una estru
tura grandees ex
itada por ondas viajando a través del terreno, 
omo o
urre durante un terre-moto, se presentan dos efe
tos importantes aso
iados al tamaño de la 
imenta
ióny la estru
tura. El primero se denomina intera

ión 
inemáti
a y está aso
iado altamaño y la geometría de la 
imenta
ión. La existen
ia de 
imenta
iones de grantamaño exentas de masa, produ
irían por si mismas una interferen
ia en las ondasin
identes de tal manera que la respuesta de la 
imenta
ión es fun
ión de su geome-tría. El fenómeno puede ser ilustrado por la imagen de dos bar
os muy ligeros en lasuper�
ie del mar (�gura 1.6); uno muy pequeño y otro igualmente ligero pero demayor tamaño. El primero seguirá el movimiento de la super�
ie libre sin produ
irningún 
ambio en él; el segundo tendrá su propio movimiento y 
ambiará el despla-zamiento del mar en su 
er
anía.

Figura 1.6: Intera

ión 
inemáti
aEl segundo efe
to es 
ono
ido 
omo el efe
to de tren de ondas (�gura 1.7). Tienelugar 
uando la longitud 
ara
terísti
a de la estru
tura es del mismo orden que lalongitud de onda de las ondas sísmi
as. La importan
ia de esta 
ara
terísti
a de-pende del tamaño de la estru
tura y el tipo, fre
uen
ia y dire

ión de las ondas.
Figura 1.7: Efe
to de Tren de Ondas



12 Capítulo 11.5. Metodología UtilizadaExiste una amplia bibliografía en rela
ión 
on la diversa metodología para en-frentarse a la resolu
ión del problema de la intera

ión suelo-estru
tura: Chopra etal.(1981), Alar
ón et al.(1979), Brevia et al. (1992). En Emperador (1988) se ha
euna visión muy a
ertada e interesante a
er
a de los diferentes pro
edimientos 
onlos que obtener la solu
ión de di
ho problema. El punto de vista de este autor hasido el adoptado para la reda

ión de este apartado.Desde una ópti
a muy general, puede de
irse que la ingeniería tiene planteadosun número de problemas muy diversos para los que no se 
ono
e una solu
ión exa
tade forma explí
ita. Con la apari
ión y generaliza
ión del uso de los 
omputadoresdigitales, surgen una serie de té
ni
as numéri
as que propor
ionan solu
iones aproxi-madas, 
on pre
isión y 
osto razonables.En este estudio, el problema afrontado pertene
e al grupo de los que no poseensolu
ión explí
ita por lo tanto se aborda de forma numéri
a. El problema, en gene-ral, se re�ere a obtener la solu
ión en tensiones y desplazamientos de una estru
turasometida a soli
ita
iones dinámi
as y en parti
ular a los efe
tos que la intera

iónentre el suelo y estru
tura tienen sobre la respuesta de esta última.Es 
laro que un gran número de las estru
turas que se diseñan tienen una 
laravin
ula
ión 
on el terreno sobre el que se mueven, o asientan; 
omo ejemplo sepueden 
itar: maquinarias, vehí
ulos, edi�
a
iones, obras 
iviles et
...Antes de la apari
ión de métodos de resolu
ión ade
uados, a pesar de que erabien 
ono
ida la interdependen
ia entre suelo y estru
tura, solía realizarse el análisisdinámi
o de la estru
tura desvin
ulada del mismo; esta hipótesis, aunque inexa
ta,suele ser su�
iente para aquellas estru
turas de no elevada importan
ia o responsa-bilidad.En 
iertas estru
turas, bien por su importan
ia en sí mismas, p. e. puentes degrandes lu
es o edi�
ios en altura; bien por sus reper
usiones tanto e
ológi
as 
omode índole de seguridad, 
aso de 
entrales nu
leares, resulta evidente que se deberealizar el estudio 
onjunto de ambas partes: estru
tura y terreno.
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La realidad a
tual es que el número de estru
turas a las que hay que apli
ar unanálisis dinámi
o 
onjunto 
re
e 
onstantemente y esta ne
esidad ha indu
ido nu-merosas investiga
iones en este sentido. Los métodos desarrollados son fundamental-mente dos: el Método Dire
to y el Método de los Tres Pasos o de Subestru
tura
ión.En el Método Dire
to el análisis se realiza 
onjuntamente entre ambos elementosestru
turales, el terreno y la superestru
tura, apli
ándoles alguno de los métodosnuméri
os de resolu
ión ya men
ionados, usualmente el método de los elementos�nitos o 
omo en este 
aso el método de los elementos de 
ontorno. La estru
turay el suelo se dis
retizan, empleando para ello los tipos de elementos ade
uados, enespe
ial aquellos elementos utilizados para modelizar el terreno, ya que éstos han detener en 
uenta la parte del mismo que no ha sido dis
retizada.La solu
ión al problema puede ser hallada en dos dominios diferentes. En el do-minio del tiempo, aquel en el que todas las variables dependen de la variable tiempo,mediante una té
ni
a de resolu
ión de Integra
ión Paso a Paso. En el dominio de lafre
uen
ia (aquel en el que todas las variables son del tipo armóni
o o bien puedenser de
ompuestas en la suma de ellos), la respuesta se 
onsigue a través de la ob-ten
ión de la fun
ión de transferen
ia del sistema para 
ada fre
uen
ia, obtenida alresolver el sistema de e
ua
iones resultante de apli
ar la transformada de Fourier ode Lapla
e a las e
ua
iones de 
ampo en el dominio del tiempo. Se puede obtenerla solu
ión en este último dominio al realizar el produ
to de la fun
ión de transfe-ren
ia del sistema y la fun
ión transformada de la ex
ita
ión, y apli
arle a éste laantitransformada 
orrespondiente.El método de integra
ión paso a paso permite tener en 
uenta las posibles nolinealidades del 
onjunto analizado, teniendo 
omo prin
ipal in
onveniente su fuertedependen
ia del intervalo de tiempo es
ogido para 
ada uno de los pasos, debidoa que este debe ser pequeño para obtener una solu
ión 
orre
ta, penalizándose eltiempo de eje
u
ión y por tanto su 
osto �nal.El análisis en el dominio de la fre
uen
ia, pese a su mayor sen
illez, tiene dosin
onvenientes fundamentales: el primero es que no permite tener en 
uenta las nolinealidades existentes, y el segundo es que para obtener una respuesta temporal



14 Capítulo 1equivalente a la del análisis en el tiempo, es ne
esario obtener una gama muy am-plia de fre
uen
ias.En el Método de los tres Pasos o de la Subestru
tura
ión, se 
onsideran sepa-radamente la super estru
tura y el terreno, su denomina
ión proviene de que hande resolverse en tres pasos su
esivos.1. Determina
ión de los desplazamientos de la 
imenta
ión, rígida y sin masa,debidos a los movimientos produ
idos por un tren de ondas elásti
as, in
identesa través del suelo2. Cál
ulo de las impedan
ias dinámi
as de la 
imenta
ión mediante la apli
a
iónde los movimientos de sólido rígido ade
uados y de la evalua
ión de los esfuer-zos produ
idos.3. Determina
ión de la respuesta de la superestru
tura, suponiéndola soportadano ya por el terreno sino sobre los resortes y amortiguadores equivalentes,obtenidos en el segundo paso, y sometiendo la base rígida a los movimientosdeterminados en el primero.Los in
onvenientes de este método se 
entran en la di�
ultad de modelizar el
omportamiento no lineal del terreno, así 
omo no tener en 
uenta la in�uen
ia delas propiedades de la estru
tura sustentada, al no estar ésta in
luida en los modelosutilizados en los pasos primero y segundo.Algunas de las ventajas que presenta este método son:a) Los modelos utilizados son muy simples.b) Permite efe
tuar análisis de sensibilidad a los diferentes parámetros, basadosen diferentes hipótesis a lo largo de los tres pasos, lo que nos da, una mayory mejor informa
ión, a
er
a de los distintos fa
tores que intervienen en elproblema global.Hasta ha
e relativamente po
os años, el método numéri
o más utilizado 
onambos enfoques de resolu
ión del problema era el de los Elementos Finitos, quesuponen un semiespa
io elásti
o, o un medio estrati�
ado horizontalmente, ya
iendo
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ión. 15sobre una base in�nitamente rígida. En 
ualquiera de ellos, habrá de obtenerse elmovimiento de la base rígida 
ompatible 
on el movimiento 
ono
ido en la super�
ie;utilizando para ello varios pro
edimientos.Los prin
ipales in
onvenientes de los modelos desarrollados basándose en loselementos �nitos son dos:1. La estratigrafía real del suelo puede no ser re
tos ni paralelos, entre si y labase, 
omo por ejemplo, valles de aluvión et
...2. La base sobre la que se asienta la estratigrafía del terreno 
onsiderado no hade ser siempre rígidaAmbas limita
iones vienen impuestas, la primera por la matriz 
onsistente de
ontorno, elemento espe
ialmente desarrollado para este tipo de problemas, que
ierra la zona de terreno dis
retizada. La segunda por la imposibilidad inherente almétodo de modelar medios semin�nitos o in�nitos.Por estas razones se han desarrollado otras té
ni
as numéri
as tales 
omo elMétodo de los Elementos de Contorno, el 
uál será utilizado tanto 
omo métododire
to, 
omo herramienta para 
al
ular los pasos su
esivos del método de los trespasos.El Método de los elementos de 
ontorno (MEC) es una té
ni
a numéri
a basadaen la formula
ión de e
ua
iones integrales de problemas de me
áni
a de los medios
ontinuos. Hay dos tipos de formula
ión de e
ua
iones integrales. Una posee 
omoin
ógnitas prin
ipales, variables 
on un 
laro sentido físi
o y en términos de las 
ualesse dan las 
ondi
iones de 
ontorno. Esto es la formula
ión dire
ta. En el segundotipo, 
ono
ido 
omo formula
ión indire
ta, las in
ógnitas fundamentales 
are
en detodo sentido físi
o. EL MEC, se basa 
asi ex
lusivamente en la formula
ión dire
-ta, en él las in
ógnitas de las e
ua
iones integrales son valores en el 
ontorno delas prin
ipales variables de 
ampo (por ejemplo, desplazamientos en elasti
idad) ysus derivadas, que también poseen sentido físi
o (tra

iones en elasti
idad). Estasfun
iones son aproximadas en el 
ontorno a través de los valores en un determinadonúmero de puntos (nodos) y un 
onjunto de e
ua
iones de interpola
ión previamentesele

ionadas. Para ha
er la interpola
ión y el subse
uente pro
eso de integra
iónmás llevadero, el 
ontorno se divide en partes (elementos)



16 Capítulo 1Este método, posee unas 
ara
terísti
as generales que vienen a solventar los prin-
ipales in
onvenientes del método de los elementos �nitos (MEF). Ya que en el MECsólo se dis
retiza el 
ontorno, el sistema de e
ua
iones resultantes es mu
ha menorque en métodos que requieren la dis
retiza
ión del dominio 
ompleto 
omo lo es elde elementos �nitos y el de diferen
ias �nitas. Otra 
onse
uen
ia de trabajar sólo eldominio es que el pro
eso de genera
ión de mallas al involu
rar sólo la super�
ie esmás sen
illo que el utilizado por los métodos que involu
ran al dominio 
ompleto.El pre
io a pagar por esta ventaja es que los sistemas de e
ua
iones así obtenidos,no son simétri
os y la matriz suele 
are
er de ex
esivos 
eros que alivian el tiempode 
omputa
ión, lo que en o
asiones puede resultar en mayores tiempos de 
ál
ulo apesar de que el número de grados de libertad sea menor. Una segunda 
ara
terísti
adel MEC es que de el se obtienen resultados de alta pre
isión tanto en el 
ontorno
omo en 
ualquier punto interno, esta 
ualidad lo ha
en un 
andidato perfe
to enproblemas donde se requiera gran exa
titud en la respuesta.Entre las desventajas del método, también se puede re
al
ar el he
ho de quepara tratar 
on propiedades no lineales de los materiales existe una di�
ultad aña-dida, 
onsistente en tener que in
luir en las e
ua
iones integrales de dominio. Lo
ual puede a
abar 
on las ventajas de un método basado en las 
ondi
iones en los
ontornos si existen zonas demasiado extensas de material no lineal.Todo esto forma parte de la naturaleza general del método y puede ser apli
ado aproblemas del medio 
ontinuo en estáti
a y en dinámi
a. Hay sin embargo una dife-ren
ia adi
ional entre el MEC y los métodos numéri
os basados en el dominio que sedebe resaltar debido a su relevan
ia en la solu
ión de 
iertos problemas dinámi
os.Esto es al tratar 
on espa
ios semi-in�nitos o in�nitos, en los métodos que dis
retizanel dominio, deberían ha
erlo hasta el in�nito, lo que en realidad su
ede es que semalla el dominio hasta 
ierto punto en el que se 
olo
a un 
ontorno arti�
ial dealgún tipo. Estos 
ontornos pueden ser utilizados sin problemas en estáti
a, pero endinámi
a, pueden apare
er falsas re�exiones de ondas en esa super�
ie que distor-sionen los resultados. Por el 
ontrario el MEC esta basado en una formula
ión dee
ua
iones integrales, las 
uales en 
aso de regiones externas, 
onsiste en integralesextendiéndose sólo sobre los 
ontornos internos, y además sólo se dis
retizan estosúltimos. El 
omportamiento de los dominios sin 
ontorno esta representado por estasintegrales de�nidas en los 
ontornos internos. Esta importante 
ara
terísti
a, unido



Introdu

ión. 17al he
ho de que la mayoría de los análisis dinámi
os se limitan al 
omportamientolineal, ha 
onvertido al MEC en la alternativa más ade
uada para resolver proble-mas en importantes 
ampos de la ingeniería 
omo son la intera

ión dinámi
a sueloestru
tura o a
ústi
a en espa
ios abiertos.
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El Método de los Elementos deContorno



Introdu

iónEn este 
apítulo se presenta de manera general el método de los elementos de
ontorno, se intenta que muestre un pro
eso de evolu
ión natural partiendo de lase
ua
iones que gobiernan los diferentes medios que formarán el sistema [2.1℄, unavez des
ritos, se expli
a su respuesta frente a ex
ita
iones armóni
as [2.2℄ y [2.3℄y 
omo integrar en esas e
ua
iones las 
ondi
iones exteriores o intera

iones entrelos diferentes medios[2.5℄. Terminado de de�nir las bases del MEC, se des
ribe laformula
ión propia del método para ambos medios (vis
oelásti
o y poten
ial) queserán objeto de estudio [2.6℄ y [2.7℄ además del pro
eso ne
esario para implemetarvarios medios de diferentes naturalezas en un mismo sistema [2.8℄. Con lo 
ual queda
ompletamente de�nido el método. La última se

ión [2.9℄ sirve 
omo parte expli
a-tiva de la matemáti
a ne
esaria en 
iertos pasos del método. Para un estudio enmayor profundidad, se puede re
urrir a la bibliografía 
onsultada en la reda

ión deeste 
apítulo. Aznárez (2002), Domínguez (1993) y Maeso (1992).



El Método de los Elementos de Contorno. 212.1. E
ua
iones Bási
as de la Elastodinámi
aLinealAl igual que en problemas estáti
os, las e
ua
iones de equilibrio en las tres di-re

iones y la ley de 
omportamiento del material 
onstituyen las rela
iones bási
asque gobiernan el 
omportamiento de sólidos elásti
os en régimen dinámi
o. En esteproblema, sin embargo, las variables del problema serán fun
iones 
on dependen
iatemporal además de espa
ial, y será ne
esario in
luir las fuerzas de iner
ia y disi-pa
ión en las e
ua
iones de equilibrio del mismo.Con todo ello, las rela
iones 
inemáti
as bási
as se estable
en de igual forma queen elastostáti
a. Así, si x representa el ve
tor posi
ión de 
ualquier punto del sólido
Ω en rela
ión al sistema de referen
ia 
artesiano �jo y t la variable tiempo, a partirde las 
omponentes del ve
tor desplazamiento ui(x, t) en 
ada punto del sólido Ω,se de�ne el tensor de pequeñas deforma
iones εij 
omo:

ε =
1

2
(ui,j + uj,i) (2.1)obviamente simétri
o (εij=εji ). Por otro lado, las e
ua
iones de equilibrio a niveldiferen
ial responden a la e
ua
ión:

σij,j + ρ f = ρ üi (2.2)donde σij representa el tensor de tensiones (simétri
o, si se estable
e el equilibrio demomentos σij=σji), f(x,t) las 
omponentes de las fuerzas de volumen por unidad demasa y ρ la densidad del material.Por último, la rela
ión entre el tensor de tensiones y el de deforma
iones seestable
e a través de la ley de 
omportamiento. Esta rela
ión, también llamadae
ua
ión 
onstitutiva, viene dada por la ley de Hooke, que para materiales homogé-neos e isótropos 
on 
omportamiento elásti
o y lineal tiene la siguiente expresión:
εij =

1 − ν

E
σij −

ν

E
σkk δij (2.3)o bien, en forma inversa:

σij = λ δij εkk + 2 µ εij (2.4)



22 Capítulo 2siendo δij la delta de Krone
ker. Así, para la hipótesis de partida, la rela
ióntensión-deforma
ión puede expresarse en fun
ión de sólo dos 
onstantes (ver p.e.París, 1998). En (2.3) el módulo de elasti
idad (E) y el 
oe�
iente de Poisson (ν),mientras en (2.4) el módulo de elasti
idad transversal (µ = E
2 (1−ν)

) y la 
onstantede Lamé (λ = 2 µ ν

1−2 ν
). En esta última, εkk representa la dilata
ión volumétri
a delmedio. En algunos 
asos puede resultar interesante la utiliza
ión del módulo derigidez volumétri
a o módulo de 
ompresibilidad (K) 
omo una de las 
onstantes
ara
terísti
as del medio. Esta 
onstante representa la rigidez de un sólido al 
ambiode volumen de la misma forma que µ representa la rigidez al 
ambio de forma.Ambas pueden adoptarse 
omo 
onstantes del medio, la primera rela
ionada 
on la
omponente esféri
a y la segunda 
on la desviadora de la ley de 
omportamiento.Ha
iendo uso de (2.4) en un problema hidrostáti
o, K será la rela
ión entre la presióny el 
ambio unitario de volumen provo
ado por ésta:

K = λ +
2

3
µ =

E

3 (1 − 2 ν)
(2.5)Las rela
iones 
inemáti
as (3.34), las e
ua
iones de equilibrio en tensiones (3.35)y la ley de Hooke (2.4) 
onstituyen un sistema de e
ua
iones 
ompleto que gobiernael 
ampo de desplazamientos de un dominio lineal, homogéneo e isotrópi
o. Todasestas e
ua
iones presentan una dependen
ia espa
io-temporal que representa físi
a-mente el 
ará
ter ondulatorio de la solu
ión del problema. Así, ante una soli
ita
ióngenéri
a variable en el tiempo, la respuesta del sistema en desplazamientos, tensióno deforma
ión serán ondas que se propagan en el interior del dominio en estudio.Con todo, este sistema de e
ua
iones planteado puede ser 
ondensado y formularel 
omportamiento del medio en término de las tres 
omponentes del ve
tor despla-zamiento. Así, sustituyendo (3.34) y (2.4) en (3.35) podemos expresar las e
ua
ionesde equilibrio 
omo sigue (e
ua
ión de Navier):

µ ui,jj + (λ + µ) uj,ji + ρ fi = ρ üi (2.6)de forma ve
torial:
(λ + 2 µ)∇(∇ · u) − µ∇×∇× u + ρ f = ρ ü (2.7)expresión que ha de satisfa
erse en todos los puntos del dominio en estudiopara 
ada instante de tiempo. La integra
ión de (2.7) y la obten
ión del 
ampode desplazamientos en el dominio Ω, requiere la imposi
ión de las restri

iones en
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ontorno Γ de Ω en forma de tensiones y desplazamientos 
ono
idos además deestable
er 
ondi
iones ini
iales en t = 0 para las tres 
omponentes del desplazamientoy la velo
idad en 
ada punto del medio. Cono
ido ya el 
ampo de desplazamientos,el tensor de deforma
iones εij(x, t) puede obtenerse de (3.34) de forma sen
illa, y
on él el tensor de tensiones σij(x, t) a partir de la ley de 
omportamiento (2.4).2.2. Propaga
ión de Ondas en Medios Elásti
osEn esta se

ión se estudian que 
ara
terísti
as tienen los fenómenos de propa-ga
ión de ondas en un medio elásti
o, homogéneo e isótropo. Se parte, para ello, delas e
ua
iones de equilibrio dinámi
o en desplazamientos (2.7) y del problema querepresenta su integra
ión teniendo en 
uenta que las variables fundamentales (lastres 
omponentes del desplazamiento) se presentan a
opladas. En este sentido, lospro
edimientos que permiten desa
oplar este sistema de e
ua
iones arran
an de lostrabajos de Poisson, si bien es Sto
kes (Stokes, 1849) el primero que presenta unaformula
ión en términos de la dilata
ión volumétri
a θ y el ve
tor de rota
ión ωωω quepermiten desa
oplar estas e
ua
iones de un modo simple.
θ = εkk = ∇ · u

ωωω = ∇× u
(2.8)En término de estas variables, la lapla
iana del 
ampo de desplazamientos puedeser expresada 
omo sigue:

∇2u = ∇θ −∇× ωωω (2.9)que introdu
ida en el sistema de e
ua
iones (2.7), permite es
ribirlo en los si-guientes términos:
−µ∇×ωωω + (λ + 2µ)∇θ = ρ ü (2.10)Apli
ando ahora los operadores divergen
ia y rota
ional sobre esta e
ua
ión, enla que para mayor simpli
idad se han eliminado las 
argas de volumen, y teniendoen 
uenta que ∇ · (∇× ωωω) = 0 y ∇ × (∇θ) = 0 además de ser nula la divergen
iadel ve
tor rota
ión, se puede es
ribir respe
tivamente:

∇2θ =
1

c2
P

θ̈ (2.11)
∇2ωωω =

1

c2
S

ω̈ωω (2.12)
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c2
P =

λ + 2µ

ρ
y c2

S =
µ

ρ
(2.13)Las e
ua
iones (2.11) y (2.12) representan una versión desa
oplada de las e
ua-
iones de Navier (2.7) en términos de la dilata
ión y las tres 
omponentes del ve
torde rota
ión. Se trata de e
ua
iones de onda, la primera es
alar y la segunda ve
torial(cP y cS tienen dimensiones de velo
idad). Así, la 
omponente dilata
ional o irrota-
ional de la perturba
ión (aso
iada a 
ambios de volumen) se propaga 
on velo
idad

cP mientras que la 
omponente rota
ional o equivolumial (aso
iada a distorsiones enla forma) viaja 
on velo
idad cS. En un medio homogéneo e isótropo in�nito ambas
omponentes 
oexisten y se propagan independientemente siendo cP > cS, razónpor la 
ual en sismología se denomina a las ondas irrota
ionales ondas primarias(ondas P) y a las equivoluminales ondas se
undarias (ondas S), ya que las primerasal
anzan la esta
ión en menor tiempo desde el epi
entro del seísmo. Esto últimojusti�
a la nota
ión utilizada desde el 
omienzo para ambas.Utilizando cP y cS 
omo 
onstantes 
ara
terísti
as del medio, podemos es
ribirla e
ua
ión de gobierno del problema (2.10) 
omo sigue:
−c2

S∇×ωωω + c2
P∇θ = ü (2.14)Expresión algo más 
onveniente para estudiar las 
ara
terísti
as del movimientode los puntos del sólido bajo el efe
to de estas ondas. Para ello, se supone un proble-ma de propaga
ión plana armóni
a de 
ará
ter genéri
o 
on velo
idad c y dire

ióndeterminada por el ve
tor unitario s(ver p.e. Domínguez, 1993). El 
ampo de des-plazamientos en nota
ión 
ompleja y 
on amplitud unitaria, puede expresarse 
omosigue:

u = ei(ωt−ks·x)d (2.15)donde k es el número de onda (ω
c
), ω es la fre
uen
ia angular, x el ve
tor posi
iónde 
ualquier punto del medio, i la unidad imaginaria y d un ve
tor unitario en ladire

ión del movimiento. Así, sustituyendo (2.15), 
ada uno de los términos de(2.14) serán:

∇×ωωω = −k2s× (s× d) ei(ωt−ks·x) (2.16)
∇θ = −k2(s · d) s ei(ωt−ks·x) (2.17)
ü = −ω2 ei(ωt−ks·x)d (2.18)
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Figura 2.1: Desplazamientos y dire

ión de propaga
ión. Ondas planas P y SPor tanto, y teniendo en 
uenta que s× (s× d) = (s · d) s− d, la e
ua
ión (2.14),en este 
aso, puede expresarse 
omo sigue:
(c2

S − c2)d + (c2
P − c2

S) (s · d) s = 0 (2.19)Con ello, si (2.15) es una onda S(c = cS), esta rela
ión sólo se veri�
a si s · d = 0y, por tanto, si las dire

iones de propaga
ión y desplazamiento son perpendi
u-lares. Se trata de una onda transversal y el ve
tor desplazamiento esta 
ontenidoen el plano de propaga
ión. Por otra parte, si (2.15) es una onda P (c = cP ), el
umplimiento de (2.19) requiere que s = ±d y la dire

ión de propaga
ión y despla-zamiento 
oin
iden. Así la onda P es una perturba
ión de 
ará
ter longitudinal y eldesplazamiento de los puntos del sólido se produ
e en la dire

ión de propaga
ión(�gura 2.1). Este planteamiento realizado para ondas armóni
as puede generalizarsesin ex
esiva di�
ultad a 
ualquier tipo de perturba
ión plana.En este apartado sólo se han tratado los aspe
tos bási
os ne
esarios para entenderlo que sigue en los próximos 
apítulos. Un tratamiento en profundidad de la teoría dela elastodinámi
a puede estudiarse en A
henba
h (1973) o Eringen y Suhubi (1975)2.3. Ondas de Presión en FluidosEn este punto se introdu
en las e
ua
iones que rigen el 
omportamiento dinámi
odel agua. Así será tratada 
omo un �uido in
ompresible y de vis
osidad despre
iable(�uido perfe
to) 
on 
omportamiento elásti
o y lineal que trabaja en un rango depequeñas perturba
iones.
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Todos los �uidos reales tienen vis
osidad distinta de 
ero y los tensores de tensionpresentan 
omponentes de 
ortante no nulas. No obstante, la vis
osidad varía entreamplios márgenes para diferentes �uidos de forma tal que, en algunos 
asos, puedeser despre
iada sin que se produz
a pérdida de exa
titud en los resultados. Así, enlas regiones líquidas del modelo que se presenta (agua), los efe
tos iner
iales seránpredominantes sobre los vis
osos y el �uido podrá 
onsiderarse no vis
oso. No setienen en 
uenta los efe
tos provo
ados por turbulen
ias. Un �uido perfe
to (novis
oso) no soporta tensiones tangen
iales y el tensor de tensiones se redu
e a su
omponente esféri
a.

σij = −p δij (2.20)siendo p la presión. El signo negativo indi
a una tensión de 
ompresión para unvalor positivo de la presión. En un rango de pequeñas perturba
iones y teniendoen 
uenta el 
ará
ter elásti
o y lineal del modelo, la ley de 
omportamiento puedeplantearse desde la ley de Hooke des
rita para sólidos elásti
os (2.4):
σ11 = σ22 = σ33 = −p = Kf ε

σ12 = σ13 = σ23 = 0
(2.21)donde, si U(x, t) son las 
omponentes del 
ampo de desplazamientos en el �uido,

ε = εkk = Ui,i representa la dilata
ión volumétri
a del mismo. Kf es el módulo de
ompresibilidad del �uido. También a partir de las e
ua
iones de equilibrio para sóli-dos elásti
os (3.35), puede expresarse el equilibrio en un �uido perfe
to de densidad
ρ 
omo sigue:

−∇p = ρ Ü (2.22)o ha
iendo uso de (2.21)
Kf ∇ε = ρÜ (2.23)

La e
ua
ión (2.22) que representa la rela
ión entre la presión y la derivada segun-da del desplazamiento, será útil, 
omo se verá, a la hora de estable
er las 
ondi
ionesde 
ontorno en las interfases del modelo. En ambas expresiones del equilibrio no sehan tenido en 
uenta las 
argas de volumen sobre el domino líquido.
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a
ión de los operadores de divergen
ia y rota
ional sobre (2.22) permitenes
ribir:
∇2ε =

1

c2
ε̈ (2.24)

∇∇∇× U = 0 (2.25)
Así 
on las hipótesis realizadas, el movimiento del líquido está gobernado por lae
ua
ión de onda que rige la dilata
ión volumétri
a en los sólidos elásti
os (2.11)

(c2 =
Kf

ρ
) es la velo
idad de propaga
ión de las ondas longitudinales). Asimismo, el
ampo de desplazamientos es irrota
ional (e
ua
ión (2.25)), 
omo es de sobra 
ono-
ido. No existe onda S en un �uido perfe
to.En términos de la presión, a partir de (2.21), podemos es
ribir (2.24) 
omo sigue:

∇2p =
1

c2
p̈ (2.26)E
ua
ión que gobierna la propaga
ión de ondas de presión y que será utilizada enadelante para 
ara
terizar el 
omportamiento dinámi
o de un �uido perfe
to, linealy elásti
o sometido a pequeñas perturba
iones.2.4. E
ua
iones de Gobierno en el Dominio dela Fre
uen
iaYa en apartados anteriores se han introdu
ido algunos problemas 
on depen-den
ia temporal de tipo armóni
o. Re
uérdese la expresión de las ondas planas quepermitieron el estudio de las 
ara
terísti
as de las ondas en sólidos elásti
os. Eneste apartado, se obtienen las e
ua
iones que rigen el 
omportamiento en régimenarmóni
o (dominio de la fre
uen
ia) de los dos tipos de regiones que forman partedel modelo a
oplado que se presenta.Como se verá, este planteamiento en el dominio de la fre
uen
ia 
ondu
e a unaimportante simpli�
a
ión matemáti
a de las e
ua
iones de gobierno. En estas e
ua-
iones redu
idas desapare
e la dependen
ia temporal de las variables fundamentales.



28 Capítulo 2Este planteamiento redu
ido también simpli�
a los pro
edimientos para la ob-ten
ión de solu
iones al problema. Solu
iones armóni
as 
laro está. De 
ualquierforma, y teniendo en 
uenta que las fun
iones de tipo armóni
o 
onstituyen un 
on-junto 
ompleto de fun
iones independientes, puede plantearse 
ualquier dependen
iatemporal de la variable 
omo superposi
ión de armóni
os de diferente fre
uen
ia dea
uerdo a los planteamientos de Fourier. Este último aspe
to, si bien sólo apli
ablea problemas elásti
os y lineales para la obten
ión de la respuesta temporal, permite
omprender el interés que ha tenido el estudio de la formula
ión redu
ida de lase
ua
iones de gobierno para mu
hos autores.Se 
omienza 
on el problema elastodinámi
o armóni
o. Así para fre
uen
ia ω, elve
tor desplazamiento en un punto x del medio puede ser expresado, en nota
ión
ompleja, 
omo sigue:
u(x, t) = u(x,t) eiωt (2.27)siendo u(x, t) un ve
tor de 
omponentes 
omplejas en general. El módulo de lasvariables 
omplejas en el dominio de la fre
uen
ia representa el valor máximo queadopta esa variable en el dominio del tiempo, mientras que la rela
ión entre las partesimaginaria y real, determina el desfase. Suponiendo también fuerzas de volumen 
ondependen
ia armóni
a, la expresión redu
ida de las e
ua
iones de Navier (2.7) será:

µ∇2u + (λ + µ)∇θ + X = −ρ ω2u (2.28)A pesar de la 
oin
iden
ia en la nota
ión 
on (2.7), se entiende que las variablesde (2.28) dependen de la posi
ión y de la fre
uen
ia. En este punto, puede tenerseen 
uenta el 
ará
ter vis
oelásti
o del medio (disipativo) mediante la 
onsidera
iónde un valor 
omplejo para µ(λ) de la forma:
µ = Re[µ](1 + 2iξ) (2.29)donde ξ puede entenderse de la misma forma que el fa
tor de amortiguamientopara sistemas de un grado de libertad (ver p.e. Domínguez, 1993).Para la e
ua
ión de ondas en �uidos perfe
tos (2.26), el 
ará
ter armóni
o de lapresión (p):
p(x, t) = p(x, ω)eiωt (2.30)permite es
ribir la e
ua
ión redu
ida o e
ua
ión de Helmholtz:

∇2p + k2p = 0 (2.31)
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c
es el número de onda. Utilizando 
omo variable primaria la presión,la variable derivada está rela
ionada 
on el desplazamiento de las partí
ulas de�uido(Ui) a través de la e
ua
ión de equilibrio (2.23). Así en puntos del 
ontorno yen la dire

ión mar
ada por la normal al mismo, podemos es
ribir para problemasarmóni
os:

∂p

∂n
= ρ ω2Un (2.32)donde Un es el desplazamiento normal al 
ontorno de las partí
ulas de �uido.

2.5. Condi
iones de ContornoLa 
ompleta de�ni
ión del problema dinámi
o en el dominio de la fre
uen
iarequiere la imposi
ión de las 
ondi
iones de 
ontorno en términos de las variablesprimarias o sus derivadas.En el 
aso de sólidos vis
oelásti
os, se de�ne el ve
tor tensión (ti) en un puntox del 
ontorno Γ 
on normal exterior n según el lema de Cau
hy.
ti = σij nj en Γ (2.33)donde nj son las 
omponentes del ve
tor unitario normal al 
ontorno en ese punto.En general, y estudiando el 
omportamiento dinámi
o de 
ualquiera de los mediostratados, existirá una zona de 
ontorno (Γ1) donde serán 
ono
idas las variablesfundamentales (
ondi
iones de 
ontorno naturales) y una zona 
omplementaria (Γ2)en la que son dato las variables derivadas (
ondi
iones de 
ontorno esen
iales). Parasólidos vis
oelásti
os:

ui = ui en Γ1

ti = ti en Γ2siendo Γ1 ∪ Γ2 = Γ y Γ1 ∩ Γ2 = ∅. Para medios �uidos (pa) es la variablefundamental. La variable derivada será el �ujo de presión en el 
ontorno (qa = p,n)equivalente al desplazamiento normal de las partí
ulas de �uido (Ua
n) a través de(2.32). Así:

pa = p a en Γ1

∂p

∂n
= q a en Γ2
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o de modelos donde 
oexisten los dos tipos de medios (vis-
oelásti
os y es
alares) debe tener en 
uenta el efe
to de intera

ión entre ellos através de las interfases o 
ontornos 
omunes a dos regiones. Esta intera

ión se es-table
e matemáti
amente a través del 
umplimiento de las e
ua
iones de equilibriode tensiones y 
ompatibilidad de desplazamientos de ambos medios en todos los pun-tos de estos 
ontornos. Existen tres tipos de interfases en el modelo implementadodependiendo de la naturaleza de los medios que intera
túan, a saber: vis
oelásti
o-vis
oelásti
o, �uido-�uido y vis
oelásti
o-�uido.Interfase vis
oelásti
o-vis
oelásti
o: La e
ua
ión de equilibrio en este
aso son inmediatas. Sean s1 y s2 las regiones vis
oelásti
as que deter-minan el 
ontorno interfase. Así:1. Equilibrio entre los ve
tores tensión de ambos medios
ts1 + ts2 = 0 (2.34)2. Compatibilidad de los ve
tores desplazamiento
us1 = us2 (2.35)Interfase �uido-�uido: Sean 
omo antes, a1 y a2 las regiones �uidasen 
onta
to. Así:1. Equilibrio. Igualdad de presión hidrodinámi
a en ambas regiones alo largo de la interfase
pa1 = pa2 (2.36)2. Compatibilidad. Los desplazamientos normales a 
ada medio soniguales en 
alor absoluto y signo 
ontrario. Esta 
ondi
ión se expresaen idénti
os términos si la variable elegida es el �ujo de presión.

Ua1

n = −Ua2

n (2.37)Interfase vis
oelásti
o-�uido: Las e
ua
iones de equilibrio y 
ompati-bilidad en este tipo de interfases son 
omo sigue:1. Equilibrio entre el ve
tor tensión en el sólido(ts) y la presión hidro-dinámi
a (pa):
ts − pana = 0 (2.38)
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ordar que una presión positiva representa 
ompresión loque expli
a el 
ambio de signo en rela
ión a (2.34)2. Compatibilidad entre los desplazamientos normales de sólido (us
n)y �uido (Ua

n)
us

n = us
in

s
i = −Ua

n (2.39)siendo ns la normal exterior a la región vis
oelásti
a2.6. Formula
ión Integral del Problema Elas-todinámi
oEl punto de partida es el teorema de re
ipro
idad (Wheeler y Sternberg, 1968)que 
onstituye una extensión de la ley de Betty de la elastoestáti
a. Para ello setoma en 
onsidera
ión una región regular Ω de 
ontorno Γ, 
ara
terizada por unadensidad ρ, y unas velo
idades de propaga
ión cP y cS, de las ondas longitudinalesy transversales, respe
tivamente. Sobre di
ha región se de�nen dos estados elastodi-námi
os.
S(f , ρ, cP , cS; Ω) = [u, σ]

S∗(f∗, ρ, cP , cS; Ω) = [u∗, σ∗]
(2.40)donde u es el 
ampo de movimientos y σ es el tensor de tensiones, de�nidos en

Ω 
orrespondientes a unas fuerzas de volumen f, y u∗, σ∗ los 
orrespondientes a lasfuerzas de volumen f∗.En el 
aso de 
ondi
iones ini
iales nulas, el teorema se plantea 
omo:
∫

Γ

(t ∗ u∗) dΓ + ρ

∫

Ω

(f ∗ u∗) dΩ =

∫

Γ

(t∗ ∗ u) dΓ + ρ

∫

Ω

(f∗ ∗ u) dΩ (2.41)donde t y t∗ son los ve
tores tra

iones en Γ de los estados S y S∗ respe
tiva-mente, que han de satisfa
er la 
ondi
ión de equilibrio en el 
ontorno de los tensoresde tensiones 
orrespondientes. El operador * entre ve
tores representa la suma delprodu
to de 
onvolu
ión de sus 
omponentes.En este parti
ular 
onsideraremos que las fuerzas mási
as u las 
ondi
iones de
ontornos son armóni
as en el tiempo, 
on fre
uen
ia angular ω, es de
ir:
f(x, t) = f(x; ω)eiωt (2.42)
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aso el 
ampo de movimientos puede representarse 
omo:
u(x, t) = uT(x, t) + u(x; ω)eiωt (2.43)donde uT(x, t) se 
ono
e 
omo `parte transitoria' de la solu
ión y se obtiene de lasolu
ión homogénea de las e
ua
iones que rigen el estado elastodinámi
o bajo unasdeterminadas 
ondi
iones ini
iales. Es usual suponer que desapare
e trans
urridoun 
ierto intervalo de tiempo debido a los me
anismos internos de disipa
ión deenergía que presentan todos los sistemas físi
os. En estas 
ondi
iones siempre seráposible formular el problema en un instante de tiempo donde tan sólo exista la `partepermanente' de la solu
ión u(x; ω), que en general será una fun
ión 
ompleja 
onun posible desfase respe
to a la fun
ión ex
itadora, y que se 
al
ula de forma quesatisfaga las 
ondi
iones de 
ontorno bajo unas determinadas fuerzas mási
as. Bajoesta hipótesis los 
ampos de movimientos y tensiones, supuestas las propiedades delmedio independientes del tiempo, pueden expresarse 
omo:

u(x, t) = u(x; ω)eiωt

σ(x, t) = σ(x; ω)eiωt
(2.44)que sustituidas en la e
ua
ión de Navier propor
ionan

(c2
P − c2

S)uk,kl(x; ω) + c2
Sul,kk(x; ω) + ω2ul(x; ω) + fl(x; ω) = 0 (2.45)y en la e
ua
ión de 
omportamiento-
ompatibilidad

σkl(x; ω) = ρ (c2
P − 2c2

S)δkl um,m(x; ω) + ρ c2
S(uk,l(x; ω) + ul,k(x; ω)) (2.46)

Así pues es posible de�nir un nuevo estado elastodinámi
o, denominando re-du
ido Sω ≡ [u, σ], 
on un 
ampo de desplazamientos u(x; ω) y tensiones σ(x; ω)
orrespondientes a unas fuerzas mási
as f(x; ω) de�nidas en una región regular Ωde densidad ρ y velo
idades de ondas cP y cS.Es posible en
ontrar signi�
ado matemáti
o a la respuesta permanente u(x; ω), sise 
onsidera que una representa
ión del 
ampo de movimientos dado por la integralde todas las posibles fre
uen
ias
u(x; t) =

∫ ∞

−∞

u(x; ω)eiωt dω (2.47)
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ión de las e
ua
iones de 
ampo para una fun
ión ex
itadora del tipo
f(x; t) =

∫ ∞

−∞

f(x; ω)eiωt dω (2.48)para unas 
ondi
iones de 
ontorno del mismo tipo, puesto que la e
ua
ión dife-ren
ial (2.45) es lineal. Así, 2πf(x; ω) es la transformada de Fourier de las fuerzasmási
as f(x; t). Del mismo modo 2πu(x; ω) es solu
ión de la transformada de Fourierde las e
ua
iones de 
ampo elastodinámi
as. Por tanto, dado un espe
tro de fre
uen-
ias de la fun
ión ex
itadora, siempre será posible 
onstruir una solu
ión general através de la integral (2.47).Interesa a 
ontinua
ión volver a plantear el teorema de re
ipro
idad para el 
asode dos estados elastodinámi
os redu
idos. Sean estos:
Sω(f , ρ, cP , cS; ω, Ω) = [u, σ]

S∗
ω(f∗, ρ, cP , cS; ω, Ω) = [u∗, σ∗]

(2.49)y sean t y t∗ los ve
tores de tra

ión (
omplejos) en el 
ontorno Γ. En estas 
ondi-
iones la expresión (2.50) se simpli�
a, desapare
iendo los produ
tos de 
onvolu
ión,quedando el teorema 
omo:
∫

Γ

tu∗ dΓ + ρ

∫

Ω

fu∗ dΩ =

∫

Γ

t∗u dΓ + ρ

∫

Ω

f∗u dΩ (2.50)
El teorema de re
ipro
idad, estable
ido entre el estado elastodinámi
o que sepretende resolver y otro 
onvenientemente es
ogido, será el que propor
ione la re-presenta
ión integral en la que se basa el MEC. En efe
to, va a 
onsiderarse unestado redu
ido S∗

ω ≡ [u∗, σ∗] parti
ular, 
ono
ido 
omo estado de Stokes, 
orres-pondiente a una fuerza ex
itadora 
on
entrada en un punto ξ en dire

ión e, estoes ρf∗ = δ(ξ)eiωte, donde δ(ξ) es la fun
ión impulso o delta de Dira
. El teorema dere
ipro
idad se 
onvierte enton
es en:
u(ξ) =

∫

Γ

tu∗ dΓ −

∫

Γ

ut∗ dΓ + ρ

∫

Ω

fu∗ dΩ (2.51)que es la representa
ión integral del 
ampo de desplazamientos del estado elastodi-námi
o redu
ido Sω ≡ [u, σ].
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aso de que el dominio sea no a
otado, es natural 
onsiderar que todas lasfuentes de ex
ita
ión están en el interior de Ω y que no hay propaga
ión de ondasdesde el in�nito. Esto se tradu
e en de
ir que la 
ontribu
ión de todas las fuentes
olo
adas sobre Γ∞ debe ser nula, y la integral de 
ontorno de la representa
iónintegral debe 
umplir
ĺım
r→∞

∫

Γ∞

r2 [tu∗ − ut∗] dτ = 0 (2.52)donde Γ∞ es la super�
ie de una esfera 
entrada en ξ de radio r que tiendea in�nito, y τ representa el ángulo sólido. Esta 
ondi
ión 
ondu
e a las siguientes(Eringen y Suhubi, 1975): des
omponiendo u en sus 
omponentes de Helmholtz
u = uP + uS deben veri�
arse las llamadas 
ondi
iones de radia
ión y de regularidad

ĺım
r→∞

r
∂α

∂r
+

i ω

cα

uα = 0

ĺım
r→∞

uα = 0 α = P, S

(2.53)
que pueden ser interpretadas 
omo 
ondi
iones de que el �ujo de energía a travésde Γ∞ ha
ia el exterior sea siempre positivoLa solu
ión fundamental, esto es, la solu
ión del 
ampo de movimientos y ten-siones 
orrespondientes al estado de Stokes S∗

ω ≡ [u∗, σ∗] fue obtenida para el 
asoelastodinámi
o general en el dominio del tiempo por di
ho autor en 1849. Para el 
o-rrespondiente estado redu
ido, Cruse y Rizzo lo ha
en en 1968 a partir de la solu
ióngeneral que Doyle había obtenido en 1966. Se omitirá aquí la obten
ión detalladade la solu
ión, limitándose a presentarla. Así, el movimiento en dire

ión k 
uandola 
arga δ(ξ) tiene dire

ión l viene dado por
Ulk =

1

α π ρ c2
S

[Ψ δkl − χ r,k r,l] (2.54)siendo r la distan
ia entre los puntos de apli
a
ión ξ y de estudio, y α = 4 en el
aso tridimensional y donde
Ψ =

(

1 +
1

z2
S

−
1

zS

)
ezS

r
−

(
cS

cP

)2(
1

z2
P

−
1

zP

)
ezP

r

χ =

(

1 +
3

z2
S

−
3

zS

)
ezS

r
−

(
cS

cP

)2(

1 +
3

z2
P

−
3

zP

)
ezP

r

(2.55)
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zS =

i ω r

cS (2.56)
zP = −

i ω r

cPLa 
omponente k del ve
tor tensión sobre una super�
ie 
uya normal unitariaexterior es η viene dada por
Tlk =

1

α π

[(
∂Ψ

∂r
−

χ

r

)(

δkl

∂r

∂η
+ r,kηl

)

−

2

r
χ

(

ηk r,l − 2r,k r,l

∂r

∂η

)

− 2
∂χ

∂r
r,kr,l

∂r

∂η
+ (2.57)

(
c2
P

c2
S

− 2

)(
∂Ψ

∂r
−

∂χ

∂r
−

α

2r

)

r − , lηk

]Esta e
ua
ión se puede expresar de una forma más 
ompa
ta quedando:
Tlk =

1

4π

[
∂r

∂n
(A δlk + B r,lr,k) + (A r,kηl + C r,lηk)

] (2.58)siendo:
A = dΨ

dr
− χ

r

B = 2
(
2 χ

r
− dχ

dr

)

C = λ
µ

(
dΨ
dr

− dχ

dr
− 2 χ

r

)
− 2 χ

r

(2.59)
Planteando de nuevo la representa
ión integral del 
ampo de desplazamientos esposible llegar a la expresión

ckl(ξ)ul(ξ) =

∫

Γ

(Ulktk − Tlkuk) dΓ + ρ

∫

Ω

fkUlk dΩ (2.60)donde ckl(ξ) vale δkl si ξ ∈ Ω y es nulo si ξ 6∈ Ω∪Γ. El 
aso en que ξ ∈ Γ requiereaten
ión espe
ial, puesto que ahora el punto de apli
a
ión de la 
arga se en
uentradentro del 
ontorno de Γ de integra
ión, presentando enton
es la primera integraldel segundo miembro un punto singular.Es usual extraer esta singularidad mediante un pro
eso de paso al limite, susti-tuyendo el 
ontorno Γ por otro aproximado que evita la singularidad, y que está
ompuesto por dos 
ontornos, (Γ − Γε) y Γε, siendo Γε una esfera de radio ε → 0
omo se ve en la �gura 2.2.
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Figura 2.2: Singularidad en ξTomando límites se tiene que:
ĺım
ε→0

∫

Γε

Ulktk dΓε = 0

ĺım
ε→0

∫

Γε

Tlkuk dΓε = dlk(ξ)uk(ξ)

(2.61)y es posible demostrar que las 
onstantes dlk al igual que o
urre en el 
aso deelasti
idad estáti
a (Domínguez, 1989) dependen ex
lusivamente de la geometría del
ontorno en el punto de apli
a
ión ξ. Esta igualdad 
on el 
aso estáti
o es debidaa que el tipo de singularidad de ambas solu
iones fundamentales son exa
tamenteiguales.Así pues, la expresión (2.60) es válida para un punto ξ ∈ Γ, siendo en este 
aso
clk(ξ) = 1 + dlk(ξ), teniendo en 
uenta enton
es que la primera integral del segundomiembro hay que entenderla en el sentido del valor prin
ipal de Cau
hy.No supone restri

ión signi�
ativa asumir que las fuerzas de dominio sean nulas,pues en general los términos que 
ontiene la integral de dominio de (2.60) son siem-pre 
ompletamente 
ono
idos.Por tanto, la representa
ión del desplazamiento de un punto 
ualquiera ξ en fun-
ión de los movimientos u y tra

iones t en puntos ex
lusivamente del 
ontorno Γ es:

clk(ξ)uk(ξ) +

∫

Γ

Tlkuk dΓ =

∫

Γ

Ulktk dΓ (2.62)Para puntos ξ ∈ Γ, la expresión anterior, junto a las 
ondi
iones de 
ontornopropor
ionan una formula
ión 
errada para 
al
ular los 
ampos u y t sobre di
ho
ontorno. Sin embargo, y salvo 
asos puntuales muy sen
illos, no es posible la reso-lu
ión analíti
a de (2.62), siendo ne
esaria su resolu
ión numéri
a que es lo que da
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ión detallada del mismopuede en
ontrarse en Brebbia y Domínguez (1992).Las integrales se realizan numéri
amente dis
retizando, esto es, subdividiendoel 
ontorno en un número dis
reto de elementos, y los movimientos y tra

iones seaproximan en fun
ión de sus valores en unos puntos determinados llamados nodos,mediante fun
iones de interpola
ión.Adoptando una nota
ión matri
ial, mas 
ompa
ta que la de índi
es empleadahasta ahora, las tres 
omponentes del movimiento y la tra

ión en 
ualquier puntode un elemento genéri
o `j' vienen dados por
u = Φuj

t = Φtj
(2.63)donde uj y tj son ve
tores de dimensiones 3×Q, siendo Q el número de nodos delelemento `j', y 
ontienen todos los valores nodales de desplazamientos y tra

iones,respe
tivamente, en di
ho elemento. La matriz de fun
iones de interpola
ión Φ tienedimensiones 3×3Q.

Φ =







Φ1 0 0 Φ2 0 0 . . . ΦQ 0 0

0 Φ1 0 0 Φ2 0 . . . 0 ΦQ 0

0 0 Φ1 0 0 Φ2 . . . 0 0 ΦQ







(2.64)y sus 
omponentes son fun
iones de forma sobre las que se reparará más adelante.De este modo, y representando las tensiones de la solu
ión fundamental en formamatri
ial, (t∗,u∗), la e
ua
ión (2.62) para 
ada nodo `i' puede rees
ribirse 
omo
ciui +

∫

Γ

t∗u dΓ =

∫

Γ

u∗t dΓ (2.65)
La dis
retiza
ión de esta e
ua
ión integral y la sustitu
ión de (2.63) 
ondu
e ala e
ua
ión dis
retizada

ciui +

E∑

j=1

{
∫

Γj

t∗Φ dΓ

}

uj =

E∑

j=1

{
∫

Γj

u∗Φ dΓ

}

tj (2.66)
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ual las integrales se han des
ompuesto en un sumatorio de integrales ex-tendido al número total de elementos E. Γj representa la super�
ie de 
ada elemento`j' Una vez integrada, puede ser es
rita 
omo:
ciui +

N∑

n=1

Ĥin un =

N∑

n=1

Gin tn (2.67)donde el nuevo `i', es el nodo de 
olo
a
ión, habiendo extendido en este 
aso elsumatorio al número total de nodos N. Ahora los ve
tores un y tn, (3×1), representanlas 3 
omponentes de desplazamiento y tra

ión del nodo genéri
o `n' debido a la
arga unidad en `i', por lo que generalmente se las 
ono
e 
omo matri
es de in�uen
iay son:
Ĥin =

∑

t

∫

Γt

t∗φq dΓ

Gin =
∑

t

∫

Γt

u∗φq dΓ

(2.68)donde el sumatorio se extiende a todos los elementos a los que el nodo `n'pertenez
a, y `q' representa la numera
ión lo
al de `n' dentro del elemento `t'Llamando,
Hin = Ĥin si l 6= n

Hin = Ĥin + ci si l = n
(2.69)y es
ribiendo (2.67) para todos los nodos de la dis
retiza
ión, se obtiene unsistema de e
ua
iones del tipo

H · u = G · t (2.70)donde pueden imponerse dire
tamente las 
ondi
iones de 
ontorno, y en generalpara un problema mixto es posible reordenar las 
olumnas entre H y G para pasartodas las in
ógnitas a un sólo ve
tor x, y es
ribir el sistema en la forma normal
A · x = F (2.71)De este modo el problema se redu
e al 
ál
ulo de las matri
es H y G, y a laresolu
ión de un sistema lineal de e
ua
iones algebrai
as.
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ión del Problema Es
alarEn la hipótesis de pequeñas perturba
iones el 
omportamiento dinámi
o de un�uido no vis
oso en el que se admite que es despre
iable el efe
to de las ondas degravedad, viene gobernado por la e
ua
ión:
∇2 p(x,t) =

1

c2

∂2p(x,t)

∂t2
(2.72)donde p(x, t) representa la presión hidrodinámi
a, y 
 la velo
idad de propa-ga
ión de las ondas de presión en el medio. Para el 
aso parti
ular en el que laex
ita
ión sea armóni
a, 
on pulso ω, es fá
il obtener una nueva e
ua
ión simpli�-
ada 
orrespondiente al estado elastodinámi
o redu
ido. Así:

p(x,t) = p(x, t) eiωt (2.73)transforma (2.72) en
∇2p +

ω2

c2
= 0 (2.74)La e
ua
ión de partida para la obten
ión de la identidad integral en la que sebasa el MEC es en este 
aso el segundo teorema de Green:

∫

Ω

(∇2p · p∗ − p∇2p∗) dΩ =

∫

Γ

(p∗
∂p

∂η
− p

∂p∗

∂η
) dΓ (2.75)Donde las letras Ω, Γ y η tienen el mismo signi�
ado que un apartado anterior.p será la solu
ión bus
ada de la e
ua
ión (2.74) 
on 
ondi
iones de 
ontorno en Γ,y se es
oge una fun
ión p∗ que sea solu
ión fundamental, esto es, que 
umpla en Ωque

∇2p∗ +
ω2

c2
p∗ + δi = 0 (2.76)siendo δi la fun
ión delta de Dira
 que representa un impulso 
on
entrado en elpunto i del dominio. La solu
ión de esta e
ua
ión presenta simetría esféri
a, y esdependiente de la fre
uen
ia ω y de la distan
ia r entre el punto de perturba
ión iy el de estudio:

p∗ =
1

4π

e
iωr
c

r
(2.77)La obten
ión del �ujo en inmediata. Derivando 
on respe
to a la normal del
ontorno

∂p∗

∂η
=

∂p∗

∂r

∂r

∂η
(2.78)
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∂p∗

∂η
=

1

4π

(

−
iω
c

r
−

1

r2

)

e−
iωr
c

∂r

∂η
(2.79)Ahora bien, la sustitu
ión de la e
ua
ión (2.76) en la (2.75) permite obtener:

∫

Ω

(∇2p · p∗ + p
ω2

c2
p∗ + p δi) dΩ =

∫

Γ

(p∗
∂p

∂η
− p

∂p∗

∂η
) dΓ (2.80)y re
ordando las propiedades de la fun
ión impulso queda

pi +

∫

Γ

p
∂p∗

∂η
dΓ =

∫

Γ

∂p

∂η
p∗ dΓ (2.81)que es la representa
ión integral de la presión en un punto p ∈ Ω en fun
ión delas presiones y sus derivadas de 
ontorno.Cuando se ha
e tender el punto de apli
a
ión i ha
ia el 
ontorno se aísla lasingularidad del mismo modo que se empleó para el problema elásti
o, sustituyendoel 
ontorno Γ por otro aproximado (Γ − Γε) + Γε, siendo Γε una esfera de radioin�nitesimal ε alrededor del punto singular. En este pro
eso de paso al límite esposible ver que

ĺım
ε→0

∫

Γε

∂p

∂η
p∗ dΓε =0

ĺım
ε→0

∫

Γε

p
∂p∗

∂η
dΓε =pi ci

(2.82)donde ci depende ex
lusivamente de la geometría del 
ontorno en el punto i. Asípues, la representa
ión de la presión en puntos del 
ontorno puede expresarse 
omo:
cipi +

∫

Γ

p
∂p∗

∂η
dΓ =

∫

Γ

∂p

∂η
p∗ dΓ (2.83)entendiéndose ahora que las integrales ex
luyen el punto i, y donde se ha tenidoen 
uenta que:

ci = 1 + ci (2.84)La e
ua
ión integral se dis
retiza des
omponiendo las integrales sobre Γ en unsumatorio extendido al número total de elementos, sobre los 
uales la presión ysu derivada normal son aproximadas en fun
ión de sus valores nodales, mediantematri
es de fun
iones de forma. Así, en un elemento genéri
o `j' puede expresarseque
p =φq pj

∂p

∂η
=φQ

∂p

∂η

∣
∣
∣
∣

j (2.85)



El Método de los Elementos de Contorno. 41donde, si Q es el número de nodos del elemento `j', pj y ∂p/∂η|j son ve
toresde dimensión Q 
on los valores nodales de la presión y su derivada. La matriz deinterpola
ión sera del tipo
φq = [ φ1 φ2 . . . φQ ] (2.86)siendo las fun
iones de forma las mismas que en el apartado anterior.Con todo ello la e
ua
ión dis
retizada 
orrespondiente al nodo i puede es
ribirse
omo:

Cipi +
E∑

j=1

{
∫

Γj

∂p∗

∂η
φq dΓj

}

pj =
E∑

j=1

{
∫

Γj

p∗ φq dΓj

}

∂p

∂η

∣
∣
∣
∣

n (2.87)que una vez integrada puede visualizarse 
omo:
Cipi +

N∑

n=1

Ĥ in pn =
N∑

n=1

Gin ∂p

∂η

∣
∣
∣
∣

n (2.88)habiendo extendido el sumatorio al mismo total de nodos N, y notando 
on elsuperíndi
e n los valores 
orrespondientes a 
ada uno.Las matri
es de in�uen
ia son
Ĥ in =

∑

t

∫

Γt

∂p∗

∂η
φq dΓt

Gin =
∑

t

∫

Γt

p∗ φq dΓt

(2.89)entendiéndose que la suma abar
a todos los elementos `t' a los que el nodo `n'pertene
e, siendo `q' su numera
ión lo
al en 
ada uno de ellos.Estable
iendo la e
ua
ión dis
retizada para todo los nodos y llamando
Hin = Ĥin si l 6= n

Hin = Ĥin + Ci si l = n
(2.90)se obtiene un sistema de N e
ua
iones

Hp = G
∂p

∂η
(2.91)Ahora bien, teniendo en 
uenta la rela
ión que existe entre el �ujo y el movimien-to normal al 
ontorno w:

∂p

∂η
= ρ ω2 w (2.92)
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ua
iones puede rees
ribirse sustituyendo G por G ρ ω2 
omo
Hp = Gw (2.93)Sobre el 
ontorno se 
ono
erá o bien la presión o bien el movimiento normal, porlo que una vez impuestas las 
ondi
iones de 
ontorno se obtendrá un sistema de Ne
ua
iones 
on N in
ógnitas.2.7.1. Solu
ión FundamentalLa apli
a
ión de la formula
ión integral (2.83) a problemas de propaga
ión deondas de presión en un �uido no vis
oso, requiere el 
ono
imiento de la presiónen 
ualquier punto x del espa
io 
ompleto 
orrespondiente a una fuente puntualapli
ada en ξ. Esta solu
ión, se reprodu
e aquí para problemas de propaga
ión deondas de presión en �uidos:

p∗(x, ξ, ω) =
1

4 π r
e−ikr (2.94)donde r = |x − ξ| y k = ω

c
, siendo c la velo
idad de propaga
ión de las ondasen el medio. La variable derivada, esto es, el �ujo de presión en una super�
ie 
onnormal n será:

∂p∗

∂n
= −

1

4 π

(
1

r2
+

i k

r

)

e−ikr ∂r

∂n
(2.95)

Hasta ahora, los úni
os requerimientos sobre la solu
ión fundamental han sido el
umplimiento de la e
ua
ión diferen
ial de gobierno y las 
ondi
iones de radia
ión enel in�nito. En algunos 
asos es posible obviar la 
onsidera
ión de algunos 
ontornosen (2.83) si la solu
ión fundamental empleada veri�
a la 
ondi
ión de 
ontorno delproblema real en éstos. Así, en el modelo a
oplado que se presenta y en su análisisde 
omportamiento dinámi
o, es posible evitar la dis
retiza
ión de la super�
ie libredel agua 
ir
undante (ΓS) ha
iendo uso de una solu
ión fundamental que veri�quela 
ondi
ión de presión nula en los puntos de ese 
ontorno. Di
ha solu
ión es sen
illa.Basta 
onsiderar dos fuentes puntuales: una positiva apli
ada en el punto de Ω enel que se des
ribe la e
ua
ión integral, y otra negativa apli
ada en el punto imagenrespe
to de la super�
ie libre del líquido (�gura 2.3). Así, la solu
ión fundamentalserá:
p̂∗(x, ξ, ω) =

1

4 π

(
1

r
e−ikr −

1

r
e−ikr

) (2.96)
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bFigura 2.3: Solu
ión Fundamental fuente-imagen en problemas es
alaresdonde r = |x − ξ|. Así 
on el empleo de p̂∗ la e
ua
ión integral se extiende a
ΓE ex
lusivamente. El tratamiento numéri
o del problema se realizará ahora 
on un
onsiderable ahorro en el número de grados de libertad.Con el mismo objetivo, pueden también obtenerse formula
iones explí
itas de lasolu
ión fundamental para el problema es
alar que satisfagan 
ondi
iones de 
on-torno tipo Robin en super�
ies planas del modelo. En este sentido y en problemasbidimensionales de propaga
ión de ondas a
ústi
as, puede 
onsultarse el trabajo deMaeso y Aznárez (2002). Estos autores estudian la e�
ien
ia de barreras a
ústi
asde diferente geometría 
on un modelo MEC que permite evitar la dis
retiza
ión de
ontornos absorbentes.2.8. A
oplamiento de Subregiones Sólidas y/oLíquidas.Si el dominio en estudio esta 
ompuesto por una serie de subdominios 
onpropiedades distintas, la representa
ión integral y su dis
retiza
ión siguen siendoválidas para 
ada uno de los subdominios. Así, para el ejemplo de la �gura 2.4 sees
ribirán las e
ua
iones para 
ada subregión independientemente para a 
ontinua-
ión imponer las 
ondi
iones de equilibrio y de 
ompatibilidad en las interfases.Si se trata de dominios sólidos las e
ua
iones serán:

H1
1 u1

1 + H1
2 u1

2 = G1
1 t1

1 + G1
2 t1

2

H2
2 u2

2 + H2
3 u2

3 = G2
2 t2

2 + G2
3 t2

3

(2.97)
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on:
u1

2 = u2
2 = u2 ; t1

2 = −t2
2 = t2 (2.98)

Figura 2.4: A
oplamiento Sólido-Sólidopermiten obtener un úni
o sistema de e
ua
iones
(

H1
1 H1

2 0

0 H2
2 H2

3

)







u1
1

u2

u2
3







=

(

G1
1 G1

2 0

0 G2
2 G2

3

)







t1
1

t2

t2
3







(2.99)Si se trata de medios �uidos el planteamiento es similar, es
ribiéndose en lainterfase las 
ondi
iones de 
ontorno siguientes
p1

2 = p2
2 = p2 ; w1

2 = −w2
2 = w2 (2.100)para obtener un sistema análogo al (2.99) sustituyendo u por p, y t por w:

(

H1
1 H1

2 0

0 H2
2 H2

3

)







p1
1

p2

p2
3







=

(

G1
1 G1

2 0

0 G2
2 G2

3

)







w1
1

w2

w2
3







(2.101)La resolu
ión del 
aso en que se presentan a
opladas regiones sólidas y líquidasrequiere un tratamiento espe
ial, puesto que la interfase entre ambas regiones pre-senta la parti
ularidad de tener seis in
ógnitas por nodo (ux, uy, uz, tx, ty, tz), 
omopertene
iente al 
ontorno del sólido, y solamente dos (p, w), 
omo pertene
iente allíquido.La 
ondi
ión de 
ompatibilidad de movimientos en la interfase se expresa di
iendoque el movimiento normal debe ser igual para el sólido y para el líquido. Si ηx, ηy, ηzson los 
osenos dire
tores de la normal al 
ontorno de líquido, tal 
ondi
ión seestable
e 
omo:
w = ux ηx + uy ηy + uz ηz (2.102)
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Las e
ua
iones de equilibrio deben expresar la igualdad de la presión en el líquido
on la tra

ión normal al 
ontorno del sólido, y la ausen
ia en la interfase de tensióntangen
ial. Esto se tradu
e en

tx = pηx

ty = pηy (2.103)
tz = pηzAsí pues mediante (2.102) y (2.103) es posible expresar 
uatro in
ógnitas en fun-
ión de las otras 
uatro, quedando p, ux, uy y uz 
omo las in
ógnitas en la interfase.Las 
uatro e
ua
iones ne
esarias que faltan serán las que suministra el MEC, tresen el sólido, 
orrespondientes a 
ada una de las dire

iones 
oordenadas y una en ellíquido. En efe
to, sea el ejemplo que se ilustra en la �gura 2.5

Figura 2.5: A
oplamiento Sólido-Líquidoes
ribiendo las e
ua
iones de 
ada subregión se tiene
S : HS

1 u1 + HS
2 u2 = GS

1 t1 + GS
2 t2

A : HA
2 p2 + HA

3 p3 = GA
2 w2 + GA

3 w3

(2.104)y re
ordando las expresiones (2.102) y (2.103) pueden desarrollarse las partes
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orrespondientes a la interfase del siguiente modo:
GS

2 t2 = GS
2













tx

ty

tz













2

= GS
2













ηxp

ηyp

ηzp













2

= GSA
2 p2

GA
2 w2 = GA

2 (uxηx + uyηy + uzηz)
=GAS2













ux

uy

uz













2

= GAS
2 u2

(2.105)
de tal forma que, para un nodo j pertene
iente a Γ2:

GSA
2 ij =

3∑

k=1

GS
2i,3j−3+k

ηk

GAS
2 i,3j−3+k = GA

2 ij ηk k = 1, 2, 3

(2.106)Las dimensiones de GSA
2 serán 3(n1+n2)×n2 siendo n1 y n2 el número de nodosde los 
ontornos 1 y 2 respe
tivamente.GAS

2 tiene dimensiones (n2 + n3) × 3 n2Finalmente el sistema global de e
ua
iones queda:






HS
1 HS

2 −GSA
2 0

0 −GAS
2 HA

2 HA
3













u1

u2

p2

p3







=







GS
1t1

GA
3 w3







(2.107)
2.9. Aspe
tos Numéri
osEn este apartado se desarrollan 
iertos aspe
tos del método, que si bien no sonne
esarios para la 
omprensión global del mismo, si son de mu
ha utilidad a la horade implementar la resolu
ión numéri
a en 
ualquier sistema de e
ua
iones planteado.2.9.1. Dis
retiza
ión del ContornoLa e
ua
ión integral en el 
ontorno para problemas armóni
os es
alares y elás-ti
os fue presentada en la se

ión 2.7. Se 
on
retó que para realizar la integra
iónnuméri
a, era requisito indispensable la división del 
ontorno Γ (Fig 2.6) en E ele-mentos de N nodos 
ada uno. de manera que los 
ampos u y t sobre el mismo pueden
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ión de los valores nodales. Así 
omo ya vimos, sobre un elementogenéri
o j se puede es
ribir:
u = Φuj t = Φtj (2.108)donde uj y tj presentan ve
tores de αN 
omponentes y Φ una matriz de dimen-sión (α × αN) 
uyos términos son las fun
iones de forma del elemento (α = 1 paraproblemas es
alares y 3 en sólidos vis
oelásti
os)La geometría del elemento se aproximará de la misma forma (elemento isoparamétri-
o):

x = Φxj (2.109)donde xj 
ontiene las 3N 
oordenadas de los nodos del elemento j.Todo 
on el �n de poder evaluar la e
ua
ión (2.65) en 
ada uno de esos nodos.(xi)
ciui +

∫

Γ

t∗udΓ =

∫

Γ

u∗t dΓ (2.110)Si bien el tratamiento numéri
o es 
ompletamente extrapolable a 
ualquier tipode elementos, en el modelo que se presenta se han utilizado elementos 
uadráti
os
uadriláteros y triangulares de nueve y seis nodos respe
tivamente (�gura 2.6). Lasfun
iones de forma de los primeros en 
oordenadas naturales (ξ1, ξ2) se es
riben a
ontinua
ión:
φ1 = 1

4
ξ1 (ξ1 − 1) ξ2 (ξ2 − 1) φ2 = 1

2
(1 − ξ2

1) ξ2 (ξ2 − 1)

φ3 = 1
4
ξ1 (ξ1 + 1) ξ2 (ξ2 − 1) φ4 = 1

2
ξ1(ξ1 + 1)(1 − ξ2

2)

φ5 = 1
4
ξ1 (ξ1 + 1) ξ2 (ξ2 + 1) φ6 = 1

2
(1 − ξ2

1) ξ2 (ξ2 + 1)

φ7 = 1
4
ξ1 (ξ1 − 1) ξ2 (ξ2 + 1) φ8 = 1

2
ξ1(ξ1 − 1)(1 − ξ2

2)

φ9 = (1 − ξ2
1)(1 − ξ2

2)

(2.111)
Para − 1 ≤ ξ1 ≤ 1 y − 1 ≤ ξ2 ≤ 1Para los elementos triangulares las fun
iones de forma son:
φ1 = ξ1 (2 ξ1 − 1) φ2 = ξ2 (2 ξ2 − 1)

φ3 = ξ3 (2 ξ3 − 1) φ4 = 4 ξ1 ξ2

φ5 = 4 ξ2 ξ3 φ6 = 4 ξ1 ξ3

(2.112)donde ξ3 = 1− ξ1 − ξ2 y las variables ξ1, ξ2 toman valores 
omprendidos entre 0y 1



48 Capítulo 2

Figura 2.6: Contorno 3D dis
retizado 
on elementos 
uadráti
os2.9.2. El problema de EsquinaLa super�
ie de un 
ontorno debe ser lo su�
ientemente suave 
omo para poder
onsiderar que sólo existe un ve
tor tensión, (o valor de �ujo) aso
iado a 
ada nodo,
uando estos sean sean in
ógnitas. En los bordes frontera entre varios 
ontornos se
onsiderarán tantos nodos 
omo 
ontornos 
on�uyan, de manera que a 
ada nodosólo se aso
ie una normal, o di
ho de otra forma, 
ada nodo sólo pertenez
a a un
ontorno. Con ello se 
onsigue desvin
ular los grados de libertad de los distintos
ontornos y montar las 
olumnas de 
ada una de ellos independientemente del restoen el sistema de e
ua
iones. Se logra así una simpli�
a
ión notable del pro
edimien-to de montaje eliminando la 
asuísti
a usual en este tipo de solu
iones, (que se ve
ompli
ada en el 
aso de geometrías tridimensionales), y obtener una distribu
iónsen
illa de los 
eros del sistema, lo 
ual puede ser útil en determinados pro
edimien-tos de resolu
ión. Asimismo fa
ilita la in
orpora
ión al programa de nuevos tipos desubregiones 
on distinto número de grados de libertad.Por 
ontra este pro
edimiento supone la 
onsidera
ión de un número de gradosde libertad mayor de estri
tamente lo ne
esario, puesto que aso
ia a los nodos du-pli
ados in
ógnitas independientes en desplazamientos (en las subregiones sólidas),o en presión (en el agua). Hay que de
ir sin embargo que, para una geometría de-terminada, el número de bordes en los que se dupli
an nodos está restringido, y porlo tanto, el por
entaje de nuevas e
ua
iones 
on respe
to al total disminuye rápida-mente al aumentar o re�nar las dis
retiza
iones.
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Figura 2.7: Problema de EsquinaSea de nuevo el 
aso representado en la �gura 2.7. Como se ha di
ho, la du-pli
a
ión del nodo provo
a el desdoblamiento de la e
ua
ión nodal en dos �las ydos 
olumnas. Si se trata de 
ontornos de sólido se obtiene, para 
ada dire

ión de
oordenada:
1) a11 u1 + a12 u2 + b t1 + c t2 + . . . = d

2) a21 u1 + a22 u2 + b t1 + c t2 + . . . = d
(2.113)donde la 
ontribu
ión de los términos libres se ha in
luido en los 
oe�
ientes dela diagonal a11 y a22. Las posibles 
ondi
iones de 
ontorno para este 
aso son:

a) t1 = t1 t2 = t2

b) t1 = t1 u2 = u2

c) u1 = u1 t2 = t2

d) u1 = u1 u2 = u2 con u1 = u2 = uEn 
ualquiera de las tres primeras situa
iones, el sistema (2.113) es su�
ientepara obtener las otras dos in
ógnitas nodales. Así en el 
aso a) se obtienen u1 y u2que resultarán iguales u1 = u2; en el 
aso b) se obtienen u1 y t2 siendo u1 = u2; yen el 
aso c) se obtienen t1 y u2, siendo u2 = u1.El 
aso d) requiere un tratamiento espe
ial puesto que en este 
aso las dos e
ua-
iones de (2.113) se ha
en indénti
as y el sistema de e
ua
iones es singular. Esteproblema, 
ono
ido 
omo problema de esquina, se puede resolver mediante la dupli-
a
ión de la e
ua
ión nodal para una posi
ión ligeramente desplazada de la 
arga
on
entrada, 
on lo que los 
oe�
ientes del sistema ya no serán iguales, y éste noserá singular.
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ión de las Integrales en el ContornoEn este punto, se trata el tema de la evalua
ión de las integrales en el 
ontornode forma mayormente introdu
toria. Un estudio en profundidad en este 
ampo sepuede en
ontrar en F. Chirino et al. (2000)Durante el desarrollo des
rito, las integrales a evaluar sobre 
ada elemento j 
on
olo
a
ión sobre 
ada nodo i de la dis
retiza
ión son del tipo
GWij =

∫

Γ

u∗Φ dΓ

HWij =

∫

Γ

t∗Φ dΓCuando el nodo i no forma parte del elemento j sobre el que se integra, las inte-grales (2.114) pueden ser evaluadas numéri
amente ha
iendo uso de una 
uadraturagaussiana estándar sobre elementos re
tangulares o triangulares según el 
aso (verp.e. Stroud y Se
rest, 1966 o Abramovitz y Stegun, 1972). Estas 
uadraturas vienenexpresadas en fun
ión del sistema de referen
ia intrínse
o al elemento (ξ1, ξ2) lo
ual exige la transforma
ión de las variables geométri
as del mismo a este sistemade referen
ia. Así, el diferen
ial de super�
ie dΓ (�gura 2.8) podrá expresarse
dΓ =

∣
∣
∣
∣

∂r

∂ξ1
×

∂r

∂ξ2

∣
∣
∣
∣
dξ1dξ2 = |JA|dξ1dξ2 (2.114)siendo |JA| el ja
obiano de la transforma
ión.Teniendo en 
uenta la de�ni
ión de la geometría del 
ontorno a través de (2.109):

∂r

∂ξk

=
∂x

∂ξk

=
∂Φ

∂ξk

xj (2.115)

Figura 2.8: Diferen
ial de la super�
ie de un elemento
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on lo 
ual:
∂r

∂ξ1

×
∂r

∂ξ2

=







∂x2

∂ξ1

∂x3

∂ξ2
− ∂x3

∂ξ1

∂x2

∂ξ2

∂x3

∂ξ1

∂x1

∂ξ2
− ∂x1

∂ξ1

∂x3

∂ξ2

∂x1

∂ξ1

∂x2

∂ξ2
− ∂x2

∂ξ1

∂x1

∂ξ2







=







g1

g2

g3







|JA| =
√

g2
1 + g2

2 + g2
3 (2.116)Con lo visto, las 
omponentes del ve
tor normal en 
ada punto serán:

nk =
gk

|JA|
(2.117)La expresión del ja
obiano en 
oordenadas intrínse
as puede obtenerse susti-tuyendo (2.109) en (2.116). También ha
iendo uso de (2.109) puede expresarse laderivada de r respe
to de la normal al 
ontorno si, 
omo es sabido:

∂r

∂n
=

∂r

∂xk

nk (2.118)De esta forma las integrales sobre 
ada elemento (2.114) pueden es
ribirse 
omosigue:
GWij =

∫

ξ1

∫

ξ2

u∗Φ |JA|dξ1dξ2

HWij =

∫

ξ1

∫

ξ2

t∗Φ |JA|dξ1dξ2

(2.119)preparadas ya para su evalua
ión según 
uadraturas estandar. Para elementos
uadriláteros los límites de integra
ión serán -1 y 1. Para los elementos triangularesdi
hos límites serán 0 y 1.Cuando el punto de 
olo
a
ión i forma parte del elemento j sobre el que seintegra, los nú
leos u∗ y t∗ presentan singularidades de tipo O(1
r
) y O( 1

r2 ) en lostérminos tratados 
on anterioridad. Las singularidades del primer tipo pueden sertratadas numéri
amente mediante un pro
eso de subdivisión del elemento en trián-gulos. Para las segundas serán ne
esarias algunas transforma
iones previas a sutratamiento numéri
o.Evalua
ión de los Términos Débilmente SingularesLa té
ni
a que permite integrar numéri
amente los términos de O(1
r
) se basa enla búsqueda de un nuevo sistema de referen
ia donde el subintegrando sea regular.
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Figura 2.9: Té
ni
a de subdivisión del elemento para integra
ión singularidad débilPara ello el ja
obiano de la transforma
ión entre este sistema de referen
ia y el sis-tema de 
oordenadas homogéneo ha de ser O(r). Ello se 
onsigue de forma sen
illa
on un pro
edimiento muy 
ono
ido y habitual en gran parte de la bibliografía so-bre el parti
ular. Di
ho pro
edimiento se esquematiza en la (Figura 2.9) para unelemento 
uadrilátero 
on 
olo
a
ión en un nodo situado en uno de sus lados.Así, se pro
ede a dividir el elemento en subregiones triangulares tomando 
omovérti
e 
omún a todos el nodo de 
olo
a
ión. Posteriormente, 
ada uno de estostriángulos (T1, T2, y T3) son tratados 
omo 
uadriláteros degenerados 
on dos desus vérti
es 
olapsando en el punto de 
olo
a
ión. Se de�ne un sistema (s1 y s2)donde esta imagen se 
onvierte en regular. La rela
ión entre (ξ1, ξ2) y (s1, s2) quepermite esta 
onversión es la siguiente:
ξk = (1 − s1)ξ

(1)
k + s1(1 − s2)ξ

(2)
k + s1s2ξ

(3)
k k = 1, 2 (2.120)donde el superíndi
e (1) se re�ere al vérti
e donde se lo
aliza el punto de 
olo-
a
ión. El ja
obiano de esta transforma
ión:

dξ1dξ2 = |J1|ds1ds2 (2.121)será:
|J1| =

∣
∣
∣
∣
∣

∂ξ1
∂s1

∂ξ1
∂s2

∂ξ2
∂s1

∂ξ2
∂s2

∣
∣
∣
∣
∣
= 2 A s1 (2.122)
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ia homogé-neo (ξ1, ξ2). Puede verse 
ómo |J1| → 0 
uando s1 → 0 y nos a
er
amos al ladodeterminado por el punto de 
olo
a
ión. Una vez 
an
elada la singularidad, la in-tegra
ión mediante una 
uadratura estándar (-1, 1) puede realizarse 
on una nuevatransforma
ión del tipo:
sk =

tk + 1

2
k = 1, 2 (2.123)
uyo ja
obiano será:

ds1ds2 = |J2| dt1dt2 =
1

4
dt1dt2 (2.124)Con todo ello, las integrales (2.119) 
on este tipo de singularidad, puede evaluarsenuméri
amente en (t1, t2) de forma estándar:

∫

Γj

u∗
lkφq dΓ =

# triangulos
∑

n=1

∫

t1

∫

t2

u∗
lk(t1, t2) φq(t1, t2) |JA(t1, t2)|

A

4
(t1 + 1) dt1dt2

∫

Γj

t∗lkφq dΓ =

# triangulos∑

n=1

∫

t1

∫

t2

t∗lk(t1, t2) φq(t1, t2) |JA(t1, t2)|
A

4
(t1 + 1) dt1dt2(2.125)Esta té
ni
a apli
ada aquí a elementos 
uadriláteros puede extenderse a ele-mentos triangulares 
on idénti
a sen
illez (ver p.e. Domínguez, 1993). Este tipo deestrategias fueron propuestas ini
ialmente por La
hat y Watson (1976), y revisadasluego por Li et al. (1985), Telles (1987) y Cerrozala y Alar
ón (1989).Evalua
ión de los Términos Fuertemente SingularesExisten en la bibliografía del MEC estrategias indire
tas, aunque rigurosas, queevitan el 
ál
ulo de las integrales 
uyo integrando presenta una singularidad deO( 1

r2 ). Pero sin embargo, no existe un pro
edimiento general indire
to, y 
ada pro-blema parti
ular requiere la de�ni
ión 
on
reta del tipo de estrategia. Aún más,
uando se trata de problemas armóni
os, la apli
a
ión del movimiento de sólidorígido (MSR) exige 
ombinar las e
ua
iones del problema dinámi
o 
on las del 
asoestáti
o (ver Domínguez, 1993), y si además el dominio en estudio es no a
otado, seha
e ne
esario cerrar la dis
retiza
ión 
on elementos ficticios sobre los que inte-grar la solu
ión fundamental estáti
a (ver Maeso, 1992). En otros supuestos puederesultar más interesante evaluar dire
tamente las integrales en el sentido del VPC,por ejemplo el 
aso de elementos dis
ontinuos (nodos situados en el interior delelemento) o la estrategia de 
olo
a
ión no-nodal. En ambos 
asos, el término libre
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clk = 0,5 δlk.El pro
edimiento que se presenta para la evalua
ión de estos términos (ver Chiri-no et al., 2000) sigue la línea de los anteriores en el sentido de mostrar que la sin-gularidad es realmente ficticia, puesto que di
ha singularidad se desvanece 
on la
ontribu
ión de los elementos adya
entes. La té
ni
a es válida para elementos 
ur-vos de 
ualquier orden y tipo, y se basa en la identi�
a
ión 
on
reta de los términosfuertemente singulares, que será regularizados dire
tamente en 
oordenadas 
arte-sianas de forma 
onveniente para obtener una integral de super�
ie y otra de líneaextendida al perímetro del elemento (Cruse, 1969), ambas no singulares y evaluablesmediante 
uadratura estándar. Este método muestra de forma 
lara dónde radi
a la
ontribu
ión de los elementos adya
entes para 
an
elar la singularidad en el entorno
er
ano del punto de 
olo
a
ión. La idea se ilustra abordando en primer lugar el pro-blema elastostáti
o. A 
ontinua
ión se generaliza su apli
a
ión para la formula
iónelastodinámi
a en régimen armóni
o. Como se ha visto, el orden de singularidad esel mismo en ambos 
asos.Problema Elastostostáti
o Como es sabido, las integrales a la solu
ión funda-mental de tensiones serán:

∫

Γj

t∗lkφq dΓ = −
1

8π(1 − ν)

{
∫

Γj

1

r2

∂r

∂n
[(1 − 2ν)δlk + 3 r,l r,k]φq dΓ

+ (1 − 2ν)

∫

Γj

1

r2
(r,k nl − r,l nk)φq dΓ

} (2.126)Teniendo en 
uenta que ∂r
∂n

= O(r), la primera integral es débilmente singular ypuede 
al
ularse numéri
amente mediante el pro
eso de subdivisión triangular visto.En la segunda, si l 6= k, el subintegrando es de O( 1
r2 ) 
uando φq 6= 0 en el nodo de
olo
a
ión. El pro
eso de 
an
ela
ión de la singularidad se realiza en varias fases.En primer lugar, puede rees
ribirse el segundo término de (2.126) 
omo sigue:

∫

Γj

1

r2
(r,k nl − r,l nk)φq dΓ =

∫

Γj

1

r2
(r,k nl − r,l nk)(φq − φi

q) dΓ

+ φi
q

∫

Γj

1

r2
(r,k nl − r,l nk) dΓ = I1 + I2

(2.127)siendo φi
q el valor de la fun
ión de forma en el punto de 
olo
a
ión i (φi

q = 1 si la
olo
a
ión es nodal). Con esta opera
ión previa (ver p.e. Davis y Rabinowitz, 1984)se elimina la fun
ión de forma del subintegrando. Así, I − 1 es ahora evaluable de
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a ya que (φq − φi
q) = O(r) y la singularidad a tratar de 
on
entra en

I2. En este punto, es sen
illo 
omprobar que el subintegrando de I2 puede es
ribirseen términos del �ujo de la rota
ión de un 
ampo ve
torial de�nido en el elementode la forma:
B =

1

r
em (2.128)siendo em un ve
tor unitario en la dire

ión de m (m 6= l, m 6= k). Así:

I2 =

∫

Γj

1

r2
(r,k nl − r,l nk) dΓ = ǫlmk

∫

Γj

(∇× B)n dΓ (2.129)donde ǫlmk es el tensor de permuta
ión. Apli
ando ahora el teorema de Stokes alsegundo miembro de (2.129):
∫

Γj

(∇×B)n dΓ =

∮

Sj

B dS (2.130)donde Sj representa el perímetro del elemento Γj en el sentido del Valor Pri
ipalde Cau
hy (VPC) (�gura 2.10) 
on 
olo
a
ión en el nodo 1), se puede es
ribir:
I2 =

∫

Γj

1

r2
(r,k nl − r,l nk) dΓ = ǫlmk

∮

Sj

1

r
em dS = ǫlmk

∮

Sj

1

r
dxm (2.131)

Figura 2.10: Integral 
urvilínea término singular. Colo
a
ión nodo 1La redu

ión en una unidad del orden de la singularidad es sólo aparente. Ahora eltérmino singular I2 se ha 
onvertido en una integral 
urvilínea extendida al perímetrodel elemento y 
uyo subintegrando presenta una singularidad fuerte de O(1
r
). A pesarde ello, el 
amino para su 
an
ela
ión ha quedado ya trazado. Así, 
onsideremos elelemento Γj y los de su entorno tal y 
omo apare
e en la (Figura 2.11)
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urvilínea en que ha quedado 
onvertida I2 sobre Γj puede expresarse:
∮

Sj

1

r
dxα = ĺım

ε→0

∫

Sj1−ε

1

r
dxα +

∫

Sj2

1

r
dxα +

∫

Sj3

1

r
dxα

+ ĺım
ε→0

∫

Sj4−ε

1

r
dxα + ĺım

ε→0

∫

Sjε

1

ε
dxα

(2.132)extendidas a 
ada una de las 
urvas que 
onstituyen el perímetro en el sentidodel VPC (α = 1, 2, 3). Las integrales sobre Sj2 y Sj3 (
urvas que no 
ontienen elpunto de 
olo
a
ión) no presentan problemas y pueden ser evaluadas numéri
amentede a
uerto a una 
uadratura estándar monodimensional. Las extendidas a lo largode Sj1 y Sj4 (singulares) se 
an
elan 
on las 
orrespondientes a los elementos Γk y
Γn (re
orridos mar
ados por el sentido de la normal al exterior al elemento). Porúltimo, para la integral de la línea sobre Sjε, si se 
onsidera la aporta
ión 
onjuntade todos los elementos que 
on�uyen en el punto de 
olo
a
ión (m = j, k, l, n) puedees
ribirse:

ĺım
ε→0

(
∑

m

∫

Smε

1

ε
dxα

)

= ĺım
ε→0

(
1

ε

∮

Sε

dxα

)

= 0 (2.133)Por tanto (2.126) ha sido expresada en término de dos integrales de super�
ie yuna ter
era 
urvilínea, todas ellas regulares y evaluables numéri
amente de formasen
illa.

Figura 2.11: Can
ela
ión de la singularidad. Colo
a
ión nodo de esquinaProblemas Dinámi
os Armóni
os En este epígrafe serán tratada la estrate-gia de integra
ión de los 
oe�
ientes de O = ( 1
r2 ) en problemas elastodinámi
osarmóni
os. Como se ha 
omentado 
on anterioridad, la solu
ión fundamental parael problema elásti
o armóni
o presenta una singularidad del mismo tipo que en el
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o. La singularidad fuerte se en
uentra, 
omo en el 
aso anterioren el segundo término de (2.58). Así, podrá es
ribirse:
∫

Γj

t∗lkφq dΓ =
1

4π

∫

Γj

∂r

∂n
(A δlk + B r,lr,k)

︸ ︷︷ ︸

O(r−1)

φq dΓ +

∫

Γj

(A r,knl + C r,lnk)
︸ ︷︷ ︸

O(r−2)

φq dΓ(2.134)siendo A, B, y C las e
ua
iones (2.59). Aislada la parte singular de esta fun
ión,puede es
ribirse el segundo término de (2.134) 
omo sigue (Chirino et al., 2000):
∫

Γj

(A r,knl + C r,lnk)φq dΓ =

∫

Γj

O(r0)
︷ ︸︸ ︷[(

A +
1

r2

λ

λ + 2µ

)

r,kn,l +

(

C −
1

r2

λ

λ + 2µ

)

r,ln,k

]

φq dΓ

−
λ

λ + 2µ

∫

Γj

1

r2
(r,knl − r,lnk) φq dΓ

(2.135)
El primer término es absolutamente regular e integrable mediante una 
uadratu-ra de Gauss estándar. El segundo puede tratarse teniendo en 
uenta la aporta
iónde elementos 
ontiguos tal y 
omo se ha des
rito en el subapartado anterior.





Capítulo 3
Análisis Dinámi
o



Introdu

iónSe des
ribió en el 
apítulo anterior en qué se basa el método de los elementos de
ontorno, ahora en el presente se expondrá la apli
a
ión parti
ular de di
ha té
ni
a
omo método dire
to [3.1℄, también se des
ribe detalladamente el método indire
toque se utilizará en el estudio [3.2℄. Se re
al
a la importan
ia del MEC 
omo parte deambos métodos [3.3℄. Y por último, se introdu
e el modelo sobre el que se efe
tuaráel estudio [3.4℄.



Análisis Dinámi
o. 613.1. El método dire
toEl método dire
to permite resolver por medio de un modelo numéri
o el 
am-po de desplazamientos y tensiones generado en un sistema suelo-estru
tura debidoa una soli
ita
ión sísmi
a (�gura 3.1). Parti
ularizando para el 
aso estudiado, laestru
tura es de 
onforma
ión 
ilindri
a y se en
uentra soterrada en un 
ampo es-trati�
ado. A este sistema se le someterá a dos tipos de ondas (P y SH) que in
idenverti
almente ha
ia la estru
tura desde zonas profundas del terreno.

Figura 3.1: Problema EstudiadoA �n de poder 
omparar ambas metodologías, se adopta 
omo parámetro de va-lora
ión los desplazamientos obtenidos en un punto situado en el 
entro de la base yel giro de la misma. El análisis debe abar
ar todo el rango de fre
uen
ias 
ontenidoen el espe
tro del sismo. Los resultados de desplazamientos y giros en la base deldepósito 
ilíndri
o se representarán adimensionalizados 
on rela
ión a los desplaza-mientos produ
idos por el tren de ondas P o SH en puntos de la super�
ie libre delsuelo en zonas alejadas de la estru
tura, libre del efe
to lo
al (desplazamientos deun punto de 
ampo libre de un problema de suelo estrati�
ado).
3.2. El método de los tres pasosEste método es el pro
edimiento de 
ál
ulo indire
to más utilizado para obtenerla respuesta dinámi
a de una estru
tura frente a una soli
ita
ión sísmi
a. Según estepro
eso, se es
alona la obten
ión de la respuesta en tres etapas. Como se puede veren la �gura 3.2; en la primera se evalúa la intera

ión 
inemáti
a; en la segunda se se
al
ulan las rigide
es del terreno; y en la ter
era se analiza la respuesta de un sistema
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o equivalente ante el movimiento impuesto por la base rígida (obtenido delprimer paso) por intermedia
ión de resortes y amortiguadores equivalentes (
al
u-lados en el segundo paso).

Figura 3.2: método de los tres pasos3.2.1. Intera

ión 
inemáti
aEn el apartado 1.4. se introdujo el 
on
epto de intera

ión 
inemáti
a. En estepunto se retoma a �n de re
al
ar su importan
ia en el 
ál
ulo de la respuesta dinámi-
a del sistema y para expli
ar que papel juega en el método indire
to.La primera parte del método de los tres pasos 
onsiste pre
isamente en determi-nar los movimientos u, v y φ que se produ
en en el terreno que rodea a la estru
tura,
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onsidera va
ío el espa
io que debería o
upar la 
onstru

ión e in�nita-mente rígidas los 
ontornos del terreno que estarían en 
onta
to 
on la misma a �nde que el hue
o se 
omporte 
omo un sólido rígido. En este nuevo sistema formadosólo por el terreno y una 
imenta
ión rígida sin masa, se formula el problema dein
iden
ia y difra

ión de ondas en un medio tridimensional 
orrespondiente. Losresultados bus
ados son los desplazamientos en el 
entro de la base para 
ada fre-
uen
ia, éstos serán la ex
ita
ión a apli
ar a la base del sistema dinámi
o equivalente.Los modos de vibra
ión de un estrato de terreno sobre base rígida son de tiposenoidal. En la parte izquierda de la �gura 3.3 se han dibujado líneas que representanla deforma
ión ante una onda S, así 
omo la forma que tomaría la estru
tura empo-trada en el terreno si fuera absolutamente �exible. Si por el 
ontrario, la estru
turaes in�nitamente rígida, los ángulos entre fondo y paredes deben permane
er re
tos,y ello impli
a una intera

ión 
on el terreno que, además de un desplazamiento hori-zontal distinto del 
orrespondiente al del suelo sin estru
tura, generará una rota
ión
φ tal y 
omo se indi
a en la parte dere
ha de la misma �gura.

Figura 3.3: in�uen
ia de la rigidez de la estru
tura3.2.2. Rigide
es del terrenoLa segunda etapa del método de los tres pasos 
onsiste en la determina
ión delas rigide
es dinámi
as del terreno ante posibles movimientos de sólido rígido de laparte del 
ilindro empotrada en el suelo. Para ello se re
urre a la de�ni
ión de rigidez:fuerza que es ne
esario apli
ar en los grados de libertad 
uando se da un movimientounidad a la estru
tura. En este 
aso el pro
edimiento 
onsiste en dar movimientosarmóni
os del tipo 1 eiωt a las zonas del terreno que se en
uentren en 
onta
to 
onla estru
tura, pero sin 
onsiderar los efe
tos de la masa de esta sobre el suelo. Lasuma de las tensiones desarrolladas en el 
ontorno rígido son las `fuerzas ne
esarias'
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ritas en la de�ni
ión de rigidez. El problema se repite, para 
ada fre
uen
ia, ypara los 
asos 
orrespondientes a movimiento verti
al de amplitud unitaria (�gura3.4a), movimiento armóni
o horizontal unitario (�gura 3.4b), y giro armóni
o deamplitud unitaria(�gura 3.4
). Se imponen 
ondi
iones de 
ontorno soldadas en losdos últimos problemas que 
ondu
en a que el giro induz
a tensiones horizontalesen la 
imenta
ión y, re
ípro
amente, un movimiento horizontal genere un momentoen la base. Por lo tanto las rigide
es horizontal y de giro referidas a la base estána
opladas.

Figura 3.4: Problemas para el 
ál
ulo de rigide
esPara una ex
ita
ión armóni
a 
on pulsa
ión ω, se de�ne la matriz de rigidezdinámi
a de una 
imenta
ión rígida 
omo la matriz que rela
iona el ve
tor de fuerzasy momentos apli
ados sobre ella 
on el ve
tor de desplazamientos y giros resultantes:






Fz

Fy

Mθθ







=







Kzz 0 0

0 Kyy Kyθ

0 Kθy Kθθ













u

v

θ







(3.1)
Cada término de la matriz de rigidez Klm es dependiente de la fre
uen
ia ωy representa la fuerza (o momento) resultante según la dire

ión l, debido a lastensiones de 
onta
to, 
uando sobre el 
ontorno lateral y la base de la estru
turarígida en 
onta
to 
on el suelo se apli
a un desplazamiento (o giro) armóni
o unitariosegún la dire

ión m. Fuerzas y desplazamientos están, en general, desfasadas, esde
ir, los términos de K son valores 
omplejos del tipo:

Klm(ω) = Re(Klm) + i Im(Klm) (3.2)La parte real de está rela
ionada 
on las propiedades de rigidez e iner
ia del sue-lo. La parte imaginaria 
on el amortiguamiento del sistema. Este amortiguamiento
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ión de ondas ha
ia el in�nito, a lo que sesuma el propio amortiguamiento interno que presente el suelo.Las rigide
es que se obtengan aquí, serán trasladadas al paso siguiente 
omo las
ara
terísti
as propias de los resortes del sistema vibratorio. También existen otrosmétodos para obtener estos valores y abundante bibliografía de 
asos parti
ulares.
3.2.3. Sistema Dinámi
o EquivalenteLa ultima fase del método de los tres pasos 
onsiste en estable
er un sistemaos
ilante sen
illo que simule el 
omportamiento de el problema original. Para ello,se estable
e que la masa del sistema original se ve unida a una super�
ie in�nita-mente rígida y sin masa (sólo tiene la fun
ión de soporte del sistema), esta unión serealiza mediante unos resortes 
uyas 
ara
terísti
as elásti
as y amortiguadoras sonlas 
al
uladas en el apartado 3.2.2. A este sistema se le transmite a su base una seriede movimientos armóni
os, 
uyas amplitudes son una fun
ión también dependientede la fre
uen
ia y se 
orresponden 
on los 
al
ulados en 3.2.1. Según lo observadoen el apartado anterior a
er
a de que los problemas verti
al (desplazamiento en z)y horizontal (desplazamiento en y y giro alrededor del eje x) están desa
oplados, sepueden tratar por separado.
Problema Verti
alEste sistema queda de�nido en la representa
ión de la �gura 3.5, en donde, 
omose ha di
ho, el valor de la masa es la aportada por el 
uerpo 
ilíndri
o del problema.Las 
onstantes de rigidez y amortiguamiento se han 
al
ulado para un desplaza-miento verti
al en el segundo paso del método (hay que re
ordar que son fun
ionesimaginarias dependientes de la fre
uen
ia ω); u es el desplazamiento absoluto dela masa; y uB es el desplazamiento de la base. El 
ual será el que se obtuvo de laintera

ión 
inemáti
a suelo-
imenta
ión del primer paso.El 
omportamiento de este sistema esta gobernado por la e
ua
ión

M ü + c ˙̄u + k ū = 0 (3.3)



66 Capítulo 3

Figura 3.5: Problema Verti
al
ū es el desplazamiento relativo entre masa y suelo (ū = u − ub), del 
ual depen-den las fuerzas elásti
a y amortiguadora. A �n obtener una e
ua
ión 
on una solain
ognita, se expresa todo en fun
ión de ū de donde resulta que:

M (¨̄u + üB) + c ˙̄u + k ū = 0 (3.4)
M ¨̄u + c ˙̄u + k ū = −M üB (3.5)Expresando los desplazamientos en el dominio de la fre
uen
ia

u = U eiωt

u̇ = i ω U eiωt (3.6)
ü = −ω2 U eiωtPor lo que la e
ua
ión de 
omportamiento se transforma en:

−ω2 M Ū + c ω i Ū + k Ū = M ω2 UB (3.7)
(
−ω2 M + c ω i + k

)
Ū = M ω2 UB (3.8)Los términos (c ω i+k) se 
orresponden 
on la rigidez del terreno para el problemaverti
al, la 
ual es fun
ión de ω y se 
orresponden 
on los 
al
ulados previamente.Por lo tanto la solu
ión de este problema es:

Ū =
M ω2 UB

K(ω) − ω2 M
(3.9)
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o. 67Problema horizontalPara este problema, ya se detalló 
omo el desplazamiento horizontal del 
entrode la base (v) y el giro (θ) están a
oplados, por lo que lo 
orre
to es estable
er unsistema os
ilante de 2 grados de libertad.

Figura 3.6: Problema HorizontalLa matriz de rigidez ne
esaria, se implementa partir de los términos 
orrespon-dientes a los grados de libertad que pertene
en al problema de la otra matriz 
al
u-lada en 3.2.2, la 
ual de�ne el 
omportamiento horizontal y a 
abe
eo del terreno.
[Khor] =

[

Kyy Kyθ

Kθy Kθθ

] (3.10)
Es importante re
ordar que 
ada término de la matriz es fun
ión de ω y poseeparte real y parte imaginariaDe la me
áni
a tradi
ional, se obtienen las e
ua
iones que de�nen el desplaza-miento horizontal y el giro 
omo sólido rígido del 
uerpo, estas están referidas a su
entro de gravedad y ya se muestran expresadas en el dominio de la fre
uen
ia:

−ω2 M VG = F G
ext

−ω2 I θG = MG
ext

(3.11)
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aso sólo se 
ono
en las resultantes de las fuerzas y momentosexteriores en el 
entro de la base (O), y estas son las debidas a las impedan
ias delterreno. (

F O
ext

MO
ext

)

= −[Khor]

(

V̄

θ̄

) (3.12)Las fuerzas y momentos elásti
os y de amortiguamiento, al igual que en el pro-blema verti
al, son dependientes del desplazamiento y giro relativo.
V = VB + V̄

θ = θB + θ̄Al tratarse de un sólido rígido, el giro en el 
entro de gravedad (θG) y en el 
entrode la base (θO) son iguales y se puede simpli�
ar la nomen
latura pres
indiendo delsubíndi
e.Si se efe
túa un traslado de las fuerzas y momentos resultantes del sistema de labase al 
entro de gravedad (el traslado de una fuerza origina la misma fuerza y elmomento que equilibra el 
ambio de su punto de apli
a
ión) se tiene que:
F G

ext = F O
ext (3.13)

MG
ext = MO

ext + F O
ext (OG)

MG
ext = MO

ext − ω2 M VG (OG)
(3.14)sustituyendo la e
ua
ión 3.12 en estas, se 
ompleta el sistema matri
ial:

(

ω2M 0

−ω2MOG Iω2

)(

VG

θ

)

− [Khor]

(

V̄

θ̄

)

=

(

0

0

) (3.15)la 
inemáti
a del sólido rígido, permite expresar el desplazamiento del 
entro degravedad en fun
ión del desplazamiento del 
entro de la base y el giro del 
uerpo.
(

ω2M 0

−ω2MOG Iω2

)(

V − θOG

θ

)

− [Khor]

(

V̄

θ̄

)

=

(

0

0

) (3.16)
(

ω2M −ω2MOG

−ω2MOG Iω2 + ω2MOG
2

)(

V

θ

)

− [Khor]

(

V̄

θ̄

)

=

(

0

0

) (3.17)En último lugar se de�nen todas las expresiones en fun
ión del desplazamientoy giro relativos
(

ω2M −ω2MOG

−ω2MOG Iω2 + ω2MOG
2

)(

V̄ + VB

θ̄ + θB

)

− [Khor]

(

V̄

θ̄

)

=
(

0
) (3.18)
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(

ω2M −ω2MOG

−ω2MOG Iω2 + ω2MOG
2

)(

V̄

θ̄

)

− [Khor]

(

V̄

θ̄

)

=

=

(

−ω2M ω2MOG

ω2MOG −(Iω2 + ω2MOG
2
)

)(

VB

θB

) (3.19)Una vez está el sistema de e
ua
iones 
ompletamente planteado, 
uyas in
ógnitasson V̄ y θ̄ sólo queda resolver:
(

ω2M − Kyy −ω2MOG − Kyθ

−ω2MOG − Kθy ω2(I + MOG
2
) − Kθθ

)(

V̄

θ̄

)

=

=

(

−ω2MVB + ω2MOGθB

ω2MOGVB − ω2(I + MOG
2
)θB

) (3.20)y se tiene 
omo resultados �nales al problema:
V̄ =

∣
∣
∣
∣
∣

−ω2MVB + ω2MOGθB −ω2MOG − Kyθ

ω2MOGVB − ω2(I + MOG
2
)θB ω2(I + MOG

2
) − Kθθ

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

ω2M − Kyy −ω2MOG − Kyθ

−ω2MOG − Kθy ω2(I + MOG
2
) − Kθθ

∣
∣
∣
∣
∣

(3.21)
θ̄ =

∣
∣
∣
∣
∣

ω2M − Kyy −ω2MVB + ω2MOGθB

−ω2MOG − Kθy ω2MOGVB − ω2(I + MOG
2
)θB

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

ω2M − Kyy −ω2MOG − Kyθ

−ω2MOG − Kθy ω2(I + MOG
2
) − Kθθ

∣
∣
∣
∣
∣

(3.22)
Para resolver estos problemas se ha programado el software ne
esario que 
om-bina los resultados de los dos primeros pasos y solu
iona para 
ada fre
uen
ia elsistema 
orrespondiente. Los resultados de estos problemas (verti
al y horizontal)son las fun
iones de transferen
ia equivalentes a las obtenidas por el método dire
to,y por tanto las que serán objeto de 
ompara
ión y estudio



70 Capítulo 33.3. El MEC en ambas metodologías3.3.1. Método Dire
toPara obtener la respuesta de la estru
tura 
ilíndri
a, en término de los desplaza-mientos y giro en su base, se ha utilizado un programa de ordenador desarrollado enel Departamento de Ingeniería Civil de la ULPGC, basado en el Método de los Ele-mentos de Contorno (MEC). En el primer 
apítulo ya se han expli
ado las diferentesventajas e in
onvenientes de este método frente a otros pro
edimientos de resolu
ióndire
ta. Y en el 
apítulo segundo, se expli
ó el aparataje matemáti
o del métodoen el que se basa el 
ódigo de este software, el 
ual ha tenido que ser modi�
adopara poder in
luir en el 
ál
ulo la propaga
ión de un 
ampo in
idente a través deun 
ampo de agua.Mediante este software, se plantea y resuelve un sistema de e
ua
iones que 
om-prende a 
ada nodo del ma
rosistema, el 
ual ha sido previamente dis
retizado. Conlo 
ual se obtendrá el 
ampo de tensiones y desplazamientos en todo punto de ladis
retiza
ión. Estos resultados, al en
ontrarse adimensionalizados 
on respe
to alos desplazamientos en un punto de 
ampo lejano, 
onstituyen la fun
ión de transfe-ren
ia del sistema. Lo 
ual permite 
ono
er la respuesta del modelo para 
ualquierex
ita
ión. Sen
illamente, si se desea obtener el 
ampo de desplazamientos (o detensiones) que sufriría la estru
tura frente a un terremoto determinado, se deberámultipli
ar la transformada de la fun
ión ex
itadora por la fun
ión de transferen
ia
al
ulada. Si además se desea 
ono
er la respuesta temporal, solo resta apli
ar laantitransformada 
orrespondiente.El 
ál
ulo del 
ampo in
idente en el sistema es ne
esario para el programa, yaque las tensiones y desplazamientos que origina, al ser operados por la matriz de
oe�
ientes del sistema de e
ua
iones planteado, generan los términos del ve
tor dellado dere
ho. En un apartado posterior, se expli
ará la metodología que sigue elprograma para 
al
ular estos términos.Para este estudio, de forma general, se admitirá 
omo válida y su�
iente, lasfun
iones de transferen
ia de los desplazamientos y el giro de la base en el punto
entral de la misma 
omo elemento objetivo de 
ompara
ión entre las metodologías
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iones serán la respuesta del sistema a dos trenes de ondas dein
iden
ia verti
al de tipos P y S los 
uales se modelan para que produz
an en unpunto de 
ampo libre (alejado de la in�uen
ia de la presen
ia de la 
imenta
ión) undesplazamiento armóni
o 
uya amplitud es de una unidad adimensional. (1 eiωt)3.3.2. La Intera

ión Cinemáti
aEste 
ál
ulo se lleva a 
abo a través del mismo software de elementos de 
ontornoutilizado en el método dire
to,por lo 
ual será ne
esario dis
retizar el sistema.También se ha
e ne
esario el 
ál
ulo en este punto de los desplazamientos y ten-siones generados por el 
ampo in
idente, ya que 
omo se nombró anteriormente,esos valores son parte del sistema de e
ua
iones a resolver para obtener el 
ampo dedesplazamientos y tensiones de 
ada nodo. Ya se ha indi
ado que en un apartadoposterior se estudiará en profundidad el pro
eso para 
al
ular di
hos valores.Si bien en este estudio, se ha
e uso del MEC para resolver la obten
ión de losdesplazamientos debidos a la intera

ión 
inemáti
a no es la úni
a metodología autilizar, existe numerosa bibliografía que trata el tema de intera

ión 
inemáti
aentre suelo y 
imenta
ión, así 
omo gran 
antidad de datos que permite una aproxi-ma
ión a los valores requeridos.
3.3.3. Cál
ulo de Rigide
esDe a
uerdo a su de�ni
ión, los términos de la matriz de rigidez se obtendrán im-poniendo desplazamientos (o giros) armóni
os unitarios en las 
aras lateral e inferiorde la estru
tura 
ilíndri
a que se en
uentren en 
onta
to 
on el terreno, e integran-do las tensiones que apare
en en di
hos 
ontornos a �n de obtener las fuerzas (omomentos) resultantes. El momento resultante al apli
ar un giro unitario a la basede la 
imenta
ión se 
al
ula 
on respe
to a un eje diametral situado en la base dela estru
tura 
ir
ular.Al igual que en el estudio de la difra

ión de ondas 
ausada por la presen
iaen el terreno de la estru
tura semi-enterrada, para el 
ál
ulo de las 
ara
terísti
asde rigidez y amortiguamiento del suelo se ha utilizado un programa de ordenador
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ión tridimensional del Método de los Elementos de Contorno (MEC). Laimposi
ión de movimientos armóni
os en la super�
ie de 
onta
to 
ilindro-sueloprovo
a la propaga
ión de ondas elásti
as en el suelo ha
ia el in�nito. El uso de unmétodo de dominio presenta graves in
onvenientes por la ne
esidad de trun
ar ladis
retiza
ión imponiendo 
ondi
iones de 
ontorno. Por el 
ontrario, el MEC resul-ta espe
ialmente apropiado para ata
ar este problema, pues no requiere 
errar ladis
retiza
ión de los medios in�nitos, in
orporando de forma automáti
a el amor-tiguamiento por radia
ión. Este es el motivo por el que el MEC ha sido ampliamenteutilizado en este tipo de problemas. Cada estrato del terreno de modela 
omo unmedio vis
oelásti
o lineal, homogéneo e isótropo. Dividiendo el 
ontorno de 
adaregión elásti
a en elementos (se han empleado elementos 
uadriláteros y triangu-lares, de nueve y seis nodos, respe
tivamente, 
on interpola
ión 
uadráti
a) puedenes
ribirse, para 
ada región, la e
ua
ión matri
ial del MEC que, en forma 
ompa
talleva al sistema de 3N e
ua
iones
Hu = Gt (3.23)siendo N el número de nodos en el 
ontorno Γ, los ve
tores u y t 
ontienentodos los valores nodales de desplazamientos y tensiones en Γ. Las matri
es H y G(3N × 3N) 
ontienen los 
oe�
ientes de integra
ión de la solu
ión fundamental porlas fun
iones de forma sobre 
ada elemento. Una vez es
rita la e
ua
ión (3.23) para
ada estrato, el sistema global de e
ua
iones se obtiene imponiendo las 
ondi
ionesde 
ontorno:-sobre la super�
ie libre la 
ondi
ión de tensiones nulas-sobre los 
ontornos en 
onta
to suelo-estru
tura 
ilíndri
a se imponen despla-zamientos (o giros) unitarios de sólido rígido-a lo largo de los 
ontornos frontera entre dos estratos se impone equilibrio detensiones y 
ompatibilidad de desplazamientos3.3.4. Campo in
idente y Campo difra
tadoYa se ha 
omentado la ne
esidad de 
al
ular el 
ampo in
idente en el sistema. A
ontinua
ión se des
ribe el porqué de su ne
esidad y la forma matemáti
a de obtenersus términos.
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Figura 3.7: Campo In
idente y Campo Difra
tadoSe ha 
onsiderado un 
ampo de ondas elásti
as armóni
as planas en el terrenoque in
ide verti
almente desde el in�nito. La presen
ia de la estru
tura 
ilíndri
asemienterrada provo
a una distorsión del 
ampo de movimientos en 
ompara
ión alprodu
ido en zonas alejadas. Así, el 
ampo de desplazamientos puede 
onsiderarse
omo la superposi
ión de dos problemas (�gura 3.7). El primero lo 
onstituye el
ampo provo
ado por el tren de ondas in
idente sobre el semiespa
io vis
oelásti
oestrati�
ado (uS
I ) 
uya expresión analíti
a es 
ono
ida y su obten
ión se des
ribiráa 
ontinua
ión. El segundo representa el 
ampo difra
tado por la presen
ia de laestru
tura 
ir
ular (uS

D). El 
ampo total en 
ada estrato será la suma de los dos(uS
T = uS

I + uS
D). El sistema de e
ua
iones se obtiene planteando el MEC para el
ampo difra
tado en 
ada región. Así en el estrato k

Hk uk
D = Gk tk

D (3.24)Teniendo en 
uenta las 
onsidera
iones realizadas para el 
ampo total en 
adadominio, la e
ua
ión (3.24) en el mismo estrato puede es
ribirse 
omo sigue:
Hk uk

T −Gk tk
T = Hk uk

I −Gk tk
I (3.25)El segundo miembro de (3.25) es dato y pasa al ve
tor del lado dere
ho del sis-tema de e
ua
iones. Es
ritas las e
ua
iones (3.25) para todos los estratos, ya entérminos de 
ampo total, se apli
an las 
ondi
iones de 
ontorno y las 
ondi
iones enlas interfases. En la super�
ie libre del terreno se pres
ribe ausen
ia de tensiones.En los nodos de las interfases entre estratos se pres
ribe equilibrio de tensiones y
ontinuidad de desplazamientos.
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ulo del 
ampo in
idente en un semiespa
ioA �n de 
al
ular los valores que 
onforman el ve
tor del lado dere
ho, es ne
e-sario obtener las amplitudes de la onda in
idente.La ex
ita
ión sísmi
a se modela mediante trenes de ondas armóni
as planas P yS que in
iden verti
almente desde zonas muy profundas del terreno. Cuando la ondasísmi
a al
anza la super�
ie libre, se produ
e un efe
to de difra

ión que genera otraonda des
endente. Así el efe
to global del sismo se verá in�uido por el 
onjunto dela onda in
idente (as
endente) de amplitud AI y la onda re�ejada (des
endente) deamplitud AR.

Figura 3.8: Propaga
ión de ondas en un semiespa
io
In
iden
ia verti
al de ondas PEn el 
aso de que la onda in
idente fuese del tipo P los desplazamientos y lastensiones en fun
ión de las 
ara
terísti
as me
áni
as del semiespa
io y la profundidadserán:

v = w = 0

u =
(

AI e
−iωz
CP + AR e

iωz
CP

) (
eiωt
) (3.26)
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σxx = σyy = λεzz

σzz = (λ + 2G) εzz

σxx = σyy = λ
(

iω
CP

)(

−AI e
−iωz
CP + AR e

iωz
CP

)

(eiωt)

σzz = (λ + 2G)
(

iω
CP

)(

−AI e
−iωz
CP + AR e

iωz
CP

)

(eiωt)

(3.27)
A �n de despejar las amplitudes de la onda re�ejada e in
idente, se estable
enlas 
ondi
iones de 
ontorno en la super�
ie libre (z=0) donde debe 
umplirse que:

u = 1eiωt

σzz = 0

(3.28)
Despejando en (3.26) y (3.27) después de haber sustituido estos valores, se ob-tiene que AI = AR = 1

2
. Así pues los 
ampos de desplazamiento y tensiones respon-den a las expresiones:

u = 1
2

(

e
− iωz

CP + e
iωz
CP

)

eiωt

σxx = σyy = 1
2
λ
(

iω
CP

)(

−e
−iωz
CP + e

iωz
CP

)

(eiωt)

σzz = 1
2

(λ + 2G)
(

iω
CP

)(

−e
−iωz
CP + e

iωz
CP

)

(eiωt)

(3.29)
In
iden
ia verti
al de ondas SEl pro
eso a seguir es totalmente idénti
o al 
orrespondiente para ondas P, lasúni
as diferen
ias son que los desplazamientos originados tienen 
omo dire

ión prin-
ipal el eje y; los términos no nulos del tensor de tensiones no son los de la diagonalprin
ipal sino los términos 
ruzados σyz ; y la velo
idad de propaga
ión de onda es: CSAsí que, partiendo de:

u = w = 0

v =
(

AI e
−iωz
CS + AR e

iωz
CS

)

(eiωt) (3.30)
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σyz = G

(
iω

CS

)(

−AI e
−iωz
CS + AR e

iωz
CS

) (
eiωt
) (3.31)

Para unas 
ondi
iones de 
ontorno en la super�
ie libre (z=0) análogas a las del
aso anterior
v = 1eiωt

σyz = 0

(3.32)Se obtiene que las e
ua
iones que rigen los desplazamientos y las tensiones en elsemiespa
io son:
v = 1

2

(

e
− iωz

CS + e
iωz
CS

)

eiωt

σyz = 1
2
G
(

iω
CS

)(

−e
−iωz
CS + e

iωz
CS

)

(eiωt)

(3.33)Cál
ulo del 
ampo in
idente en un suelo estrati�
adoEn un 
aso más 
er
ano a la realidad, se supone que el semiespa
io se en
uentradividido en estratos, 
ada uno 
on su extensión y propiedades me
áni
as. En unageneraliza
ión de lo expli
ado en el apartado anterior, se puede de
ir que 
onformela onda va en
ontrando en su propaga
ión verti
al fronteras entre los medios de di-ferentes 
ara
terísti
as me
áni
as se van produ
iendo ondas in
identes y re�ejadas,de tal manera que en 
ada medio por el que se transmite el sismo, existe una ondaas
endente de amplitud An
I y una onda des
endente An

RMediante las 
ondi
iones de 
ompatibilidad de desplazamientos y equilibrio detensiones, se puede despejar el valor de estas amplitudes, y determinar una expresióngeneral para terrenos 
on un número inde�nido de estratos.
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Figura 3.9: Propaga
ión de ondas en un suelo estrati�
adoIn
iden
ia verti
al de ondas PLos desplazamientos y tensiones en 
ualquier estrato n son del tipo:
v = w = 0

un =
(

An
I e

−iωz
CPn + An

R e
iωz

CPn

) (
eiωt
) (3.34)

σn
xx = σn

yy = λnεn
zz

σn
zz = (λn + 2Gn) εn

zz

σn
xx = σn

yy = λn

(
iω

CPn

)(

−An
I e

−iωz
CPn + An

R e
iωz

CPn

)

(eiωt)

σn
zz = (λn + 2Gn)

(
iω

CPn

)(

−An
I e

−iωz
CPn + An

R e
iωz

CPn

)

(eiωt)

(3.35)
Para estable
er 
uáles serán las amplitudes de las ondas in
idente y re�ejada en
ada estrato, se deberán apli
ar las 
ondi
iones de 
ontorno 
orrespondientes.Así en la super�
ie (z = 0) resulta que:

u = 1 eiωt

σzz = 0

(3.36)
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sustituyendo en (3.34) y (3.35) resolvemos que A1

I = A1
R = 1

2
. Así pues los 
amposde desplazamiento y tensiones responden a las expresiones:

u1 = 1
2

(

e
− iωz

CP1 + e
iωz
CP1

)

eiωt

σ1
zz = 1

2
(λ1 + 2G1)

(
iω

CP1

)(

−e
−iωz
CP1 + e

iωz
CP1

)

(eiωt)

(3.37)En la interfase entre los medios 1 y 2 (z = −h2) se impone equilibrio de tensionesy 
ontinuidad 
inemáti
a
u1 = u2

σ1
zz = σ2

zz

(3.38)Con ello se obtienen las siguientes expresiones para las amplitudes de las ondasen el medio 2
A2

I = 1
4
e

−iωh2
CP2

[

(1 + K) e
iωh2
CP1 + (1 − K) e

−iωh2
CP1

]

A2
R = 1

4
e

iωh2
CP2

[

(1 − K) e
iωh2
CP1 + (1 + K) e

−iωh2
CP1

]
(3.39)en donde K es una 
onstante que depende de las propiedades de ambos estratos

K =
λ1 + 2G1

λ2 + 2G2

CP2

CP1

(3.40)
Siguiendo el mismo pro
eso se puede despejar las amplitudes de un estrato k enbase a las del estrato inmediatamente superior k-1, estando situado el primero a unaprofundidad H desde la super�
ie libre

Ak
I = 1

2
e

−iωH
CPk

[

(1 + K)Ak−1
I e

iωH
CPk−1 + (1 − K)Ak−1

R e
−iωH

CPk−1

]

Ak
R = 1

2
e

−iωH
CPk

[

(1 − K)Ak−1
I e

iωH
CPk−1 + (1 + K)Ak−1

R e
−iωH

CPk−1

]
(3.41)Ahora, la 
onstante de propiedades K queda de�nida de manera general 
omo:

K =
λk−1 + 2Gk−1

λk + 2Gk

CPk

CPk−1
(3.42)
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iden
ia verti
al de ondas SHEl pro
edimiento a seguir para este 
aso es análogo al del apartado anterior. Eneste 
aso, los desplazamientos serán del tipo:
u = w = 0

vn =
(

An
I e

−iωz
CSn + An

R e
iωz
CSn

)

(eiωt) (3.43)Se vuelve a obtener los términos del tensor de tensiones por deriva
ión, y en este
aso el úni
o término no nulo es:
σn

yz = Gn

(
iω

CSn

)(

−An
I e

−iωz
CSn + An

R e
iωz
CSn

) (
eiωt
) (3.44)Re
urriendo a las 
ondi
iones de 
ontorno en la super�
ie libre se tiene que en

z = 0

v = 1 eiωt

σyz = 0

(3.45)Donde es fá
il despejar de (3.43) y (3.44) que las amplitudes en el estrato supe-rior toman al igual que en el apartado anterior valores tal que A1
I = A1

R = 1
2Para 
al
ular el resto de amplitudes, se apli
an las 
ondi
iones de 
ompatibilidadde desplazamientos y equilibrio de tensiones en la interfase de los medios 1 y 2. Porlo tanto a una profundidad h2 deberá 
umplirse que:

v1 = v2

σ1
yz = σ2

yz

(3.46)
on ello se obtienen las siguientes expresiones para las amplitudes de las ondasen el medio 2
A2

I = 1
4
e

−iωh2
CS2

[(

1 + G1

G2

CS2

CS1

)

e
iωh2
CS1 +

(

1 − G1

G2

CS2

CS1

)

e
−iωh2
CS1

]

A2
R = 1

4
e

iωh2
CS2

[(

1 − G1

G2

CS2

CS1

)

e
iωh2
CS1 +

(

1 + G1

G2

CS2

CS1

)

e
−iωh2
CS1

]
(3.47)
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ualesquiera 
onse
utivos k-1 y k 
uya interfasese en
uentra a una profundidad H desde la super�
ie libre se impone:
vk−1 = vk

σk−1
yz = σk

yz

(3.48)y así se obtiene la rela
ión entre las amplitudes de las ondas de ambas 
apas:
Ak

I = 1
2
e
− iωH

CSk

[(

1 +
Gk−1

Gk

CSk

CSk−1

)

Ak−1
I e

iωH
CSk−1 +

(

1 −
Gk−1

Gk

CSk

CSk−1

)

Ak−1
R e

− iωH
CSk−1

]

Ak
R = 1

2
e

iωH
CSk

[(

1 −
Gk−1

Gk

CSk

CSk−1

)

Ak−1
I e

iωH
CSk−1 +

(

1 +
Gk−1

Gk

CSk

CSk−1

)

Ak−1
R e

− iωH
CSk−1

](3.49)expresiones que ya pueden introdu
irse en (3.43) y (3.44)
Cál
ulo del 
ampo in
idente en un semiespa
io 
on una 
apa de aguaComo último 
aso de este estudio, se debe 
uanti�
ar de alguna forma la in�uen-
ia en la propaga
ión de la onda sísmi
a de una masa de agua que des
ansa sobreel terreno.La onda se transmiten por el agua en forma ondas de presión, no de desplaza-mientos 
omo lo ha
e a través de los 
uerpos sólidos. Si se de�ne el equilibrio de unelemento diferen
ial del �uido (�gura 3.10), se tendrá que en el dominio del tiempo:

[p − (p + dp)] A = ρ A dx ü (3.50)

Figura 3.10: elemento diferen
ial de agua
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p = Peiωt

u = Ueiωt

(3.51)Expresando (3.50) en el dominio de la fre
uen
ia y despejando la amplitud deldesplazamiento se obtendrá
[P − (P + dP )]A eiωt = −ρ A dxω2 U eiωt (3.52)

−
dP

dx
= −ρ ω2 U (3.53)

U =
1

ρ ω2

dP

dx
(3.54)De esta forma ya queda de�nido el 
omportamiento de la onda en propaga
ióna través del �uido. Donde al 
ontrario que en el medio sólido, la variable prin
ipales la presión y la derivada el desplazamiento.Las diferentes amplitudes para 
ada pareja de ondas (in
idente y re�ejada) serán
al
uladas 
omo en los 
asos anteriores apli
ando las 
orrespondientes 
ondi
ionesde 
ontornoIn
iden
ia verti
al de ondas PEn este parti
ular los desplazamientos verti
ales que re
orren los estratos sólidos,se transmiten a la 
apa líquida en formas de ondas de presión.Así en el agua, las ondas de presión serán del tipo:

pa =
(

P a
I e−

iωz
Ca + P a

R e
iωz
Ca

) (
eiωt
) (3.55)y su variable derivada, es de
ir, los desplazamientos, tomarán la forma de:

ua =
1

ρa ω2
pa
′z =

1

ρa ω2
(−i ka)

[

P a
I e−

iωz
Ca − P a

R e−
iωz
Ca

] (
eiωt
) (3.56)Ya se ha visto anteriormente que los desplazamientos y tensiones en un estrato`n'serán tal que:

v = w = 0
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Figura 3.11: Propaga
ión de ondas en un suelo estrati�
ado y una 
apa de agua
un =

(

An
I e

−iωz
CPn + An

R e
iωz

CPn

) (
eiωt
) (3.57)

σn
xx = σn

yy = λn εn
zz

σn
zz = (λn + 2Gn) εn

zz

σn
xx = σn

yy = λn

(
iω

CPn

)(

−An
I e

−iωz
CPn + An

R e
iωz

CPn

)

(eiωt)

σn
zz = (λn + 2Gn)

(
iω

CPn

)(

−An
I e

−iωz
CPn + An

R e
iωz

CPn

)

(eiωt)

(3.58)
Para despejar las diferentes amplitudes apli
amos las 
ondi
iones de 
ontorno enla super�
ie libre y las interfases. En el equilibrio la presión en la super�
ie (z = Zsl)debe ser nula, así se plantea que:

P a
I e−

iωZsl
Ca + P a

R e
iωZsl

Ca = 0 (3.59)
En la interfase agua terreno, se dará ahora la misma 
ondi
ión de 
ontornos en
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asos anteriores
u1 = 1eiωt (3.60)aunque en este 
aso y por la ley de 
ompatibilidad, los desplazamientos en aguay terreno deben ser iguales:

ua = u1 = 1eiωt (3.61)por lo que en z=0, queda que en (3.56)
1

ρaω2

(
−iω

Ca

)

[P a
I − P a

R] = 1 (3.62)y de (3.57)
A1

I + A1
R = 1 (3.63)según la ley de equilibrio, las presiones en el agua, deberán ser iguales y de signo
ontrario a las tensiones en el terreno en el punto de 
onta
to(z = 0)

σ1
zz = −pa

(λ1 + 2G1)

(
iω

CP1

)
(
−A1

I + A1
R

)
= − (P a

I + P a
R) (3.64)

En el resto de interfases, las 
ondi
iones de 
ontorno a apli
ar tienen la mis-ma estru
tura que en el apartado anterior, y de forma general toma sentido lase
ua
iones
uk−1 = uk

σk−1
zz = σk

zz

(3.65)Con (3.59) y (3.62) se estable
e un sistema de e
ua
iones, 
uyas in
ógnitas sonlas amplitudes de onda en el agua, y 
uya solu
ión es:
P a

I =
iρaω

Ca

1

1 + e−2i ω
Ca

Zsl
(3.66)

P a
R = −

iρaω

Ca

e−2i ω
Ca

Zsl

1 + e−2i ω
Ca

Zsl
(3.67)
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iénobtenidos, y se sustituyen en (3.64), obteniéndose otra e
ua
ión tal que:
(λ1 + 2G1)

(
iω

CP1

)
(
−A1

I + A1
R

)
= −

iρaω

Ca

(

1 − e−2i ω
Ca

Zsl

1 + e−2i ω
Ca

Zsl

) (3.68)que unido a la e
ua
ión (3.63) forma un sistema de e
ua
iones que tiene 
omosolu
ión los valores:
A1

I =
1

2

[

1 +
iρa

Ca

CP1

(λ1 + 2G1)

1 − e−2i ω
Ca

Zsl

1 + e−2i ω
Ca

Zsl

] (3.69)
A1

R =
1

2

[

1 −
iρa

Ca

CP1

(λ1 + 2G1)

1 − e−2i ω
Ca

Zsl

1 + e−2i ω
Ca

Zsl

] (3.70)
Para el resto de los estratos el pro
eso es idénti
o al realizado en apartadosanteriores, ya que sólo 
onsiste en despejar los valores de las amplitudes de 
ada
apa de terreno en fun
ión de la inmediatamente superior. Este 
ál
ulo está des
ritopara la propaga
ión del 
ampo in
idente en un semiespa
io estrati�
ado y tiene
omo solu
ión:

Ak
I = 1

2
e

−iωH
CPk

[

(1 + K)Ak−1
I e

iωH
CPk−1 + (1 − K)Ak−1

R e
−iωH

CPk−1

]

Ak
R = 1

2
e

−iωH
CPk

[

(1 − K)Ak−1
I e

iωH
CPk−1 + (1 + K)Ak−1

R e
−iωH

CPk−1

]
(3.71)donde:

K =
λk−1 + 2Gk−1

λk + 2Gk

CPk

CPk−1

(3.72)
In
iden
ia verti
al de ondas SDado que este tipo de ondas se transmiten mediante tensiones tangen
iales, noexiste in
iden
ia por parte de esta onda en el agua. Así que el problema se redu
e alya 
al
ulado en la se

ión anterior `propaga
ión de ondas S en suelos estrati�
ados'.A forma de resumen las solu
iones para este 
aso son:



Análisis Dinámi
o. 85Desplazamientos:
u = w = 0

vn =
(

An
I e

−iωz
CSn + An

R e
iωz
CSn

)

(eiωt) (3.73)
Tensiones:

σxx = σyy = σzz = σxy = σxz = 0

σn
yz = Gn

(
iω

CSn

)(

−An
I e

−iωz
CSn + An

R e
iωz
CSn

) (
eiωt
) (3.74)

Amplitudes estrato superior:
A1

I = A1
R =

1

2
(3.75)

Amplitudes resto de estratos:
Ak

I = 1
2
e
− iωH

CSk

[(

1 + Gk−1

Gk

CSk

CSk−1

)

Ak−1
I e

iωH
CSk−1 +

(

1 − Gk−1

Gk

CSk

CSk−1

)

Ak−1
R e

− iωH
CSk−1

]

Ak
R = 1

2
e

iωH
CSk

[(

1 −
Gk−1

Gk

CSk

CSk−1

)

Ak−1
I e

iωH
CSk−1 +

(

1 +
Gk−1

Gk

CSk

CSk−1

)

Ak−1
R e

− iωH
CSk−1

](3.76)3.4. Des
rip
ión de las 
ara
terísti
as físi
asy geométri
as3.4.1. La estru
tutraLa estru
tura planteada en la �gura 1.1 ofre
e demasiados hue
os y esquinas los
uales in
rementarían notablemente el número de grados de libertad, y la posibilidadde generar problemas de esquina (superabundan
ia de in
ógnitas). Así que a �n depoder pro
esarlo de manera más efe
tiva, se han optado por varias simpli�
a
iones:
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a
ión de la base del 
ilindro, dotándolo de un fondo totalmente plano(�gura 3.12)
Figura 3.12: Detalle de la simpli�
a
ión en la 
on�gura
ión estru
tural- In
orpora
ión de la pantalla al 
uerpo del 
ilindro, 
onsiderando ambos 
omoel mismo dominio de hormigón- Supresión de espa
ios entre forjados en la parte baja del 
ilindro. Dada laalta rigidez estru
tural de este 
onjunto se 
onsidera 
omo si fuera una partema
iza.- Con la inten
ión de mantener 
iertas propiedades dinámi
as de la estru
turaoriginal, 
omo la altura del 
entro de gravedad, se divide el ma
izo en dosdominios y se 
al
ulan las densidades que deben tener 
ada uno para 
umplir
on esta premisa.Teniendo en 
uenta todo lo anterior, la estru
tura de hormigón armado quedasimpli�
ada 
omo se muestra en la �gura 3.13.Las propiedades de 
ada dominio se muestran en la tabla siguienteDominio 1 Dominio 2

ν 0.2 0.2
ρ 2685.85 kg/m3 2253.42 kg/m3

ξ 0.05 0.05G 11,500 · 106 N/m2 11,500 · 106 N/m2Donde ν es el 
oe�
iente de Poisson; ρ la densidad; ξ el fa
tor de amortiguamien-to; y G es el 
oe�
iente de rigidez transversal
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Figura 3.13: Dominios de la estru
tura3.4.2. El terrenoLa 
ara
teriza
ión del terreno está basada en materiales y una 
on�gura
iónbastante 
omún en geología. La ro
a sedimentaria, forma suelos más o menos bien
onsolidados 
onteniendo normalmente un 50% de materiales ar
illosos y otro 50%de minerales de 
uarzo. Se dispondrá desde el punto de vista geoté
ni
o de tresestratos:- Una 
apa superior de 37 metros de profundidad, 
ompuesta en su mayoría porar
illa roja 
onsiderándose de dura a muy dura.- Una segunda 
apa, hasta los 46 metros de profundidad, formada prin
ipal-mente de marga (
onglomerado de 
aliza y ar
illa)- La estru
tura se apoyará en un último estrato de ro
as ar
illosas sedimentariasSe debe tener en 
uenta la posibilidad de que si la estru
tura es utilizada ensistemas hidroelé
tri
os, sera ne
esario 
ontar 
on una altura de 10 metros de agua,lo que ha
e de�nir la se

ión del terreno tal y 
omo queda en la �gura 3.14Las propiedades del terreno quedan de�nidas en la siguiente tabla:
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Figura 3.14: EstratigrafíaEstrato1 Estrato2 Estrato3
ν 0.3 0.3 0.3
ρ 2000 kg/m3 2100 kg/m3 2200 kg/m3

ξ 0.05 0.05 0.05
G 5 · 108 N/m2 1,029 · 109 N/m2 2,2 · 109 N/m2

CS 500 m/s 700 m/s 1000 m/sLas 
ontantes físi
as son las mismas que en la tabla anterior y CS es la velo
idadde propaga
ión de ondas se
undarias (tipo S) a través del material.Existe una fórmula que rela
iona las velo
idades de propaga
ión primaria y se-
undaria:
CP =

√

2 (1 − ν)

1 − 2ν
CS (3.77)

Las propiedades para el agua son las 
ono
idas, una densidad de 1000 kg/m3,un fa
tor de amortiguamiento nulo y una velo
idad de propaga
ión de onda de
1438,6 m/s



Capítulo 4
Modelo de Elementos de Contornodel problema a analizar



Introdu

iónEn este 
apítulo se des
riben los problemas y las mallas los 
uales serán losejemplos de apli
a
ión para los métodos dire
to e indire
to, y los que servirán parasu posterior 
ompara
ión . [4.1, 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5℄.



Modelo de Elementos de Contorno del problema a analizar. 91El estudio se ha estru
turado en forma de fases su
esivas, las 
uales van in
re-mentando su 
omplejidad 
on 
ada evolu
ión. Esto 
onsigue una mejor 
omprensiónde la in�uen
ia en la respuesta del sistema de las diferentes 
ara
terísti
as del sis-tema. Además, se 
onsiguen 
on estos diferentes ejemplos en los que apli
ar ambasmetodologías y 
omparar sus resultados. Así que este he
ho ha desembo
ado en laformula
ión de 6 problemas diferentes:Problema I

Figura 4.1: Problema IEl problema más sen
illo 
onsiste en 
olo
ar sobre un semiespa
io un 
ilindro in-�nitamente rígido de dimensiones menores a los de la estru
tura real, y se le sometea las dos soli
ita
iones sísmi
as previstas.Problema II
Figura 4.2: Problema IIA 
ontinua
ión en el siguiente problema se 
onsidera que el mismo 
ilindro seen
uentra totalmente enterrado en el semiespa
io, en este punto apare
en efe
tos deintera

ión 
inemáti
a en el 
ampo in
idente, debido a la presen
ia de la 
imenta
ión.
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ompara
ión 
on el problema I desvelará los efe
tos de el soterramiento en la res-puesta.Problema III

Figura 4.3: Problema IIIPara el problema III se vuelve a 
olo
ar el mismo 
ilindro apoyado en la super�-
ie. En esta o
asión el terreno presenta una disposi
ión de estratos, sus propiedadesfísi
as son diferentes entre sí, lo 
ual alterará el 
ampo in
idente. También seránapli
adas las 
argas sísmi
as 
orrespondientes a los dos tipos de ondas. La 
ompara-
ión 
on el problema I, muestra la in�uen
ia que ejer
en la presen
ia de los estratosen la respuesta dinámi
a.Problema IV
Figura 4.4: Problema IVEl último problema en el que está presente el 
ilindro, 
onsiste en 
onsiderar quese en
uentra enterrado totalmente en el terreno estrati�
ado. Las 
ara
terísti
as físi-
as fueron des
ritas en el 
apítulo anterior y el 
ilindro 
uenta 
on la masa total dela estru
tura de hormigón a la que sustituye.
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Figura 4.5: Problema VProblema VEn este modelo, se sustituye el 
ilindro por la geometría real 
on el valor derigidez propio del hormigón. Se sitúa en su posi
ión 
orrespondiente donde los 50metros inferiores están enterrados en el suelo estrati�
ado. Es de suma importan
iael efe
to de la rigidez de la estru
tura, fa
tor que el método indire
to no puede in-
luir en sus resultados mientras que el dire
to si lo ha
e.Problema VI

Figura 4.6: Problema VIEl último problema, añade un medio poten
ial por en
ima de la super�
ie libredel terreno. Lo 
ual tendrá efe
to en la respuesta dinámi
a del sistema frente a losdos tipos de ondas in
identes. Di
ho efe
to se podrá 
uanti�
ar mediante la 
om-para
ión de resultados entre el problema V y el presente.El MEC requiere que sólo se dis
reti
en las super�
ies que delimitan los dife-rentes dominios. Así por ejemplo dis
retizar el terreno sólo requerirá un plano quede�na su parte superior, y los 
orrespondientes a las se

iones que mar
an la 
on-�uen
ia de estratos.



94 Capítulo 4Dado la existen
ia de una doble simetría geométri
a y de 
argas, permite que elproblema se simpli�que a un 
uarto de la geometría, ahorrando así grados de liber-tad y por tanto tiempo de 
omputa
ión. Esto es posible gra
ias a la implementa
ióndel programa basado en el MEC.A 
ontinua
ión se des
riben en detalle las diferentes mallas 
onformadas por lassuper�
ies que de�nen la estru
tura y las super�
ies que delimitan los estratos y laparte libre del terreno.
4.1. Problema IEl primer problema 
onsiste en un 
ilindro de 50 metros de altura y 30 dediámetro apoyado sobre un terreno sin estrati�
ar. La estru
tura ma
iza 
uenta
on la masa total del problema original y las propiedades del terreno serán las 
o-rrespondientes al estrato superior des
rito en el apartado [3.4.2℄ del 
apítulo anterior.El modelo esta 
onformado por dos dominios, uno 
orrespondiente al terreno yotro a la estru
tura y 3 
ontornos. Dado que en la esquina superior del 
ilindro son
ono
idas las tensiones en ambas 
aras, no es ne
esario dupli
ar los nodos que la
onforman.Así el problema dis
retizado en elementos de 
ontorno tendrá el aspe
to de la�gura 4.8
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Figura 4.7: Dominios y 
ontornos del Problema I

Figura 4.8: Malla Problema I4.1.1. La estru
turaEl 
ilindro se dis
retiza de manera sen
illa, no hay ne
esidad de dupli
ar nodosen el vérti
e superior que une la tapa 
on la pared, pero sí en la inferior donde
on�uyen dos dominios diferentes (el hormigón y el terreno). Los elementos re
tan-gulares de 9 nodos se distribuyen uniformemente en las tapas superior e inferior del
ilindro siguiendo un patrón radial de 4 elementos en 90o. En el vérti
e se re
urrea triángulos en una malla más apropiada al pequeño espa
io y se evita la deformi-dad de los elementos. A lo largo de la pared se 
ontinua 
on la rejilla de elementos
uadrangulares formada en las tapas manteniendo una malla 
onforme y se divide
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to ade
uado.

Figura 4.9: Estru
tura Problema I4.1.2. La Super�
ie LibreSe tomó una super�
ie libre de longitud igual a 10 ve
es la altura del 
ilindro, loque son unos 500 m. Se utilizan prin
ipalmente elementos de 9 nodos, y se 
on
entrala mayor parte de los mismos en la zona 
er
ana a la estru
tura. En esta zona, loselementos de la super�
ie libre abar
an 22.5o (4 elementos por ar
o) mientras que enla más externa, para evitar la deformidad de las divisiones, debido a la 
on
entra
iónde los mismos, se pasa a otro patrón donde existen 8 elementos en 
ada ar
o. Paraevitar la dis
onformidad de malla se estable
e una zona de transi
ión a base deelementos triangulares de 6 nodos.
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Figura 4.10: Super�
ie Libre Problema IPara los problemas ne
esarios a resolver en el método de los tres pasos, la in-tera

ión 
inemáti
a y las rigide
es del terreno, se 
onforma una malla 
on la dis-
retiza
ión del terreno y sólo la tapa inferior del 
ilindro, en donde serán apli
adaslas 
argas para el 
ál
ulo de rigidez.4.2. Problema IIEn este problema, el 
ilindro se en
uentra enterrado en el semiespa
io. Su partesuperior se en
uentra a ras de suelo. Las propiedades de la estru
tura y el terrenoson idénti
as a las del problema anterior. Del que di�ere sólo en su 
on�gura
ióngeométri
a.Cuenta de nuevo 
on dos dominios diferentes y 4 
ontornos, ya que en estao
asión si apare
e un problema de esquina en la super�
ie del 
ilindro.
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Figura 4.11: Dominios y 
ontornos del Problema II

Figura 4.12: Malla Problema II4.2.1. La estru
turaEn esta o
asión se utiliza un patrón de 
in
o elementos por ar
o en los 90o quese dis
retizan. Este diseño se prolonga formando una malla 
onforme a lo largo detodo el 
ilindro. Los elementos 
uadrangulares más 
er
anos a los bordes se trazanmás pequeños para 
omprobar si el efe
to del in
remento en la densidad de nodos
er
anos a esquinas es apre
iable. Ahora en las esquinas superiores es ne
esariodupli
ar nodos, ya que será de utilidad a la hora de desvin
ular la tapa superior delresto de la malla.
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Figura 4.13: Estru
tura Problema II4.2.2. La Super�
ie LibreSe toma 
omo super�
ie libre a dis
retizar una longitud equivalente a 10 ve
esla profundidad del pozo ex
avado. Para la malla se prolonga el modelo ini
iado enel 
ilindro. Consistente en 
in
o elementos re
tangulares por ar
o y 20 a lo largodel radio. También se 
on
entran elementos en la zona más próxima a la estru
turaa �n de que el ratio de aspe
to en todos los elementos de la super�
ie libre sea similar.

Figura 4.14: Super�
ie Libre Problema IIEn esta o
asión para el modelo de los tres pasos Se utiliza una malla 
ompuesta
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ie libre, la pared dis
retizada del 
ilindro, y su tapa inferior. Con lo
ual resulta en la 
on�gura
ión de un semiespa
io 
on un pozo perforado del tamañodel 
ilindro.
4.3. Problema IIIPara este problema se vuelve a desenterrar la estru
tura, y ya se in
luye la es-tratigrafía del terreno. Por lo tanto se aumenta el número de dominios hasta 4, yse delimitan 
on 5 
ontornos. Al 
omparar este problema 
on el primero, se podráobservar la in�uen
ia de la estratigrafía en la respuesta ante una misma ex
ita
ión.

Figura 4.15: Dominios y 
ontornos del Problema III
4.3.1. La Estru
turaLa realidad es que este problema es un 
al
o del primero, sólo ha sido ne
esariala in
lusión de dos super�
ies dis
retizadas que modelen las interfases entre losdiferentes estratos, así que el 
ilindro mantiene su dis
retiza
ión original.
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Figura 4.16: Malla Problema III

Figura 4.17: Estru
tura Problema III4.3.2. La Super�
ie LibrePara este modelo, en el que se requiere introdu
ir la estratigrafía, y dado quesólo se dis
retiza las super�
ies que limitan los dominios, para in
luir los diferentesestratos, se añaden dos planos en forma de 
uña 
ir
ular de 90o a las distan
ias
orrespondientes a las profundidades de las interfases entre estratos. La super�
ielibre y las dos interfases serán mallas idénti
as situadas a deferentes 
otas. Tambiénse optó por dis
retizar la super�
ie hasta una distan
ia de 500 m (10 ve
es la alturadel 
ilindro)
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Figura 4.18: Super�
ie Libre Problema IIIEn la �gura 4.18 se muestra a la izquierda la dis
retiza
ión de la super�
ie libre,y a la dere
ha la malla de una interfase entre dos estratos, la úni
a diferen
ia es lazona en la que se apoya el 
ilindro dibujada en diferente 
olor. Para el problema delos tres pasos, el modelo lo 
onstituirán tres planos paralelos4.4. Problema IVCómo último modelo antes de adoptar la 
on�gura
ión geométri
a de�nitiva, sele añaden los diferentes estratos al problema II. Es de
ir, el 
ilindro se en
uentraenterrado en un suelo estrati�
ado. Cuenta el modelo 
on 4 dominios que deben serdis
retizados en 8 
ontornos, la unión entre 
ada frontera entre estratos y la estru
-tura impli
a que al unirse tres 
ontornos que limitan tres dominios diferentes, debentripli
arse los nodos pertene
ientes a esa 
urva. Comparando los resultados de esteproblema 
on el II y 
on el III podemos estable
er el grado de in�uen
ia que tienela 
omposi
ión del terreno y la posi
ión del 
ilindro sobre el mismo.
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Figura 4.19: Dominios y 
ontornos del Problema IV

Figura 4.20: Malla Problema IV4.4.1. La Estru
turaSe debe en este momento prestar espe
ial aten
ión al mallado del 
ilindro, sobretodo en su parte lateral. Para poder apli
ar sin problemas el método de los ele-mentos de 
ontorno, los diferentes 
ontornos deben 
on�uir 
on los límites de otros
ontornos. Así se reestru
turan las 
otas de los elementos a lo largo de la paredpara que puedan 
oin
idir 
on los planos donde 
on�uyen los planos de interfaseentre estratos. A esto es debido que en la imagen 4.21 la �la de elementos inferioresaparez
an más estre
hos que los demás. Ya que es por esa 
ota donde 
oin
ide 
onla dis
retiza
ión del 
ontorno que divide a los estratos inferiores. La dis
retiza
iónde las tapas es idénti
a la del problema anterior.
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Figura 4.21: Estru
tura Problema IV4.4.2. La Super�
ie LibreLa 
on�gura
ión adoptada vuelve a ser la de un radio de diez ve
es la profun-didad de la ex
ava
ión. y el modelo de malla es el mismo que se ha expli
ado enlos problemas I y III. Ahora se 
uenta 
on dos super�
ies extra que se unen 
on el
ilindro a la altura de líneas dupli
adas de nodos previamente preparados.
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Figura 4.22: Super�
ie Libre Problema IVConsiderando sólo los tres planos que determinan la estratigrafía, la pared la-teral y el fondo del 
ilindro se de�ne el modelo ne
esario para 
al
ular los pasosintermedios del método indire
to.4.5. Problema VEn este problema se abandona la estru
tura simpli�
ada (el 
ilindro) para susti-tuirla por la 
on�gura
ión estru
tural de�nitiva, modelada mediante el 
onjunto dedos dominios que asemejan las 
ara
terísti
as físi
as de la estru
tura ini
ial. El mo-delo 
uenta 
on 5 dominios, dos pertene
ientes a la estru
tura y 3 pertene
ientes alos estratos, y la geometría se de�ne por medio de 13 
ontornos.Las propiedades ya se des
ribieron en el 
apítulo inmediatamente anterior a este,así 
omo las simpli�
a
iones geométri
as apli
adas. Por lo que el problema quedarátal y 
omo muestra la �gura 4.24.



106 Capítulo 4

Figura 4.23: Dominios y 
ontornos del Problema V

Figura 4.24: Malla Problema V4.5.1. La Estru
turaAhora se trabaja sobre el modelo de 80 metros de altura y 30 de diámetro.Cuenta 
on dos dominios delimitados, la parte inferior es un 
ilindro ma
izo y laparte superior es un 
ilindro hue
o. Por lo que la malla resultante es tal y 
omoapare
e en la �gura 4.25. Abundan en esta dis
retiza
ión los nodos dupli
ados, yaque está formado por numerosos 
ontornos, debido a la in
lusión de los estratos y alas esquinas que tiene el modelo.
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Figura 4.25: Estru
tura Problema V4.5.2. La Super�
ie LibreEn esta o
asión se opta por una malla de 8 elementos por ar
o de 90o y de unradio dis
retizado al igual que en los 
asos anteriores de 10 ve
es la longitud del pozoex
avado. Entre la super�
ie y la estru
tura, apare
e una dis
onformidad de malla(por un lado se tiene 4 elementos y por el otro 8) que se salva apli
ando el mismopro
edimiento que para un problema de esquina (Estrategia de 
olo
a
ión no nodal).Para el problema de los tres pasos la malla utilizada será la misma que en elproblema IV (la geometría del pozo y la 
omposi
ión del terreno son idénti
as enambos 
asos).
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Figura 4.26: Super�
ie libre Problema V4.6. Problema VIYa que la super�
ie libre del agua no es ne
esario que sea dis
retizada, la mismamalla del problema V es utilizada para realizar los 
ál
ulos de este 
aso. La úni
a
ondi
ión ne
esaria radi
a en la ne
esidad de apli
ar las 
ondi
iones de 
ontorno
orrespondientes en las super�
ies de la estru
tura que estén en 
onta
to 
on elmedio poten
ial (en previsión de este 
aso ya se preparó la malla en el problemaanterior). Al in
luir un dominio poten
ial al 
onjunto, el número de 
ontornos novaría 
on respe
to al anterior pero si lo ha
e el de dominios, que eleva su número a 6.En este problema no se apli
a el Método Indire
to de resolu
ión, ya que la pre-sen
ia de la masa de agua lo ha
e in
ompatible 
on el modelo dinámi
o equivalenteplanteado, por lo 
uál se ha
e inne
esaria la prepara
ión de un modelo del terrenoy la perfora
ión.NOTA: Aunque estas fueron las mallas utilizadas en un primer momento debidoa los resultados obtenidos para los problemas IV, V y VI se realizó una optimiza
iónde las mismas 
uyo pro
eso se expli
a detalladamente en el Apéndi
e A. Con las mal-las de este apéndi
e se obtuvieron las respuestas mostradas en el 
apítulo siguiente
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orrespondientes a di
hos problemas





Capítulo 5
Resultados



Introdu

iónSe ha tratado de transmitir en 
apítulos anteriores el 
ono
imiento ne
esariopara poder 
al
ular, representar y entender los resultados que se presentan a 
onti-nua
ión. Estos resultados se muestran ordenados por problemas, los 
uales han sidodes
ritos en el 
apítulo anterior. Cada problema se resuelve primero por el métodoindire
to, re
al
ando 
ada uno de sus tres pasos y representando las diferentes solu-
iones par
iales. Después se pro
ede a 
al
ular la respuesta dinámi
a del sistema enel punto de estudio (el nodo 
entral de la base inferior). Una vez se han representadoe interpretado las fun
iones de transferen
ia 
orrespondientes, se vuelven a 
al
u-lar las mismas por el método dire
to. Estas nuevas 
urvas se representan sobre losdesplazamientos 
al
ulados por el método indire
to y se analizan las posibles dis-
repan
ias. En fun
ión del problema, se pro
ede al análisis de la in�uen
ia de alguna
ara
terísti
a (grado de enterramiento, estratos...) a través de la 
ompara
ión 
onotro problema ya resuelto.



Resultados. 1135.1. Problema I
Este ejemplo, que 
onsiste en un 
ilindro in�nitamente rígido apoyado en el te-rreno sin estrati�
ar (�gura 5.2), se modela 
omo dos dominios delimitados por tres
ontornos, dos que delimitan el per�l del 
onjunto y uno 
omún a ambos dominios.Se realizan dos simula
iones diferentes: una en la que se le apli
a una onda del tipoP (dire

ión de propaga
ión de la onda y de desplazamientos en el eje z) y otra enla que se le apli
a una onda de tipo SH (la onda in
idente se propaga en el sentidopositivo del eje z y 
onlleva desplazamientos que tienen valores no nulos en en ejey). Esta última perturba
ión provo
ará, al estar ambos movimientos a
oplados, ungiro en la estru
tura que también puede ser medido.En este problemas y los siguientes, se tomará 
omo parámetro objetivo de 
om-para
ión para la onda P el desplazamiento verti
al de un punto situado en el 
entrode la base del 
ilindro; y para la onda SH el desplazamiento horizontal del mismopunto y el giro de la base. Este giro puede ser 
al
ulado en radianes dividiendo elin
remento de desplazamiento verti
al en el extremo de la base 
on respe
to al punto
entral de la misma (ue

z − uc
z) por la longitud del radio en metros (�gura 5.1)

Figura 5.1: Cál
ulo del valor del giro de la baseEstas 
urvas se muestran adimensionalizadas respe
to la amplitud del desplaza-miento en un punto del terreno lo su�
ientemente alejado de la estru
tura, dondeel 
ampo re�ejado se haya amortiguado totalmente, es de
ir, el efe
to lo
al de la
imenta
ión sea inapre
iable. Esta lo
aliza
ión se denomina punto de 
ampo lejano.Así, en la �gura 5.2 se muestran los desplazamientos que intervienen en la rela
ión.
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entral de la base, ya sea verti
al u horizontal y el dereferen
ia en un punto de 
ampo lejano. Para el giro los valores que se representantienen unidades de rad/m. Por tanto, estás 
urvas pueden ser 
onsideradas las re-presenta
iones grá�
as de la fun
ión de transferen
ia del sistema.

Figura 5.2: Adimensionaliza
ión de desplazamientosLos desplazamientos a 
al
ular, serán por tanto:
uz =

uo
z

ucl
z

uy =
uo

y

ucl
y

θ =
θo

ucl
yEstos valores se representan frente a la fre
uen
ia (ω), que también ha sido adi-mensionalizada (a0), en fun
ión de una 
ara
terísti
a físi
a del terreno, la velo
idadde propaga
ión de ondas de tipo S (CS) del semiespa
io, y el radio de la estru
tura.

a0 = ω ·
R

CS

(5.1)El estudio abar
a las fre
uen
ias (ω) entre 0 y 25 Hz, lo que es lo mismo, valoresde a0 
omprendidos entre 0 y 4,7. Se ha es
ogido este rango de fre
uen
ias ya quees el que abar
a las prin
ipales fre
uen
ias naturales del sistema.5.1.1. Método Indire
toComo ya se ha 
omentado en numerosas o
asiones, el método indire
to bus
aplantear un sistema simpli�
ado 
uya respuesta sea lo más aproximada posible ala del sistema original. Para ello trata el 
ál
ulo de manera es
alonada en variosproblemas se
uen
iales.
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ión Cinemáti
aComo se expli
ó en 3.2.1 la primera parte del método impli
a 
al
ular los des-plazamientos del terreno sin tener en 
uenta la in�uen
ia de la masa de hormigóny 
onsiderando in�nitamente rígida la zona de 
onta
to entre estru
tura y terreno.El modelo resultante es un semiespa
io sometido a un 
ampo in
idente que generaun desplazamiento de amplitud unitaria (1 eiωt) en la super�
ie. Dado que la on-da in
idente se propaga de manera verti
al y que todos los puntos de la super�
iese en
uentran a la misma 
ota, tendrán desplazamiento unitario, por lo que una
imenta
ión super�
ial in�nitamente rígida no tendrá ninguna in�uen
ia en el des-plazamiento del suelo (�gura 5.3). Esta respuesta será utilizada 
omo ex
ita
ión enel modelo dinámi
o equivalente planteado en el ter
er paso.

Figura 5.3: In�uen
ia de la geometría de la 
imenta
ión en el 
ampo in
identeCál
ulo de Impedan
iasPara 
al
ular las impedan
ias equivalentes del terreno se apli
a, 
omo se ex-pli
ó en [3.2.2℄, un desplazamiento armóni
o unitario en los 
ontornos de 
onta
toentre terreno y estru
tura. En este problema se 
ono
en los desplazamientos y lastensiones son in
ógnitas. Al resolver el sistema, se obtiene una distribu
ión de ten-siones la 
ual es ne
esario integrar 
on respe
to al punto deseado (en este 
aso, el
entro de la base) y se tiene 
omo resultado una fuerza o momento (según si seha apli
ado un desplazamiento o un giro) equivalente a la impedan
ia del terrenopara ese grado de libertad. A �n de determinar todos los valores ne
esarios para elproblema, se llevan a 
abo tres ejer
i
ios, y 
ada uno de ellos, para todo el rango defre
uen
ias. Apli
ando en el primero (Fig. 5.4a) un desplazamiento verti
al unitario,en el segundo (Fig. 5.4b) un desplazamiento horizontal y en el último (Fig. 5.4
) ungiro unitario.
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Figura 5.4: Cál
ulo de impedan
iasLas rigide
es a giro y a desplazamiento horizontal, se en
uentran vin
uladas,ya que las 
ondi
iones de 
ontorno soldadas que se han impuesto estable
en que alapli
ar un desplazamiento horizontal el giro debe ser nulo, y vi
eversa. Por lo 
ualapare
e un esfuerzo que impide di
ho giro o desplazamiento, este valor se 
orrespon-de 
on el término 
ruzado de la matriz de rigidez. Si se hubiesen tomado 
ondi
ionesde 
ontorno relajadas, es de
ir, tensión verti
al nula si se apli
a un desplazamientohorizontal, y tensión horizontal nula si se apli
a un giro unitario, los términos 
ruza-dos hubieran sido igual a 
ero.Como re
ordatorio, se puedes se puede res
atar del primer 
apítulo la e
ua
ión:
K(ω) = ks(k + i ω c∗) (5.2)donde ks representa el valor estáti
o de la rigidez, y k y c∗ son los 
oe�
ientesque representan la parte real e imaginaria de la rigidez dinámi
a del terreno. Estos
oe�
ientes son dependientes de la fre
uen
ia. Para una interpreta
ión en mayorprofundidad a
er
a del 
ál
ulo de impedan
ias en 
imenta
iones, se puede 
onsultarnumerosa bibliografía 
omo Domínguez (2003) o Emperador (1988).En las �guras 5.5, 5.6 y 5.7 apare
en representados los valores 
orrespondientes alas solu
iones por fre
uen
ia de di
hos problemas. Se muestran por separados la partereal, rela
ionada 
on la rigidez del terreno, y la parte imaginaria de la respuesta, estáúltima vin
ulada 
on el amortiguamiento del mismo. Al dividir este valor por ao, seobtiene el 
oe�
iente de amortiguamiento dinámi
o. Ambos valores se en
uentranes
alados 
on respe
to al valor de la impedan
ia estáti
a.
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Figura 5.5: Impedan
ia Verti
al

Figura 5.6: Impedan
ia Horizontal

Figura 5.7: Impedan
ia a Cabe
eo
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o EquivalenteUna vez se han 
on
luido los dos primeros pasos, se pasa a resolver el sistemadinámi
o equivalente de 3 grados de libertad. Aunque al en
ontrarse el problemaverti
al desa
oplado del resto, se puede des
omponer en dos problemas diferentespara mayor simpli
idad (�gura 5.8), uno para 
ada soli
ita
ión. El problema verti
al,
uya solu
ión es el desplazamiento en el eje z de un punto situado en el 
entro dela base, y el problema horizontal, el 
ual resuelve las in
ógnitas en desplazamientoen el eje y, y el giro de la base. Estos sistemas se resuelven fre
uen
ia a fre
uen
ia
on los datos obtenidos del desplazamiento del suelo y las impedan
ias equivalentes,estos se 
onsideran respe
tivamente 
omo el desplazamiento apli
ado a la base delsistema, y 
omo las 
ara
terísti
as de resortes y amortiguadores. Ambos problemasposeen una masa de 61,3 · 106 kg y una iner
ia igual a 3,51 · 1010 kg · m2.

Figura 5.8: Problema Dinámi
o EquivalenteEn la �gura 5.9 se representan los valores de las 
omponentes real, imaginaria ymódulo del desplazamiento verti
al. Obtenido de resolver fre
uen
ia a fre
uen
ia elprimer problema equivalente mostrado.
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Figura 5.9: Desplazamiento Verti
al del punto 
entral de la base. Onda PEn la misma grá�
a (�g. 5.9) se ha representado el desplazamiento originado porel 
ampo in
idente en el semiespa
io 
omo una línea roja. La masa de la estru
turaes la úni
a diferen
ia entre ambos 
onjuntos de datos. Puede entenderse que la masaal vibrar en la fre
uen
ia natural del sistema (a0 = 0,8) se amplien los desplazamien-tos de la estru
tura 
on respe
to a los de la super�
ie libre. Mientras que a mayoresfre
uen
ias, es la iner
ia de la masa en unión 
on el amortiguamiento del terreno loque impide que el punto inferior de la base se mueva 
on la misma amplitud que el
ampo ex
ita
ión.La forma de esta fun
ión de transferen
ia puede ser expli
ada a través de el mo-delo de la �gura 5.10. Es un sistema de un sólo grado de libertad, 
uya masa es la dela estru
tura y su rigidez se 
orresponde 
on el valor estáti
o del sistema estudiadoen este apartado. Como se puede apre
iar, no posee amortiguamiento alguno. A labase se le apli
a un movimiento armóni
o de amplitud unitaria.
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Figura 5.10: Modelo de 1gdl sin amortiguamientoEl módulo de la respuesta se representa junto a los valores ya mostrados de des-plazamiento verti
al del sistema, así en la grá�
a de la �gura 5.11 se muestra enrojo los resultados de este sen
illo modelo. Se puede apre
iar que los valores de larespuesta tienden a in�nito en el entorno de el valor de la fre
uen
ia natural delsistema (ωn =
√

Kest / M) y después disminuye hasta ha
erse 
ero. La respuesta del
ilindro sobre el semiespa
io re�eja una tenden
ia similar, 
on un pi
o muy mar
adoen el mismo entorno de fre
uen
ia natural (es lógi
o que ambos sistemas tenganfre
uen
ias naturales muy semejantes). La razón de que los valores de la 
urva no sehagan in�nitos en ese punto es la presen
ia del amortiguamiento debido al semies-pa
io.
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Figura 5.11: In�uen
ia del amortiguamientoSi se somete el sistema suelo-estru
tura a una onda SH (propaga
ión en el sentidopositivo del eje z y desplazamientos en la dire

ión del eje y), se puede dibujar lafun
ión de transferen
ia del sistema para los desplazamientos horizontales del punto
entral y el giro en la base. Estas grá�
as son las �guras 5.12 y 5.13 respe
tivamente.La parte real del desplazamiento horizontal, a bajas fre
uen
ias aumenta pro-gresivamente, esto es, ampli�
a el desplazamiento provo
ado por el 
ampo in
identehasta un máximo situado en el entorno de la fre
uen
ia a0 = 0.3. Después des
iendebrus
amente hasta un mínimo. Apare
e un segundo máximo vin
ulado posiblementea la fre
uen
ia natural de un segundo modo de vibra
ión. La parte imaginaria esnegativa en todo el rango de fre
uen
ias, lo que indi
a que la respuesta se en
uen-tra retrasada 
on respe
to a la ex
ita
ión en todo momento. En el ángulo superiorizquierdo de la grá�
a, se muestra una se

ión ampliada de las 
omponentes de larespuesta a fre
uen
ias bajas.En la grá�
a de la �gura 5.13 se representa el giro de la base frente a la fre-
uen
ia. Al estar 
al
ulado en el mismo problema que el desplazamiento horizontal(Onda SH), es de esperar que presente las mismas fre
uen
ias naturales. A bajasfre
uen
ias, el giro que se produ
e es antihorario 
uando el desplazamiento en el
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Figura 5.12: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la base. Onda SH
ampo lejano es positivo. El valor del giro aumenta hasta la fre
uen
ia natural delprimero modo de vibra
ión, donde al
anza su máximo. Al igual que en el despla-zamiento horizontal, apare
e un segundo máximo, de menor valor que el primero,
er
ano a la fre
uen
ia 1.5
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Figura 5.13: Giro de la Base. Onda SHAunque sólo se hayan presentado los resultados en desplazamientos en el 
entrode la base, y el giro de la misma, el movimiento de 
ualquier otro punto de laestru
tura puede ser 
al
ulado mediante sen
illas reglas 
inemáti
as.5.1.2. Método Dire
toMediante el modelo de elementos de 
ontorno, se puede plantear un ma
rosistemaque abarque el 
onjunto de suelo y estru
tura. Planteando el sistema de e
ua
ionesobtenido en 2.6, se tiene 
omo in
ógnitas todos los desplazamientos y tensiones de-s
ono
idos del modelo. Cada nodo de un medio vis
oelásti
o del diseño aporta alsistema 6 variables (3 desplazamintos y 3 tensiones), las 
uales serán en su totalidadin
ógnitas si el nodo pertene
e a alguna interfase, de otro modo serán 
ono
idos eldesplazamiento o bien la tensión a través de las 
ondi
iones de 
ontorno. De esta for-ma, al resolver el sistema, quedan de�nidos totalmente el 
ampo de desplazamientosy el 
ampo de tensiones. Para 
omparar esta metodología 
on la indire
ta, se someteel modelo a las dos soli
ita
iones sísmi
as, y de estos dos 
onjuntos de solu
iones, setoman las 
orrespondientes al desplazamiento verti
al y horizontal del nodo situadoen el 
entro de la base de la estru
tura y el giro de la misma.
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omparar ambas solu
iones, se representan sobre la misma grá�
a. En la�gura 5.14, se muestra el desplazamiento verti
al del punto de estudio y se observaque ambas son 
oin
identes, 
asi no existiendo diferen
ia apre
iable entre ambas a lolargo de todo el rango de fre
uen
ias. En línea 
ontinua se muestran los resultadosdel método dire
to y en línea de puntos los del indire
to. Este 
riterio se apli
aráen todo el 
apítulo.En las �guras 5.15 y 5.16 se representan el desplazamiento en el eje y del punto
entral y el giro de la base resultantes de someter al sistema a una onda tipo SH.Las distan
ias entre las 
urvas de ambos métodos son 
asi nulas, in
luso en las fre-
uen
ias más bajas donde las os
ila
iones son mayores. En 
on
lusión se puede de
irque para este problema, la pre
isión de ambos sistemas es 
asi idénti
a.

Figura 5.14: Desplazamiento Verti
al del punto 
entral de la base. Compara
ión deResultados. Onda P
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Figura 5.15: Desplazamiento Horizontal del punto 
entral de la base. Compara
iónde Resultados. Onda SH

Figura 5.16: Giro de la Base. Compara
ión de Resultados. Onda SH
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ontrar estas grá�
as 
omparando por separadolas 
omponentes real, imaginaria y módulo del desplazamiento
5.2. Problema II

En este problema el 
ilindro de rigidez in�nita se en
uentra enterrado hasta su
ota superior en un terreno sin estrati�
ar. Los dos dominios están delimitados enesta o
asión por 
uatro 
ontornos, se ha
e ne
esario `partir' la dis
retiza
ión (du-pli
ar nodos) en el vérti
e enterrado del 
ilindro ya que apare
e un problema deesquina. Es de
ir, en uniones de 
ontornos en ángulo donde las tensiones sean des
o-no
idas a ambos lados, si sólo hay un nodo existe mayor número de in
ógnitas quede e
ua
iones.Los desplazamientos a 
al
ular serán los de un punto situado en el 
entro de labase inferior del 
ilindro, por lo tanto a 50 metros por debajo de la 
ota de super�
ielibre. Estos valores se adimensionalizan 
on respe
to a los de un punto de 
ampolejano (�gura 5.17). Se 
al
ulan los 
asos de ondas P y ondas SH.

Figura 5.17: Adimensionaliza
ión de desplazamientos
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toIntera

ión Cinemáti
aEn este modelo, la super�
ie de 
onta
to suelo-estru
tura, que debe 
onsiderarsein�nitamente rígida, es un pozo ex
avado en el terreno de 50 metros de profundidady 30 metros de diámetro. Los desplazamientos provo
ados por el sismo no son, 
omoen el 
aso anterior, iguales a los de 
ampo lejano. La amplitud del desplazamientoprovo
ado por la onda in
idente varía 
on la profundidad y la fre
uen
ia, y el puntoa 
onsiderar esta a 
ota negativa, a esto se le debe añadir el efe
to de las ondas re�e-jadas, ya que la presen
ia del pozo ex
avado modi�
a el 
ampo de desplazamientos,lo que se 
ono
e 
omo efe
to lo
al (�gura 5.18).

Figura 5.18: Campo In
idente y Campo Re�ejadoEn las �guras 5.19, 5.20 y 5.21 apare
en las 
omponentes de los desplazamientosverti
al y horizontal, y el giro de la base en el punto estudiado. Estos valores seen
uentran adimensionalizados 
on respe
to a los desplazamientos de un punto de
ampo lejano. Se observa la varia
ión 
on la fre
uen
ia del desplazamiento del puntode referen
ia a diferen
ia de el problema anterior, desta
ando el evidente efe
to quegenera la ex
ava
ión en el 
ampo in
idente.En el sistema dinámi
o equivalente, estasfun
iones serán utilizadas 
omo los desplazamientos apli
ados a la base del modelopara 
ada fre
uen
ia.
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Figura 5.19: Desplazamiento Verti
al del punto 
entral de la base. Onda P

Figura 5.20: Desplazamiento Horizontal del punto 
entral de la base. Onda SH



Resultados. 129

Figura 5.21: Giro de la Base. Onda SH
Cál
ulo de Impedan
iasSe 
al
ulan las resultantes de las impedan
ias verti
al, horizontal y a 
abe
eo delproblema de la forma ya 
ono
ida. En esta o
asión no sólo se apli
a un desplazamien-to unitario a la base sino también a las paredes. Los 
ampos de tensiones resultantesse integran 
on respe
to al punto de estudio. Las impedan
ias equivalentes en el 
en-tro de la base darán valor numéri
o para 
ada fre
uen
ia a los respe
tivos resortes yamortiguadores del sistema simpli�
ado. En las �guras 5.22, 5.23 y 5.24 se muestranrespe
tivamente las 
omponentes de la rigidez verti
al, horizontal y a 
abe
eo delterreno.
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Figura 5.22: Impedan
ia Verti
al

Figura 5.23: Impedan
ia Horizontal

Figura 5.24: Impedan
ia a Cabe
eo
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o equivalenteYa 
al
uladas las 
ondi
iones para 
ada fre
uen
ia, es de
ir, desplazamiento de labase y valores del resorte y el amortiguador, sólo resta 
al
ular, mediante las fórmu-las que rigen sistemas os
ilantes de este tipo, el desplazamiento en el punto 
entralde la base. Al realizar los 
ál
ulos para 
ada fre
uen
ia, en el 
aso del problema ver-ti
al, se obtienen los desplazamientos 
uyas 
omponentes apare
en representadas enla �gura 5.25. Analíti
amente, la fre
uen
ia natural es a0 = 1.2, aunque no se apre-
ia en la grá�
a. Esto es debido a que al enterrar la estru
tura, el amortiguamiento
re
e de manera importante, 
on lo 
ual el máximo no es muy pronun
iado.Si se 
omparan estas 
urvas 
on las obtenidas en el primer paso, se puede obser-var la in�uen
ia de la masa. A bajas fre
uen
ias el desplazamiento del terreno y dela estru
tura son muy similares, el alto amortiguamiento provo
a que se muevan deforma 
asi solidaria, mientras que a fre
uen
ias más altas, las fuerzas iner
iales delas estru
tura aumentan su efe
to, desa
oplando ambos movimientos.El problema horizontal tiene 
omo solu
iones los valores de desplazamiento ygiro que se muestran en las �guras 5.26 y 5.27. En fre
uen
ias 
uasiestáti
as, el sis-tema formado por suelo estru
tura de se desplaza de manera solidaria y sin generarningún giro en la base. El valor absoluto del desplazamiento, al igual que el delgiro, al
anzan valores máximos en la fre
uen
ia a0 = 1 y una vez superado el pi
o,permane
en más o menos estables hasta el �nal del rango de fre
uen
ias estudiado.Las 
omponentes mantienen varia
iones senoidales de amplitudes de
re
ientes en el
aso de la parte real, y 
re
ientes para la parte imaginaria.
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Figura 5.25: Desplazamiento Verti
al del punto 
entral de la base. Onda P

Figura 5.26: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la base. Compara
ión deResultados. Onda SH
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Figura 5.27: Giro de la Base. Compara
ión de Resultados. Onda SH5.2.2. Método Dire
toResolviendo el modelo de elementos de 
ontorno 
on todos los dominios a
opla-dos, se obtienen los 
ampos de desplazamiento y tensiones en todos los 
ontornospara ambos problemas, verti
al y horizontal. Los resultados 
orrespondientes al pro-blema verti
al en el punto 
entral de la base se muestra en la �gura 5.28 superpuestos
on los obtenidos por el método de los tres pasos. Ambos son 
oin
identes y apenasse puede bus
ar alguna diferen
ia entre ellos. Repitiendo el pro
eso para el proble-ma horizontal, se 
onsiguen las grá�
as 
omparativas del desplazamiento en el eje y(�gura 5.29) y del giro en la base (�gura 5.30). Las 
oin
iden
ias en desplazamien-tos es absoluta, mientras que en giro apare
en algunas diferen
ias en fre
uen
iasaltas: los pi
os obtenidos por el método indire
to son mayores que los respe
tivosdel método dire
to, aunque el valor de la diferen
ia es mínimo.
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Figura 5.28: Desplazamiento Verti
al del punto 
entral de la base. Compara
ión deResultados. Onda P

Figura 5.29: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la base. Compara
ión deResultados. Onda SH
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Figura 5.30: Giro de la Base. Compara
ión de Resultados. Onda SHNOTA:En B.2.1 se pueden en
ontrar estas grá�
as 
omparando por separadolas 
omponentes real, imaginaria y módulo del desplazamiento5.2.3. In�uen
ia del EnterramientoAl variar la posi
ión de la estru
tura 
on referen
ia al terreno, se apre
ia unimportante 
ambio en la respuesta del sistema frente a una misma ex
ita
ión, 
omose observa en las diferen
ias entre las respuestas de los problemas I y II. En prin-
ipio hay que a
larar, que al 
omparar los desplazamientos de estos dos modelos,no se enfrentan desplazamientos y giros del mismo punto geométri
o. Mientras elpertene
iente al primer problema está situado a nivel de la super�
ie libre, el puntoa examen del segundo, se en
uentra 50 metros por debajo. Así pues, al variar elgrado de soterramiento de la estru
tura, se altera, en términos del sistema equiva-lente dinámi
o, la impedan
ia, y el movimiento en la base del sistema. En el primeraspe
to, la rigidez del sistema se in
rementa al enterrar la estru
tura. La super�
iede 
onta
to se ha
e mu
ho mayor, y por tanto las tensiones ne
esarias para quela estru
tura se despla
e. El 
ampo in
idente también varía, ya que no es igual eldesplazamiento en la super�
ie que a 
in
uenta metros bajo la misma, y además seve alterado por la presen
ia de la estru
tura, 
uya 
imenta
ión genera un 
ampore�ejado.
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En el problema verti
al (�gura 5.31) se apre
ia 
omo al enterrar la estru
turael pi
o de la fre
uen
ia natural desapare
e. Esto es debido en su mayor medida aque el amortiguamiento del sistema se in
remente en gran medida, a la vez que larigidez estáti
a verti
al del problema II es de un orden de 
asi diez ve
es mayor quela del problema I. Esto ha
e que la fre
uen
ia natural se despla
e ha
ia fre
uen
iasmayores.En el problema horizontal, tanto en el desplazamiento (�gura 5.32) 
omo en elgiro (�gura 5.33), también desapare
e el pi
o de la fre
uen
ia natural. Es de desta
arque a altas fre
uen
ias, a pesar de que el 
omportamiento en valor absoluto es muysimilar (se mantiene estable en 
ifras muy pare
idas), tienen lugar dos situa
ionestotalmente dispares. Mientras en el primer problema el desfase de la respuesta 
onrespe
to a la ex
ita
ión permane
e 
onstante, en el segundo varía 
ompletamentemientras el módulo permane
e 
onstante.

Figura 5.31: Desplazamiento Verti
al del punto 
entral de la base. Onda P



Resultados. 137

Figura 5.32: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la base. Onda SH

Figura 5.33: Giro de la Base. Onda SH
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ontrar estas grá�
as 
omparando por separadolas 
omponentes real, imaginaria y módulo del desplazamiento.5.3. Problema III
En este problema, se vuelve a situar la estru
tura in�nitamente rígida en lasuper�
ie y se in
luyen los diferentes estratos del terreno en el sistema. Ahora elmodelo esta 
ompuesto por 4 dominios de�nidos por 5 
ontornos. Como parámetrosde evalua
ión entre ambas metodologías se vuelven a tomar los desplazamientoshorizontal y verti
al de un punto situado en el punto 
entral de la tapa inferior del
ilindro y el giro de la base, adimensionalizados 
on respe
to al desplazamiento enun punto de 
ampo lejano (�gura 5.34). También se somete al modelo a las dossoli
ita
iones sísmi
as ya utilizadas.

Figura 5.34: Adimensionaliza
ión de desplazamientos5.3.1. Método Indire
toYa se ha visto, que el objetivo prin
ipal de este método es formar un sistemasimpli�
ado os
ilante 
uya solu
ión sea los desplazamientos del punto deseado. En
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ita
ión de la base toma los valores del 
ampo de desplazamien-tos indu
ido por el sismo, y la impedan
ia es la equivalente a la del terreno y la
imenta
ión sin masa en di
ho punto.Intera

ión Cinemáti
aAl igual que en el 
aso del problema I, no existe nada que altere el 
ampo dedesplazamientos in
idente. La zona de 
onta
to entre suelo y estru
tura, la 
ual hade ser 
onsiderada 
omo in�nitamente rígida, se en
uentra en la super�
ie. Por lotanto, la amplitud de los desplazamientos que se apliquen al sistema equivalenteserán independientes de la fre
uen
ia de ex
ita
ión e iguales a 1 · eiωt.Cál
ulo de Impedan
iasSolu
ionando los ya 
ono
idos problemas de rigidez horizontal, verti
al y a 
abe
eo,se obtienen, 
al
ulando la resultante en el punto 
entral de la base de los 
ampos detensiones generados, los valores mostrados en las grá�
as de las �guras 5.35, 5.36 y5.37.

Figura 5.35: Impedan
ia Verti
al
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Figura 5.36: Impedan
ia Horizontal

Figura 5.37: Impedan
ia a Cabe
eoSistema Dinámi
o EquivalenteLas respuestas del sistema simpli�
ado presentan aproximadamente las mismasformas que el problema I. Algo totalmente lógi
o si se tiene en 
uenta que ambosproblemas sólo di�eren en la 
on�gura
ión del terreno.La �gura 5.38 representa las 
omponentes del desplazamiento verti
al para elproblema de Onda P. Esta fun
ión está 
ompletamente gobernada por la in�uen
iade la masa. Así se observa 
ómo a fre
uen
ias muy bajas, la estru
tura se desplazasin
róni
amente 
on la ex
ita
ión. Pero según aumenta la fre
uen
ia, las fuerzas deiner
ia provo
an que los desplazamientos de la estru
tura sean 
ada vez mayores,llegando a un valor, en la fre
uen
ia natural del sistema, que 
asi tripli
a la amplitudde ex
ita
ión. Para fre
uen
ias elevadas, las fuerzas iner
iales de la estru
tura provo-
a que el desplazamiento sea inferior a la mitad de la ex
ita
ión, estando ademásretrasado 
on respe
to a las misma 90o, es de
ir, 
uando la ex
ita
ión al
anza un
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uentra en su punto neutro.Para la onda SH, la �gura 5.39 muestra 
omo la parte real de la respuesta seeleva en un pi
o en el punto de 0,3 y des
iende rápidamente para volver a subirdespués en un segundo máximo menos a
entuado que el primero en 1,2. La parteimaginaria tiene un 
omportamiento similar, pero en valores negativos, presenta losmismos pi
os, un mínimo muy mar
ado en 0,3 y otro más suave algo retrasado 
onrespe
to al real en 1,5.

Figura 5.38: Desplazamiento Verti
al del punto 
entral de la base. Onda P
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Figura 5.39: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la base. Onda SH

Figura 5.40: Giro de la Base. Onda SH)
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toUna vez resuelto el sistema de e
ua
iones 
orrespondiente al modelo de elemen-tos de 
ontorno, se representa los desplazamientos del nodo deseado para ambosproblemas.En la �gura 5.41, se representa el desplazamiento verti
al resultante a una ondaP 
al
ulado por el método dire
to frente a su equivalente en el método indire
to.Se observa 
laramente que ambas metodologías ofre
en la misma pre
isión en larespuesta para la onda verti
al. También en el problema horizontal, 
omparando losdesplazamientos horizontales (�gura 5.42) y los resultados para el giro de la base(�gura 5.43), se 
omprueba que las solu
iones de ambos métodos, apli
ados a esteproblema, son muy similares.

Figura 5.41: Desplazamiento Verti
al en el 
entro de la base. Compara
ión de Re-sultados. Onda P
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Figura 5.42: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la base. Compara
ión deResultados. Onda SH

Figura 5.43: Giro de la base. Compara
ión de Resultados. Onda SH
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ontrar estas grá�
as 
omparando por separadolas 
omponentes real, imaginaria y módulo del desplazamiento.5.3.3. In�uen
ia de la estratigrafíaLa úni
a diferen
ia existente entre el problema I y el problema III, radi
a en la
on�gura
ión del terreno. Mientras que el primero se 
ompone de un semiespa
iohomogéneo en toda su extensión, en el segundo muestra un per�l estrati�
ado, asípues, las diferen
ias que se puedan observar entre sus respuestas se deben integra-mente a este fa
tor.Frente a una onda verti
al (�gura 5.44), la fre
uen
ia natural pare
e desplazarseun po
o ha
ia valores más elevados. Esto es debido a que la rigidez del 
onjun-to estrati�
ado es ligeramente mayor que la del semiespa
io homogéneo. En lae
ua
ión ωn =
√

Kest/M , fre
uen
ia natural y rigidez son dire
tamente propor-
ionales. Aunque más que la lo
aliza
ión del efe
to, radi
a mayor diferen
ia en laamplitud del mismo. A pesar de que, 
omo se observa en la e
ua
ión (3.9), el des-plazamiento es inversamente propor
ional a la rigidez, se debe tener en 
uenta queen este término se debe in
luir el fa
tor dinámi
o de amortigua
ión, el 
ual paraestas fre
uen
ias, es mu
ho menor en el ter
er problema que en el primero. Estoúltimo se debe a que la energía sufre un efe
to de en
apsulamiento en el estrato porlo que se disipa menos energía. Por lo tanto a menor amortiguamiento mayor pi
ode respuesta.Para la soli
ita
ión horizontal, (�guras 5.45 y 5.46) la 
omparativa 
orrobora loobservado en el problema verti
al: las respuestas di�eren mayormente en la zona dela fre
uen
ia natural del sistema, y en el resto os
ilan en torno a los mismos valores.En la zona de bajas fre
uen
ias, el problema en terreno estrati�
ado al
anza mayo-res valores absolutos que el equivalente sin estrati�
ar, y se observa además un levedesplazamiento de la fre
uen
ia natural.



146 Capítulo 5

Figura 5.44: Desplazamiento Verti
al del punto 
entral de la base. Onda P

Figura 5.45: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la base.Onda SH
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Figura 5.46: Giro de la base. Onda SHNOTA:En B.3.2 se pueden en
ontrar estas grá�
as 
omparando por separadolas 
omponentes real, imaginaria y módulo del desplazamiento.5.4. Problema IV
En este modelo se sitúa la estru
tura, la 
ual sigue 
onsiderándose in�nitamenterígida, enterrada en su totalidad en el terreno, el 
uál presenta su estratigrafía real.Las propiedades de esta estratigrafía se en
uentran des
ritas en el apartado 3.4.2.En este problema se de�nen los 4 dominios existentes mediante 8 
ontornos. Elobjetivo de ambas metodologías vuelve a ser 
al
ular los desplazamientos verti
aly horizontal en el 
entro de la tapa inferior, así 
omo el giro de la misma. Éstosse adimensionalizan 
on respe
to al desplazamiento de un punto de 
ampo lejano.(�gura 5.47)
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Figura 5.47: Adimensionaliza
ión de desplazamientos5.4.1. Método Indire
toIntera

ión Cinemáti
aSe 
al
ulan los desplazamientos generados por las dos soli
ita
iones sísmi
as enel punto 
entral de la base para ambos problemas, a �n de poder utilizarlos 
omoex
ita
ión en el sistema dinámi
o equivalente. Estos desplazamientos y giro sufrenvaria
iones 
on respe
to al de 
ampo libre debido a la profundidad a la que seen
uentra el punto de 
ál
ulo y a la intera

ión del pozo ex
avado 
on el 
ampoin
idente. En las �guras 5.48, 5.49 y 5.50 se muestran las grá�
as de resultados deldesplazamiento verti
al para la onda P y el desplazamiento horizontal y el giro quesufre el suelo ante una onda SH.
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Figura 5.48: Desplazamiento Verti
al del punto 
entral de la base. Onda P

Figura 5.49: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la base.Onda SH
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Figura 5.50: Giro de la Base. Onda SHCál
ulo de Impedan
iasLa impedan
ia equivalente en el punto 
entral de la base, se 
al
ula mediantelos problemas ya des
ritos, rigidez verti
al (�gura 5.51), rigidez horizontal (�gura5.52) y rigidez a 
abe
eo (�gura 5.53). Debido a la estratigrafía, que 
uenta 
onestratos de mayor dureza que el superior, lo que aporta rigidez al 
onjunto, lasrigide
es estáti
as de 
ada grado de libertad son mayores que sus equivalentes en elsemiespa
io, aunque los valores de amortiguamiento dinámi
o son signi�
ativamentemenores, lo 
ual tendrá su efe
to en la 
antidad de energía que pueda disipar.

Figura 5.51: Impedan
ia Verti
al
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Figura 5.52: Impedan
ia Horizontal

Figura 5.53: Impedan
ia a Cabe
eoProblema Dinámi
o EquivalenteCon los datos ne
esarios para resolver los problemas de uno y dos grados delibertad (verti
al y horizontal), se pro
ede para 
ada fre
uen
ia a 
al
ular los des-plazamientos y giros 
orrespondientes. En la �gura 5.54 se representan los valoresdel desplazamiento en z del punto 
entral de la base frente a una onda P. Si se
al
ula la fre
uen
ia de resonan
ia de manera analíti
a (ωn =
√

K / M) se obtieneun valor adimensional de 2.1, punto donde el valor absoluto del desplazamiento al-
anza un máximo. Si se 
ompara 
on la grá�
a presentada en la �gura 5.48, puede
omprobarse que a fre
uen
ias bajas (menores que a0 = 1) el 
omportamiento deambas 
urvas es muy similar, mientras que se in
rementa la diferen
ia a medidaque aumenta la fre
uen
ia. Esto indi
a que la respuesta esta gobernada a bajas fre-
uen
ias por la intera

ión 
inemáti
a entre suelo y la 
imenta
ión, mientras que enfre
uen
ias mayores la intera

ión dinámi
a mar
a la diferen
ia entre ambas 
urvas.
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urre en el problema horizontal, en desplazamientos y giro (�guras5.55 y 5.56). Las grá�
as se aproximan en fre
uen
ias bajas a los valores 
al
uladosen el problema de intera

ión 
inemáti
a, pero se distan
ian a fre
uen
ias mayores.Se apre
ia que el desfase entre las ondas de ex
ita
ión y respuesta, varía de forma
í
li
a mientras que el módulo de desplazamiento se mantiene estable.

Figura 5.54: Desplazamiento Verti
al del punto 
entral de la base. Onda P
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Figura 5.55: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la base.Onda SH

Figura 5.56: Giro de la Base. Onda SH
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toDespués de plantear el sistema y resolver los 
ampos de desplazamientos y ten-siones en todos los nodos del modelo, se re
ogen en las grá�
as de las �guras 5.57,5.58 y 5.59 las 
omponentes de los desplazamientos y giro 
al
ulados para los dostipos de onda. Además se presentan 
onfrontados a los equivalentes obtenidos porel método de los tres pasos.Se apre
ia que ambas metodologías al
anzan el mismo nivel de exa
titud, y sóloen el giro (�gura 5.59) y en altas fre
uen
ias, el método de elementos de 
ontornoal
anza valores de máximos y mínimos menores que los del método indire
to.

Figura 5.57: Desplazamiento Verti
al del punto 
entral de la base. Compara
ión deResultados. Onda P
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Figura 5.58: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la base.Compara
ión deResultados. Onda SH

Figura 5.59: Giro de la Base. Compara
ión de Resultados. Onda SH



156 Capítulo 5NOTA:En B.4.1 se pueden en
ontrar estas grá�
as 
omparando por separadolas 
omponentes real, imaginaria y módulo del desplazamiento.5.4.3. In�uen
ia de la estratigrafíaAl igual que se hizo al �nalizar el problema III, se puede 
omparar el problemaa
tual 
on el modelo II. Ambos poseen exa
ta 
on�gura
ión geométri
a y su úni
adiferen
ia radi
a en que el terreno en el que se en
uentran soterrados. El primero
onsiste en un semiespa
io, y el segundo de un terreno estrati�
ado. A pesar deque en el problema II no se apre
iara 
on 
laridad una respuesta 
ara
terísti
a ensu fre
uen
ia natural (a0 = 1.2), en la respuesta verti
al de este modelo (�gura5.60) se apre
ia un pi
o en el desplazamiento absoluto en la fre
uen
ia a0 = 2.0.Este desplazamiento a fre
uen
ias más altas se debe al aumento de rigidez estáti
adel 
onjunto del terreno. Los desplazamientos en otras fre
uen
ias son generalmentemayores en el problema estrati�
ado, ya que aunque la rigidez sea levemente superior(lo 
ual provo
aría que los desplazamientos fueran menores) el amortiguamientodinámi
o para todas las fre
uen
ias es menor, debido al efe
to de en
apsulamientode la energía disipada en los estratos, lo que aumenta la amplitud de la respuesta.Este mismo efe
to se puede apre
iar en el desplazamiento horizontal (�gura 5.61) yen el giro (�gura 5.62)

Figura 5.60: Onda P
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Figura 5.61: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la base.Onda SH
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Figura 5.62: Onda SH (Giro)NOTA:En B.4.2 se pueden en
ontrar estas grá�
as 
omparando por separadolas 
omponentes real, imaginaria y módulo del desplazamiento.5.5. Problema V
En este modelo la geometría de la estru
tura abandona su forma 
ilíndri
a y seadopta la forma del problema 
entral del estudio, una estru
tura de 80 metros dealto y 30 de diámetro en su parte inferior, enterrada 50 m en un terreno estrati�
ado.Consta de 5 dominios (2 pertene
ientes a la estru
tura y 3 a los estratos) delimitadospor 13 
ontornos diferentes. La estru
tura posee la �exibilidad 
orrespondiente a sumaterial, hormigón. se dese
ha la 
onsidera
ión de rigidez in�nita presente en los
uatro primeros problemas. Como objetivo para ambos métodos se toma el 
ál
ulode los desplazamientos en el punto 
entral de la parte inferior de la estru
tura. Seadimensionalizan 
on respe
to a los desplazamientos en un punto de 
ampo lejano
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ie (�gura 5.63). En este problema no tiene sentido hablar de giro de labase, ya que al no 
omportarse 
omo un sólido rígido, no puede 
al
ularse el ángulomediante la formula expresada en la �gura 5.1, ya que el giro no es uniforme a lolargo de la se

ión.

Figura 5.63: Adimensionaliza
ión de desplazamientos5.5.1. Método Indire
toPara estable
er un modelo dinámi
o equivalente, es ne
esario obtener las rigide-
es equivalentes y resolver el problema de intera

ión 
inemáti
a en el punto deseado.Pero el modelo obtenido al eliminar la estru
tura y 
onsiderar in�nitamente rígidaslas zonas de 
onta
to suelo-estru
tura plantea el mismo esquema que el resuelto enel problema IV. Con lo 
ual se pueden tomar los mismos valores de solu
ión del pro-blema de intera

ión 
inemáti
a y del 
ál
ulo de rigide
es equivalentes en el punto
entral de la base.En el problema verti
al, según el método de los tres pasos, los úni
os fa
toresque intervienen en la respuesta para 
ada fre
uen
ia son la masa, la impedan
ia yla ex
ita
ión. Dado que estos son iguales en el problema IV y en el problema V,la respuesta en el eje z (�gura 5.64) será idénti
a en ambos 
asos, al igual que suinterpreta
ión.
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ión del problema horizontal, si di�ere del equivalente en el problema IV,ya que también son fa
tores de la respuesta, la iner
ia de la estru
tura y la alturadel 
entro de gravedad. La respuesta, que se muestra en la �gura 5.65, muestra afre
uen
ias bajas (
er
anas a la fre
uen
ia de resonan
ia) desplazamientos mayoresque en el problema anterior. Esto es provo
ado porque ahora la iner
ia en torno aleje 
orrespondiente de la base es mayor, lo que in
rementa el efe
to de intera

ióndinámi
a. A fre
uen
ias más altas también se deja notar disminuyendo levemente losvalores máximos de la fun
ión. La mayor iner
ia de la estru
tura le ha
e responderde forma más lenta a los 
ada vez más rápidos desplazamientos de la ex
ita
ión.

Figura 5.64: Desplazamiento Verti
al del punto 
entral de la base. Compara
iónResultados. Onda P
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Figura 5.65: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la base.Compara
ión Resul-tados. Onda SH5.5.2. Método Dire
toEn el método de los tres pasos, no se puede in
luir el efe
to que tiene la rigidezen la respuesta del problema. Sin embargo, en el ma
rosistema modelado para elmétodo de los elementos de 
ontorno, se tiene en 
uenta todas las propiedades de
ada dominio. Al resolver el sistema para una soli
ita
ión verti
al y representar losdesplazamientos en el eje z del punto 
entral de la base 
on los 
al
ulados en elmétodo indire
to (�gura 5.66), se observa que las diferen
ias son mu
ho más no-tables de lo que 
abría de esperar. A bajas fre
uen
ias no se apre
ian diferen
iaspor lo que la rigidez 
are
e de in�uen
ia. Para valores mayores, la distan
ia se ha
eevidente, el modelo que 
onsidera la rigidez des
ribe mayores desplazamientos. Larespuesta en estas fre
uen
ias depende más de la intera

ión dinámi
a y la menorrigidez de la estru
tura permite deforma
iones y por tanto mayores desplazamientosde sus puntos.Frente a una onda SH, la respuesta del desplazamiento horizontal en el 
entro dela base (�gura 5.66) presenta 
iertas singularidades en su 
ompara
ión 
on la res-puesta del método indire
to. La fre
uen
ia natural se desplaza ha
ia valores menores
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ia del sistema. Y en altas fre
uen
ias, los desplazamientosson mayores en el modelo de rigidez in�nita. Esto es debido al 
ampo de defor-ma
iones en la estru
tura,la 
uál frente a una onda horizontal ya no se 
omporta
omo un sólido rígido, sino que se deforma en fun
ión de la resisten
ia de su entorno.

Figura 5.66: Desplazamiento Verti
al del punto 
entral de la base. Onda P
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Figura 5.67: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la baseNOTA:En B.5.1 se pueden en
ontrar estas grá�
as 
omparando por separadolas 
omponentes real, imaginaria y módulo del desplazamiento.5.6. Problema VIEl modelo utilizado para este problema es el mismo que en el anterior. Sólo di-�ere en la presen
ia de una 
apa de agua de 10 metros de altura, la 
ual se 
onsidera
omo un medio poten
ial. La di�
ultad de a
oplar este 
uerpo líquido al sistemadinámi
o equivalente, impide 
al
ular mediante el método indire
to las solu
iones
orrespondientes, así que sólo se muestran los desplazamientos verti
al y horizontaldel punto 
entral de la base obtenidos por el método dire
to. Se en
uentran adimen-sionalizados 
on respe
to a un punto de 
ampo libre situado en la parte superior delterreno, por debajo de la 
ota de la super�
ie libre del agua (�gura 5.68)
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Figura 5.68: Adimensionaliza
ión de desplazamientosRepresentando la respuesta verti
al del punto 
entral de la base (�gura 5.69) seobserva el mismo 
omportamiento des
rito para estru
turas enterradas. Los máximosde las 
urvas pueden desplazarse ligeramente ha
ia fre
uen
ias más bajas, debidoal in
remento de la masa del sistema. Se puede 
onsiderar 
omo un sistema de dosmasas (el 
onjunto suelo-estru
tura por un lado, y el agua por el otro).Observando el desplazamiento produ
ido por el problema horizontal 5.70, sepuede de
ir que el 
omportamiento no se ve demasiado alterado por la presen
ia delagua.
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Figura 5.69: Desplazamiento Verti
al en el 
entro de la base. Onda P

Figura 5.70: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la base. Onda SH
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ia de el aguaPara poder evaluar 
orre
tamente la in�uen
ia del agua, lo más e�
iente es re-presentar los valores de ambos problemas V y VI frente a frente.En el problema verti
al (�gura 5.71), se apre
ian 
omo se dijo grandes diferen-
ias sobretodo en fre
uen
ias altas. Para fre
uen
ias bajas la diferen
ia radi
a en eladelanto de la respuesta debido al in
remento de la masa. Pero apare
e una segundafre
uen
ia natural que rompe 
on la tenden
ia del valor absoluto a estabilizarse,debido posiblemente a que ambas masas, agua y estru
tura se desplazan al sín
róni-
amente in
rementando las fuerzas iner
iales del 
onjunto.Para el desplazamiento horizontal (�gura 5.72), las diferen
ias son 
asi nulas.Esto es debido en mayor parte a que la onda in
idente del tipo SH se transmite por
ortante, esfuerzo que el agua no es 
apaz de soportar, y por lo tanto es in
apaz detransmitir, por lo que no ejer
e ninguna in�uen
ia en la respuesta.

Figura 5.71: Desplazamiento Verti
al en el 
entro de la base. Onda P
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Figura 5.72: Desplazamiento Horizontal en el 
entro de la base. Onda SHNOTA:En B.6.1 se pueden en
ontrar estas grá�
as 
omparando por separadolas 
omponentes real, imaginaria y módulo del desplazamiento.Oda al mondongoEn la inmensidad del semi-espa
iodonde las ondas pasan tan lentasme a
er
o al origen 
oordenado,sin romper tu bella simétri
apara admirar, ensimismado,el va
ío dejado por tu ausen
ia





Capítulo 6
Revisión, Con
lusiones y DesarrollosFuturos





Revisión, Con
lusiones y Desarrollos Futuros. 171En este PFC se aborda un estudio 
omparativo entre las dos metodologías habi-tuales en el 
ál
ulo sísmi
o de una estru
tura. La estru
tura utilizada en el análisis esuna 
onstru

ión enterrada que puede 
orresponderse 
on la 
on�gura
ión de un silo,el pozo de bombeo de una 
entral hidroelé
tri
a o el 
aso de un rea
tor nu
lear. Éstase en
uentra embebida en un terreno estrati�
ado 
uyo per�l es perfe
tamente 
ono-
ido y es dato del problema. Se ha abordado el estudio de la respuesta sísmi
a de estaestru
tura ante trenes de ondas sísmi
as planas P y S que se propagan verti
almentey que in
iden en la zona de lo
aliza
ión de la 
onstru

ión. El problema es analiza-do en el dominio de la fre
uen
ia y, 
omo se ha 
omentado al prin
ipio, se aborda
omparativamente desde dos estrategias diferen
iadas: por un lado se afronta el pro-blema 
onsiderando el modelo 
onjunto suelo-estru
tura, 
on intera

ión rigurosaentre ambos medios, sometido a los trenes de ondas indi
ados. Este planteamientoes 
ono
ido 
omo Método Dire
to y es totalmente riguroso pero su prin
ipal in
on-veniente es el alto número de grados de libertad ne
esarios. Por otra parte se analizael problema ha
iendo uso de una metodología indire
ta, 
uyo planteamiento suponeabordar el problema desde tres fases su
esivas. Este método indire
to (Método delos Tres Pasos), en primer lugar analiza en que medida la presen
ia de la estru
turamodi�
a el 
ampo in
idente, este efe
to es 
ono
ido 
omo intera

ión 
inemáti
a.En una segunda fase se resuelve numéri
amente la obten
ión de las impedan
ias(amortiguamiento+rigidez) del terreno. En el ter
er y último paso se estudia la es-tru
tura unida a un bastidor mediante los resortes y amortiguadores obtenidos delpaso segundo, y sometida a la soli
ita
ión 
orrespondiente al movimiento de di
hobastidor de a
uerdo al 
ampo in
idente modi�
ado obtenido del primer paso. Ennuestro problema, las e
ua
iones que gobiernan el 
omportamiento de la estru
turaen esta ter
era fase son las 
orrespondientes a un sistema dinámi
o de dos gradosde libertad a lo sumo. Esta metodología indire
ta supone, 
omo se ha visto en losresultados presentados, 
iertas simpli�
a
iones del problema si bien su apli
a
ión
ondu
e a un modelo de menor número de grados de libertad.Tanto el método dire
to 
omo la primera y segunda fase del método indire
to setratan numéri
amente ha
iendo uso del Método de los Elementos de Contorno. Elsoftware utilizado para resolver estos problemas ha sido desarrollado en la divisiónde Me
áni
a de los Medios Continuos Y Estru
turas del Instituto Universitario deSistemas Inteligentes y Apli
a
iones Numéri
as en Ingeniería. Este software permiteel análisis de modelos en los que existen medios de diferente naturaleza que intera
-



172 Capítulo 6túan entre sí. En el problema tratado tanto la estru
tura 
omo los estratos del suelose 
onsideran sólidos vis
oelásti
os. La estru
tura se en
uentra también en 
onta
-to 
on una lámina de agua que es 
onsiderada 
omo un �uido no vis
oso 
ompresible.Se han obtenido resultados desde ambas metodologías para el problema des
rito.Asimismo se ha realizado un estudio paramétri
o de los diferentes fa
tores que in-�uyen en la respuesta del sistema, para ello el problema original se ha resuelto apartir de 
uatro modelos previos en un índi
e 
re
iente de 
omplejidad. Esta for-ma de enfo
ar este estudio paramétri
o es también una aporta
ión interesante delproye
to. Con el estudio de estos problemas se ha analizado la in�uen
ia de fa
tores
omo: la iner
ia de la estru
tura, la intera

ión 
inemáti
a, el enterramiento, la es-tratigrafía, la rigidez de la estru
tura y la presen
ia o no de una lámina de aguasuper�
ial. Las 
on
lusiones aportadas por estas solu
iones, se han ido desgranandoa lo largo de los diferentes modelos. La ele

ión de la estru
tura analizada no es
asual, ya que en estru
turas enterradas el efe
to sobre la respuesta dinámi
a de losfa
tores analizados es determinante y no se presenta en estru
turas 
onven
ionales
imentadas a nivel de la super�
ie (o 
on un es
aso grado de enterramiento). Es portanto ne
esario que la metodología utilizada permita simular 
orre
tamente el efe
todel enterramiento de la intera

ión 
inemáti
a, del per�l del terreno en el análisisdel problema.Por otra parte desde el punto de vista de la 
ompara
ión del método dire
to yde la metodología indire
ta 
abe de
ir que esta última, 
omúnmente utilizada en lamayor parte de los análisis dinámi
os llevados a 
abo en la prá
ti
a, es perfe
ta-mente ade
uada para estru
turas 
on un alto grado de rigidez. Si la estru
tura es�exible, la metodología dire
ta se ha
e ne
esaria. En el 
aso que ha sido estudiadoeste efe
to se ha
e espe
ialmente apre
iable para el 
aso de ondas P.Si bien se trata de un trabajo 
on un objetivo y un al
an
e muy 
on
retos, los
uales se han 
ompletado muy satisfa
toriamente, pueden plantearse desarrollos fu-turos de este trabajo: en el sentido de utilizar las fun
iones de transferen
ia obtenidasen el dominio de la fre
uen
ia para obtener resultados en el dominio del tiempo apartir de un a
elerograma dado usando la FFT; o bien plantear la obten
ión deespe
tros de respuesta máxima que permitan un análisis de la estru
tura de a
uerdoa metodologías 
onven
ionales.
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Oda al mondongoEn la inmensidad del semi-espa
iodonde las ondas pasan tan lentasme a
er
o al origen 
oordenado,sin romper tu bella simétri
apara admirar, ensimismado,el va
ío dejado por tu ausen
iaOda al mondongoEn la inmensidad del semi-espa
iodonde las ondas pasan tan lentasme a
er
o al origen 
oordenado,sin romper tu bella simétri
apara admirar, ensimismado,el va
ío dejado por tu ausen
iaOda al mondongoEn la inmensidad del semi-espa
iodonde las ondas pasan tan lentasme a
er
o al origen 
oordenado,sin romper tu bella simétri
apara admirar, ensimismado,el va
ío dejado por tu ausen
iaOda al mondongoEn la inmensidad del semi-espa
iodonde las ondas pasan tan lentasme a
er
o al origen 
oordenado,sin romper tu bella simétri
apara admirar, ensimismado,el va
ío dejado por tu ausen
ia



174 Apéndi
e



Apéndi
e A
Mejora de las Mallas



Oda al mondongoEn la inmensidad del semi-espa
iodonde las ondas pasan tan lentasme a
er
o al origen 
oordenado,sin romper tu bella simétri
apara admirar, ensimismado,el va
ío dejado por tu ausen
ia



Mejora de Mallas. 177Al obtener las solu
iones de los tres primeros modelos, que 
onsistían en un 
ilin-dro apoyado sobre un terreno, estrati�
ado y sin estrati�
ar; y un 
ilindro enterradoen un semiespa
io, se observó que las mallas utilizadas daban resultados bastantebuenos. Es de
ir, las fun
iones de transferen
ia se representaban 
omo 
urvas suavesy de tenden
ia mar
ada. Sin embargo, al someter a una ex
ita
ión de tipo P a losmodelos IV y V se obtenía 
omo respuesta una fun
ión irregular, en la �gura A.1 semuestra la respuesta del 
entro de la tapa inferior del 
ilindro en el problema IV.

Figura A.1: Resultados malla originalSe observa que entre las fre
uen
ias adimensionales 1,5 y 3,5 apare
e un rizadoen la respuesta, esta irregularidad es debido 
on toda probabilidad a la 
on�gu-ra
ión de la malla utilizada. Para eliminar estos problemas numéri
os, se desarrollóun pro
eso de rediseño de la malla, a �n de dis
ernir 
ual sería la 
on�gura
ión quepermitiese solventar estos in
onvenientes.Como paso ini
ial se opta por una malla de igual super�
ie libre dis
retizada(500 m.) pero de menor número de grados de libertad, es de
ir, una malla 
onmenor número de elementos. Dado que la in
lusión ex
esiva de in
ógnitas puedengenerar problemas en la resolu
ión del sistema.Esta solu
ión adoptada 
omo se muestra en la �gura A.2 no sólo no eliminó las
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Figura A.2: Resultados Malla 2perturba
iones en la grá�
a original sino que amplió el rango de fre
uen
ias en elque apare
ían y las amplitudes de los pi
os.Se trata 
on la siguiente malla de 
omprobar si una dis
retiza
ión más densa dela estru
tura mejoraría el 
ál
ulo de la respuesta. Por lo que se mantiene la mismasuper�
ie libre dis
retizada.

Figura A.3: Resultados Malla 3Se obtuvo 
omo resultado una grá�
a idénti
a a la anterior (Figura A.3). Por loque se demostró que el número de divisiones a lo largo del eje verti
al del 
ilindrono in�uyen en la respuesta, siempre y 
uando las medidas de 
ada elemento se man-tenga en unos ratios de propor
ión ade
uados.Posteriormente, se malló una super�
ie libre algo más 
orta (unas 6 ve
es laprofundidad del pozo ex
avado) y de gran número de elementos
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Figura A.4: Resultados Malla 4La solu
ión (Figura A.4) mejoró en gran 
uantía 
on respe
to a la malla plantea-da 
on anterioridad, aunque en su 
ompara
ión 
on la original, se observa que sibien se redu
e algo el rango de fre
uen
ias en las que apare
e, la amplitud de lasinterferen
ias son del mismo ordenDados los últimos resultados, se opta por simpli�
ar la malla del 
ilindro, redu
irla super�
ie libre dis
retizada hasta el doble del pozo ex
avado (100m), y aunque nose aumenta el número de elementos en 
ompara
ión 
on la anterior, si se in
rementala densidad. Es de
ir, existen 
asi el mismo número de elementos en menor super�
ie.

Figura A.5: Resultados Malla 5La grá�
a (Figura A.5)si bien dista aún de ser la óptima, suaviza la respuesta ydisminuye el rango donde apare
e el rizado y lo traslada ha
ia fre
uen
ias más bajas.
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e APor último se 
ontinua 
on la tenden
ia de la última malla, y se a
orta aún másla super�
ie libre, hasta igualarla 
on la profundidad de la ex
ava
ión, y se in
re-menta aún más la densidad de elementos en los mismos.

Figura A.6: Resultados Malla De�nitivaAhora, 
on una malla de menor número de grados de libertad que la original,obtenemos una solu
ión de mayor 
alidad. Una fun
ión de transferen
ia sin rizadoalguno y en 
on
ordan
ia 
on el resto de resultados obtenidosPor último se muestra en la �gura A.7 una 
ompara
ión 
entrada en un rangode fre
uen
ias adimensional entre 1,5 y 3 y unas amplitudes de -0.25 y -0.55. Estopermite observar 
on detalle las pequeñas diferen
ias en la parte real de la respuestapara las diferentes mallasEn donde la malla 1 es la original y la malla 6 la que se tomó 
omo de�nitiva.El orden impuesto es el mismo en el que se han des
rito anteriormente.Una vez de�nida la 
on�gura
ión de la malla, es pertinente 
omprobar que la nue-va disposi
ión es también válida para los problemas anteriores. Por tanto se volvierona 
al
ular los problemas I y II 
on unos parámetros de dis
retiza
ión idénti
os a losde�nidos en la malla resultante de esta evolu
ión (super�
ie libre dis
retizada de50 m e idénti
as divisiones en la super�
ie del 
ilindro). En las �guras A.8 y A.9se muestran los resultados de ambos problemas, y se 
omprueba que la nueva dis-
retiza
ión también es ade
uada para los primeros modelos.
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Figura A.7: Compara
ión MallasEn base a esto también se modi�
ó la malla del problema V, para la 
ual se 
on-serva la dis
retiza
ión de la estru
tura expli
ada en el apartado 4.5 y para el terrenose utliliza la 
on�gura
ión determinada 
omo óptima en este pro
eso. Quedandode�nitivamente tal 
ual se muestra en la �gura A.10
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Figura A.8: Compara
ión mallas Problema I

Figura A.9: Compara
ión Mallas Problema II
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iodonde las ondas pasan tan lentasme a
er
o al origen 
oordenado,sin romper tu bella simétri
apara admirar, ensimismado,el va
ío dejado por tu ausen
ia

Figura A.10: Malla mejorada Problema V



Oda al mondongoEn la inmensidad del semi-espa
iodonde las ondas pasan tan lentasme a
er
o al origen 
oordenado,sin romper tu bella simétri
apara admirar, ensimismado,el va
ío dejado por tu ausen
ia
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Grá�
as



Introdu

iónEn este apéndi
e se re
opilan las grá�
as de 
ompara
iones entre método indi-re
to y método dire
to y entre problemas que apare
en en el 
apítulo 5, separadasen parte real, parte imaginaria y módulo.



Grá�
as. 187B.1. Problema IB.1.1. Compara
ión Método Dire
to y Método Indire
toOnda P. Desplazamiento Verti
al

Figura B.1: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema I Uz(parte real)

Figura B.2: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema I Uz(parte imaginaria)



188 Apéndi
e B

Figura B.3: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema I Uz(módulo)Onda SH. Desplazamiento Horizontal

Figura B.4: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema I Uy(parte real)
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Figura B.5: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema I Uy(parte imaginaria)

Figura B.6: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema I Uy(módulo)
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e BOnda SH. Giro

Figura B.7: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema I Giro(parte real)

Figura B.8: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema I Giro(parte imaginaria)
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Figura B.9: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema I Giro(módulo)B.2. Problema IIB.2.1. Compara
ión Método Dire
to y Método Indire
toOnda P. Desplazamiento Verti
al

Figura B.10: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema II Uz(parte real)
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Figura B.11: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema II Uz(parte imaginaria)

Figura B.12: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema II Uz(módulo)
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as. 193Onda SH. Desplazamiento Horizontal

Figura B.13: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema II Uy(parte real)

Figura B.14: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema II Uy(parte imaginaria)
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Figura B.15: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema II Uy(módulo)Onda SH. Giro

Figura B.16: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema II Giro(parte real)
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Figura B.17: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema II Giro(parte imaginaria)

Figura B.18: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema II Giro(módulo)
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e BB.2.2. Compara
ión Problema II y Problema IOnda P. Desplazamiento Verti
al

Figura B.19: Compara
ión Problema II-Problema I Uz(parte real)

Figura B.20: Compara
ión Problema II-Problema I Uz(parte imaginaria)
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Figura B.21: Compara
ión Problema II-Problema I Uz(módulo)Onda SH. Desplazamiento Horizontal

Figura B.22: Compara
ión Problema II-Problema I Uy(parte real)
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Figura B.23: Compara
ión Problema II-Problema I Uy(parte imaginaria)

Figura B.24: Compara
ión Problema II-Problema I Uy(módulo)



Grá�
as. 199Onda SH. Giro

Figura B.25: Compara
ión Problema II-Problema I Giro(parte real)

Figura B.26: Compara
ión Problema II-Problema I Giro(parte imaginaria)
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Figura B.27: Compara
ión Problema II-Problema I Giro(módulo)B.3. Problema IIIB.3.1. Compara
ión Método Dire
to y Método Indire
toOnda P. Desplazamiento Verti
al

Figura B.28: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema III Uz(parte real)
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Figura B.29: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema III Uz(parte imaginaria)

Figura B.30: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema III Uz(módulo)
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e BOnda SH. Desplazamiento Horizontal

Figura B.31: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema III Uy(parte real)

Figura B.32: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema III Uy(parte imaginaria)
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Figura B.33: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema III Uy(módulo)Onda SH. Giro

Figura B.34: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema III Giro(parte real)



204 Apéndi
e B

Figura B.35: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema III Giro(parte imaginaria)

Figura B.36: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema III Giro(módulo)



Grá�
as. 205B.3.2. Compara
ión Problema III y Problema IOnda P. Desplazamiento Verti
al

Figura B.37: Compara
ión Problema III-Problema I Uz(parte real)

Figura B.38: Compara
ión Problema III-Problema I Uz(parte imaginaria)
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Figura B.39: Compara
ión Problema III-Problema I Uz(módulo)Onda SH. Desplazamiento Horizontal

Figura B.40: Compara
ión Problema III-Problema I Uy(parte real)
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Figura B.41: Compara
ión Problema III-Problema I Uy(parte imaginaria)

Figura B.42: Compara
ión Problema III-Problema I Uy(módulo)
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e BOnda SH. Giro

Figura B.43: Compara
ión Problema III-Problema I Giro(parte real)

Figura B.44: Compara
ión Problema III-Problema I Giro(parte imaginaria)
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Figura B.45: Compara
ión Problema III-Problema I Giro(módulo)B.4. Problema IVB.4.1. Compara
ión Método Dire
to y Método Indire
toOnda P. Desplazamiento Verti
al

Figura B.46: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema IV Uz(parte real)
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Figura B.47: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema IV Uz(parte imaginaria)

Figura B.48: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema IV Uz(módulo)



Grá�
as. 211Onda SH. Desplazamiento Horizontal

Figura B.49: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema IV Uy(parte real)

Figura B.50: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema IV Uy(parte imaginaria)
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Figura B.51: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema IV Uy(módulo)Onda SH. Giro

Figura B.52: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema IV Giro(parte real)
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Figura B.53: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema IV Giro(parte imaginaria)

Figura B.54: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema IV Giro(módulo)
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e BB.4.2. Compara
ión Problema IV y Problema IIOnda P. Desplazamiento Verti
al

Figura B.55: Compara
ión Problema IV-Problema II Uz(parte real)

Figura B.56: Compara
ión Problema IV-Problema II Uz(parte imaginaria)
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Figura B.57: Compara
ión Problema IV-Problema II Uz(módulo)Onda SH. Desplazamiento Horizontal

Figura B.58: Compara
ión Problema IV-Problema II Uy(parte real)
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Figura B.59: Compara
ión Problema IV-Problema II Uy(parte imaginaria)

Figura B.60: Compara
ión Problema IV-Problema II Uy(módulo)
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Figura B.61: Compara
ión Problema IV-Problema II Giro(parte real)

Figura B.62: Compara
ión Problema IV-Problema II Giro(parte imaginaria)



218 Apéndi
e B

Figura B.63: Compara
ión Problema IV-Problema II Giro(módulo)B.5. Problema VB.5.1. Compara
ión Método Dire
to y Método Indire
toOnda P. Desplazamiento Verti
al

Figura B.64: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema V Uz(parte real)
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Figura B.65: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema V Uz(parte imaginaria)

Figura B.66: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema V Uz(módulo)
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e BOnda SH. Desplazamiento Horizontal

Figura B.67: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema V Uy(parte real)

Figura B.68: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema V Uy(parte imaginaria)
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Figura B.69: Compara
ión Dire
to-Indire
to Problema V Uy(módulo)B.6. Problema VIB.6.1. Compara
ión Problema VI y Problema VOnda P. Desplazamiento Verti
al

Figura B.70: Compara
ión Problema VI-Problema V Uz(parte real)
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Figura B.71: Compara
ión Problema VI-Problema V Uz(parte imaginaria)

Figura B.72: Compara
ión Problema VI-Problema V Uz(módulo)



Grá�
as. 223Onda SH. Desplazamiento Horizontal

Figura B.73: Compara
ión Problema VI-Problema V Uy(parte real)

Figura B.74: Compara
ión Problema VI-Problema V Uy(parte imaginaria)
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Figura B.75: Compara
ión Problema VI-Problema V Uy(módulo)Oda al mondongoEn la inmensidad del semi-espa
iodonde las ondas pasan tan lentasme a
er
o al origen 
oordenado,sin romper tu bella simétri
apara admirar, ensimismado,el va
ío dejado por tu ausen
ia
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Oda al mondongoEn la inmensidad del semi-espa
iodonde las ondas pasan tan lentasme a
er
o al origen 
oordenado,sin romper tu bella simétri
apara admirar, ensimismado,el va
ío dejado por tu ausen
ia



Tutorial GiD. 227El programa GiD es un pre y postpro
esador desarrollado por el CIMNE (Inter-national Center for Numeri
al Methods in Engineering) 
on sede en Bar
elona. Estesoftware 
uenta 
on un potente motor de CAD que permite al usuario, sin ne
esidadde grandes 
ompli
a
iones ni demasiados 
ono
imientos previos, de�nir geometríasen 3D y mallarlas. Además ofre
e la posibilidad en si postpro
esador de mostrar losresultados de 
ualquier 
ál
ulo, ya sea estru
tural, dinámi
a de �uidos o pro
esostérmi
os.Cuenta además 
on la posibilidad de importar y exportar datos de geometríaCAD, mallas, resultados de los análisis en multitud de formatos. Lo que permitesu 
ompatibilidad 
on la mayoría de programas orientados a la ingeniería que sepuedan en
ontrar en el mer
ado o bien programados por el propio usuario.Este software ha sido adquirido, en su versión 8.0, por la división de Me
áni
ade los Medios Continuos y Estru
turas del Instituto Universitario de Sistemas In-teligentes y Apli
a
iones Numéri
as en Ingenieria (IUSIANI) vin
ulado a la ULPGC.Para ejemplo de uso, se mostrarán los pasos bási
os para 
onseguir realizar unageometría sen
illa. Consistirá en la 
uarta parte de un 
ilindro de 50 metros de al-tura y 30 de diámetro, apoyado en un semiespa
io. Posteriormente se pro
ederá asu mallado. El per�l del modelo 
on sus medidas es el que se muestra en el ladoizquierdo de la �gura C.1, donde apare
en señalados los dos dominios.

Figura C.1: Ejemplo a dibujar y mallarSe dividirá el modelo en tres 
ontornos (A, B y C) según se indi
a en el ladodere
ho la �gura C.1, los 
uales serán las super�
ies a dibujar. El 
ontorno A se
orresponde 
on la tapa superior y el lateral del 
ilindro; pueden dis
retizarse juntos
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e Cya que no existe ne
esidad de dupli
ar nodos en la unión, 
on lo 
ual se restan gradosde libertad al problema. El 
ontorno B es la tapa inferior del 
ilindro. Y por últimoel 
ontorno C modela el resto de la super�
ie libre.C.1. Crea
ión de la GeometríaC.1.1. EntidadesUn 
on
epto previo que se debe tener presente, es la diferente representa
iónque GiD ha
e de 
ada una de las entidades propias de un diseño, así 
omo las vin-
ula
iones entre ellas, de orden inferior a superior, se pueden enumerar: punto (ennegro), línea (en azul), super�
ie (en rosa) y volumen (en 
yan). Los 
olores espe
i-�
ados son los que apare
en por defe
to en el programa.

Figura C.2: Entidades en GiDComo apare
e en la �gura C.2 todas las entidades son mostradas a la hora deesbozar un diseño, pero sólo las líneas y los puntos estable
en las verdaderas dimen-siones del modelo. La presen
ia de las super�
ies y el volumen simplemente sirvepara indi
ar que diferentes líneas están aso
iadas en una super�
ie o que diversassuper�
ies están aso
iadas en un volumen. Si no son formas tridimensionales prede-terminadas en el programa, se deben ir vin
ulando las entidades 
orrespondientesen orden as
endente, así si se quiere 
rear un volumen para mallarlo, antes se deberá
rear las super�
ies que se deben vin
ular y 
on anterioridad las líneas 
orrespon-dientes.



Tutorial GiD. 229C.1.2. CapasEl GiD al igual que la mayoría de programas de CAD permite el uso de 
apas ensus diseños, lo 
ual es de gran utilidad a la hora de trabajar 
on diferentes dominioslimitados a su vez por diferentes 
ontornos. Por sen
illez, se utilizará una 
apa para
ada 
ontorno. En 
on
reto tres, una para la tapa superior y la pared, otra para latapa inferior y la última para la super�
ie libre. En la barra de herramientas superiorse en
uentra el botón que a
tiva la ventana de 
apas (Figura C.3) o bien medianteel menú Utilidades → Capas

Figura C.3: Ventana prin
ipal y menú de 
apasEn este menú se pueden 
rear las diferentes 
apas a utilizar, para ello se introdu
eel nombre en el espa
io 
orrespondiente y se presiona el botón `Nueva'. En estamisma ventana es donde se elige la 
apa en la 
ual se van a in
luir las entidades quese dibujen a partir de ese momento (mediante un doble 
li
k en la 
apa deseada omediante el botón `Capa en Uso', así 
omo la op
ión de o
ultar 
apas a la vista,bloquearlas, renombrarlas, et
.
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e CC.1.3. LíneasUna vez elegida la 
apa A, se pro
ede a dibujar el 
ontorno 
orrespondiente, paraello, se elige la op
ión Geometría → Crear→ Línea Re
ta, o se ha
e 
li
k en elbotón 
orrespondiente en la barra de herramientas.Se introdu
en en la línea de 
omandos las 
oordenadas 
orrespondientes a lospuntos ini
ial y �nal de la línea deseada, en este 
aso (0,0,50) (0,15,50). Aquí bien sepuede pulsar la te
la `Es
' o el botón intermedio del ratón, para indi
ar que la líneaestá terminada; o bien se introdu
e la siguiente 
oordenada (0,15,0) y el programatrazará la línea que mar
a el per�l de la pared del 
ilindro. Si se opta por la primeraop
ión, a la hora de dibujar la otra línea, apare
e la op
ión de unirla 
on la primerao 
rear una línea totalmente independiente. Esto último quiere de
ir que en el puntode unión en realidad serán dos puntos situados en las mismas 
oordenadas.Dado que el plano ini
ial mostrado por el programa es el XY, y se ha trazadouna línea perpendi
ular a él, la perspe
tiva de esta será la de un punto, así que a �nde obtener otra vista desde la que tener una idea de 
omo se desarrolla el dibujo,se deben utilizar las op
iones de Zoom, y Rotar, en el submenú Ver o en el menú
ontextual (botón dere
ho del mouse). En la �gura C.4 se muestra 
omo quedaríala línea des
rita vista desde una perspe
tiva isométri
a.
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Figura C.4: Crear una LíneaC.1.4. Copiar, Rotar y ExtruirEl menú 
opiar de Gid, es una de las herramientas de diseño más versátiles queposee. Se a

ede a él mediante el botón `Copiar' o a través del menú Utilidades→Copiar. El objetivo en esta �gura, es generar una super�
ie de revolu
ión alrededordel eje Z 
uya generatriz es la línea dibujada en la se

ión anterior. Para esto sesele

iona líneas en la pestaña de entidades (objeto que se desea 
opiar); y la op
iónrota
ión en la pestaña de transforma
ión (en esta pestaña se admiten multiples op-
iones 
omo simetría, trasla
ión et
.). Una vez he
ho esto, el menú se transforma, yapare
e la op
ión de ángulo, que indi
a que ar
o abar
ará la rota
ión (en este 
aso90o). En los puntos siguientes se deben introdu
ir 
oordenadas del eje alrededor del
ual se efe
tuará el giro. Bastará 
on introdu
ir un valor positivo en la 
oordenada zdel primer punto. Se debe tener en 
uenta 
omo se de�ne el eje, ya que en fun
ión desu dire

ión el giro se de�nirá positivo en un sentido o en el 
ontrario. En la op
iónde extruir se sele

iona Super�
ies, serán generadas tantas super�
ies 
omo líneasroten. Por último se ha
e 
li
k en sele

ionar, se mar
an las dos líneas dibujadas,
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e Cy al pulsar en el botón terminar, queda el diseño tal y 
omo apare
e en la �gura C.5.

Figura C.5: Copiar, Rotar y ExtruirLa numera
ión de entidades se otorga en fun
ión del orden en que han sido
readas. Este fa
tor es muy importante a la hora de mallar la super�
ie, ya que loselementos seguirán el mismo orden en el que hayan sido 
readas. Las normales delas super�
ies quedan de�nidas por el sentido de giro por el 
ual se ha 
onforma-do. Todas estas propiedades pueden 
onsultar mediante el 
omando Utilidades →Listar, espe
í�
amente también se puede pintar en el modelo las normales de 
adasuper�
ie mediante Ver → Normales→ Super�
ies.
C.1.5. FiguraPara terminar la �gura, sólo es ne
esario repetir los paso anteriores en las otrasdos 
apas (B, y C) 
on una línea en 
ada una, las 
oordenadas de la línea generatrizde la tapa inferior serán (0,0,0),(0,15,0). Y las de la super�
ie libre (0,15,0),(0,100,0).
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omendable desa
tivar la 
apa anterior en la que se ha trabajado, y así quitarde la vista del dibujo líneas que pueden 
ompli
ar el diseño. En el menu Ver →Ilumina
ión existen algunas op
iones que permiten darle otro aspe
to al modelo,sustituyendo el 
onjunto de líneas de 
olores que representan las diferentes entidades,por una ilumina
ión orientable de las diferentes super�
ies, quedando 
on el aspe
toque apare
e en el lado dere
ho de la �gura C.6

Figura C.6: Figura TerminadaSe puede apre
iar el 
ontorno A en 
olor azul, el 
ontorno B en 
olor verde y el
ontorno C en 
olor 
yan.C.2. Mallado de la GeometríaUna vez se tiene de�nida por 
ompleto la geometría del modelo, el siguiente ymás importante paso es realizar la malla. Para ello, el programa 
uenta 
on un es-pe
ializado menú. Se puede en un primer momento generar una malla automáti
a,la 
uál por defe
to estará 
ompuesta de elementos triangulares de tres nodos, paraesto, simplemente se es
oge la op
ión Generar malladentro del menú Malla. En
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e Cel diálogo que apare
e, sólo se tiene 
omo op
ión el tamaño medio de elemento. Sise opta por un tamaño de elemento igual a 5 se obtiene una malla bastante densa
omo se muestra en la �gura C.7

Figura C.7: Mallado por defe
toUn requisito del programa utilizado es que la malla sea de�nida 
on elementos
uadráti
os de 6 o 9 nodos, para ello, se debe a
tivar en el menúMalla→ Elemen-tos 
uadráti
os la op
ión Cuadráti
o 9. A partir de este momento, 
ualquiermalla que se genere estará 
ompuesta por este tipo de elementos. La �losofía delprograma durante este pro
eso es que toda varia
ión que se le aplique al modelo,permane
erá hasta que se aplique una posterior que la modi�que o se restablez
anlos valores por defe
to a través del 
omando Malla → Eliminar datos mallado.Así pueden ir apli
ándose 
ambios en la malla y ver los resultados al generarla sinne
esidad de repetir todos los pasos en 
ada pro
eso.Empezando 
on el lateral del 
ilindro, se elige en el menúMalla→ Estru
tura-da → Super�
ies → Asignar, y se elige la o las super�
ies deseadas. Al presionar
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' para 
on�rmar la sele

ión, se a
tiva un menú que pregunta por el número dedivisiones a apli
ar; se introdu
e un 6, que serán las divisiones en los laterales. Unavez he
ho se ha
e 
li
k en asignar y se sele

iona uno de los laterales (al ser unasuper�
ie de 4 lados la opuesta se sele

iona automáti
amente), 
on la te
la `Es
'se indi
a el �nal de la ele

ión. Se ofre
e la posibilidad de repetir la asigna
ión dedivisiones volviendo al menú anterior, ante lo 
ual bien se elige 
ontinuar repitiendoel pro
eso anterior, o bien se elige 
errar. En este 
aso se repite el pro
eso asignando4 divisiones a la parte superior e inferior de la pared del 
ilindro. Tras generar denuevo la malla se obtiene la �gura C.8

Figura C.8: Mallado Estru
turado en la 
ara del 
ilindroLa fun
ión de `Super�
ie estru
turada' posee la parti
ularidad de que sólo sepuede apli
ar a super�
ies de 3 o 4 lados, en el primer 
aso se mallará la región
on triángulos y en 
ada lado, el número de elementos será el mismo. En el segundo
aso se mallará 
on 
uadriláteros y se debe introdu
ir las divisiones para dos ladosque formen ángulo, los otros dos serán asignados automáti
amente. Para mallar otrotipo de super�
ies se puede re
urrir a `Líneas estru
turadas' en las que se apli
a elnúmero de divisiones que debe apare
er en 
ada línea del modelo, o bien utilizar laop
ión de `Malla no estru
turada' en la que se de�ne el tamaño de los elementosya sea en zonas 
er
anas a un punto, en una línea o en una super�
ie. Op
ionesmuy ade
uadas 
uando se quiere modi�
ar una malla estru
turada realizada 
onanterioridad. Dentro de estas op
iones de malla no estru
turada esta 
ontenida lade malla por error 
ordal, por la 
ual se genera la malla intentando aproximarse 
on



236 Apéndi
e Cla mayor exa
titud a la geometría de�nida. A
ortando el tamaño de los elementos
uando el modelo posea esquinas o 
urvas 
ompli
adas.Las tapas y la super�
ie libre se pueden mallar mediante super�
ies estru
-turadas. Como ya se ha expli
ado, las tapas resultarán en dos super�
ies 
on 16elementos triangulares 
ada una (4 divisiones en 
ada lado) y el terreno tendrá 32elementos 
uadrangulares (4 en el lado más próximo al 
ilindro y su opuesto, y 8 enlos lados libres). Pero para mejorar la distribu
ión se re
urre a la op
ión Malla →Estru
turada → Líneas → Con
entrar Elementos, 
on esto se pretende 
on-
entrar el número de elementos en un extremo de las líneas sele

ionadas. Con ello sepuede aumentar la 
on
entra
ión de elementos en una zona 
on
reta o bien mejorarel aspe
to de los 
uadriláteros evitando deforma
iones ex
esivas. En la �gura C.9se expone el aspe
to �nal de la malla que ha servido de ejemplo. A la izquierda semuestra antes de 
on
entrar los elementos en la zona más 
er
ana al 
ilindro, y enla dere
ha una vez efe
tuado el 
ambio. La forma de los elementos se asemeja más aun 
uadrado y existe mayor 
on
entra
ión de elementos en las zonas más 
er
anasa la estru
tura.

Figura C.9: Con
entra
ión de elementosHay que tener presente que una misma super�
ie no se puede mallar 
on dife-rentes tipos de elementos, es de
ir, no se puede tener una super�
ie en la que partede los elementos sean triangulares y la otra parte 
uadrangulares. Si se quiere queen un 
ontorno se de esta situa
ión, se debe prever 
on antela
ión y a la hora de dis-eñar la geometría de�nir varias super�
ies para un mismo 
ontorno, (aunque formen
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on elementos de3 lados de las que lo serán 
on elementos de 4 lados. Siguiendo este pro
edimientose mallaron los modelos de los problemas des
ritos en este proye
to. En ellos existeen las tapas de los 
ilindros una parte de elementos triangulares (la 
entral) y otraparte de 
uadrangulares (la más externa).Por último, es muy útil y en o
asiones totalmente ne
esario, 
ono
er la nu-mera
ión de nodos y elementos, para ello se dispone de la herramienta en el menu
ontextual Etiquetas, que muestra el número de elementos y nodos ya sean todoslos que apare
en en pantalla o bien sele

ionados según el 
riterio del usuario (Figu-ra C.10). Por otra parte si se eje
uta un 
omando de Lista sobre un elemento, semostrarán los nodos que lo 
omponen en su orden 
orrespondiente.

Figura C.10: Etiquetas de Nodos (en negro) y Elementos (en verde)
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