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DE ESTRUCTURAS ENTERRADAS
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Capı́tulo 4. Se explica cómo se implementan el modelo propuesto y de referencia,

ası́ como la medida del error y la optimización.

Capı́tulo 5. Se muestran los resultados más relevantes y comentan.

Capı́tulo 6. Se detallan las conclusiones y futuras ĺıneas de investigación.
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INTRODUCCIÓN

CAPÍTULO1

1.1 Sumario

En el presente Proyecto Final de Carrera (PFC), se formula un modelo que representa

el comportamiento dinámico de un pilote aislado cuando se le aplica una onda incidente

vertical SH. El pilote se formula como una viga Timoshenko con masa y la interacción

suelo-estructura comprende un planteamiento tipo Pasternak, que tiene en consideración

cabeceo y tensiones rasantes sobre el pilote.

Se busca un modelo puramente anaĺıtico cuyos resultados sean aceptablemente pare-

cidos a los obtenidos con métodos de resolución numéricos más rigurosos. Para ello,

se usan impedancias de Novak, salvo en el segundo coeficiente de Pasternak, que se

identifica.

El resultado es un modelo que mejora sensiblemente los resultados de uno Winkler,

siempre que la frecuencia de estudio no sea baja, sin llegar a igualar la calidad de los

datos a los obtenidos con la referencia.

1.2 Antecedentes y justificación

El PFC que se propone se integra en la ĺınea de trabajo que llevan a cabo los miembros

de la División de Mecánica de Medios Continuos y Estructuras del SIANI en el campo de

la dinámica de estructuras y, en particular, en el estudio de la influencia de los fenómenos

de interacción suelo-estructura en la respuesta dinámica de estructuras enterradas.

Se busca desarrollar un modelo simple alternativo a un modelo general de medio con-

tinuo, pero suficientemente preciso para estimar la respuesta sı́smica de una estructura

enterrada. Ello reduce la necesidad de acudir a métodos numéricos complejos y compu-

tacionalmente más costosos, y permite analizar e incorporar de forma intuitiva las propie-

dades dinámicas más importantes del sistema. Se considera el estudio de la respuesta

sı́smica de tipologı́as estructurales muy habituales como son pozos, silos enterrados,

estaciones de bombeo, etc., cuyo colapso representarı́a un importante riesgo para la po-

blación.
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1 Introducción

En concreto, se propone la formulación, implementación y calibración de un modelo pa-

ramétrico (tipo Pasternak) para la determinación de la respuesta sı́smica de una es-

tructura enterrada en un semiespacio homogéneo. Por su facilidad de implementación,

un modelo de estas caracterı́sticas resultarı́a de gran interés para la comunidad técni-

ca en ingenierı́a sı́smica y estructural. Por calibración se entiende la identificación de

los parámetros del modelo que permitan ajustar la respuesta del mismo a la obtenida

con otros modelos más rigurosos de medio continuo ya desarrollados previamente por el

Grupo. Esta identificación se realizará en un ámbito de propiedades y dimensiones del

problema con interés en la práctica.

Este PFC es continuación de otro PFC previo desarrollado por Ariel Santana Naranjo

y titulado ‘Modelo simple para el cálculo de la respuesta dinámica de estructuras en-

terradas’, presentado en la EIIC el 16 de septiembre de 2009. Avanza en el desarrollo

matemático del modelo y propone una estrategia para la identificación de los parámetros

del mismo utilizando como referencia resultados obtenidos con modelos más rigurosos.

1.3 Objetivos

En este PFC se proponen una serie de objetivos en una secuencia tal que:

1. Repasar las bases teóricas de la dinámica de estructuras de barras. Esta materia

forma parte de la asignatura ‘Teorı́a de Estructuras y Construcciones Industriales’

que se ha cursado en la titulación, si bien se requiere un nivel de comprensión más

profundo de estos contenidos para abordar el proyecto que se propone.

2. Por las mismas razones, presentar los modelos de Elementos de Contorno desa-

rrollados por el Grupo, con la idea de utilizar sus resultados como referencia en el

proceso de identificación paramétrica.

3. Formulación del modelo paramétrico en el dominio de la frecuencia para el análi-

sis del problema de interacción suelo-estructura correspondiente a una estructura

enterrada sometida a carga sı́smica. Las estructuras analizadas, por sus dimensio-

nes, pueden simularse mediante un modelo tipo viga. Dicha viga se formulará en

sentido amplio considerando deformación por cortante (modelo Timoshenko). El

terreno y la interacción con la estructura se formula a través de un modelo discreto

multi-paramétrico: la rigidez de un perfil de suelo con deformación transversal +

resortes y amortiguadores en serie y excitados por el campo incidente consistente

en una onda de corte armónica que se propaga verticalmente en el suelo.

4. Implementación de las ecuaciones resultantes y solución anaĺıtica de las mismas.

Verificar el modelo a partir de problemas con solución de referencia.

5. Implementación del estudio de sensibilidad del modelo con los parámetros del mo-

delo. Determinación de los valores de dichos parámetros que minimicen las diferen-

cias con los resultados obtenidos del modelo de continuo de elementos de contorno

(riguroso) utilizado como referencia en un rango de propiedades y dimensiones de

interés práctico.
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FORMULACIÓN DEL MODELO

CAPÍTULO2

En éste capı́tulo se introducen los elementos de los que se compone el modelo; se

detalla el desarrollo matemático que lleva a la definición y resolución del problema.

2.1 Definición del problema

Se tiene un pilote de fricción aislado, macizo y ciĺındrico completamente enterra-

do, perpendicularmente respecto a nivel de rasante. Se encuentra inmerso en el

terreno, sin encontrar cambios de estrato a lo largo del fuste y en contacto com-

pleto con éste (unión soldada). Tanto pilote como suelo se consideran linealmente

elásticos, isotrópicos y homogéneos.

Se plantea pues un modelo para estudiar su respuesta dinámica frente a la inciden-

cia vertical de una onda SH armónica, en toda la longitud del pilote.

Este planteamiento inicial podrı́a bien ser el usado por Ariel Santana [10]. En dicho PFC

se estudia el comportamiento de un pilote con baja relación longitud-diámetro (L/D),

que cumple las premisas de la teorı́a de vigas clásica.

Sin embargo, la principal diferencia con el presente PFC es que se pretende buscar

una resolución puramente anaĺıtica, de forma que se haga una representación de la

realidad que sea por lo menos tan fiable como la de partida. Para ello, se tiene presente

lo expuesto en trabajos de Hetenyi, Veletsos, Mylonakis, Vlasov-Leontiev, Kerr, entre

otros (Véase la bibliografı́a).

El método a seguir es plantear el contacto entre suelo y estructura (modelando cada uno

por separado y luego poniéndolos en común), de lo cual surge la ecuación diferencial a

la que se aplican condiciones de condiciones de contorno (CC) para solucionarla [12].

Por tratarse de un problema de interacción suelo-estructura y aplicándose una excitación

de tipo armónico, éste se resuelve en el dominio de la frecuencia. Es práctica habitual,

pues los fenómenos fı́sicos que se quiere representar se ven fuertemente influenciados

por la frecuencia.

3



2 Formulación del modelo

Ası́ pues, antes de entrar a formular el modelo, se considera adecuado detallar más

detenı́damente cómo y porqué se decide incluir algunos de los componentes del mismo.

Véase a continuación:

2.1.1 Ecuación de comportamiento del pilote

El pilote se modela como una viga, que en nuestro caso se encuentra enterrada.

2.1.1.1 Euler-Bernoulli

A menudo se considera la viga a flexión, conocida como Euler-Bernoulli (E-B) en la teorı́a

clásica de vigas [9]. Se basa en 3 hipótesis:

Los desplazamientos en la dirección del eje y de todos los puntos de una sección

transversal son iguales a los del punto de corte entre el eje longitudinal x de la viga

y dicha sección.

El desplazamiento lateral en la dirección z de cualquier punto es nulo.

Las secciones transversales planas y normales al eje de la viga antes de la defor-

mación, permanecen planas y ortogonales a dicho eje después de la deformación.

Cuya representación gráfica se muestra en la figura 2.1.

dx

x

y

Figura 2.1: Deformación de viga Euler-Bernoulli

Nótese que en éste tipo de viga se desprecia la deformación debida a los esfuerzos

cortantes, por lo que el giro de la sección depende meramente de la flexión, de forma

que éste se define directamente como se muestra en la ecuación 2.1:

ux = −y · θ (2.1)

Por ello, la ecuación diferencial que se obtiene es relativamente sencilla y funciona bas-

tante bien para vigas esbeltas o muy esbeltas.

Véase, pues, la representación anaĺıtica del comportamiento de éste tipo de viga. Se

plantea el equilibrio transversal de la sección representada en la figura 2.2:

4



2.1 Definición del problema

V + �V/�x · dx

dx

M + �M/�x · dx

q(x)
V

M
y

x

Figura 2.2: Equilibrio en el elemento diferencial de viga Euler-Bernoulli

(V + dV )− V + q(x)dx = 0 → ∂V

∂x
+ q(x) = 0 (2.2)

Para hallar la expresión del esfuerzo cortante, en cambio, se tiene de plantear equilibrio

de momentos:

V = −EI
∂3uy
∂x3

(2.3)

Y sustituyendo 2.3 en 2.2, se tiene la ecuación de gobierno para una viga E-B, con una

excitación q(x) y sin inercias, ni momento repartido:

EI
∂4uy
∂x4

= q(x) (2.4)

donde uy es el desplazamiento transversal, E es el módulo de elasticidad del material e

I, la inercia de la sección.

2.1.1.2 Timoshenko

Existe otro modelo de viga, el Timoshenko [14] [15], que considera el efecto en las defor-

maciones de esfuerzos flectores y cortantes, y cuya representación gráfica se muestra

en la figura 2.3.

Además, las hipótesis de partida de Timoshenko difieren de las de E-B sólo en la posición

que toma la sección tras la deformación. Véase:

Los desplazamientos en la dirección del eje y de todos los puntos de una sección

transversal son iguales a los del punto de corte entre el eje longitudinal x de la viga

y dicha sección.

El desplazamiento lateral en la dirección z de cualquier punto es nulo.

Las secciones transversales planas y normales al eje de la viga antes de la defor-

mación, siguen permaneciendo planas, pero no necesariamente normales al eje

después de la deformación.
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2 Formulación del modelo

x

y

dx

Figura 2.3: Deformación de viga Timoshenko

En éste caso debe tenerse cuidado. La consecuencia de no despreciar la deformación

debida a los esfuerzos cortantes es que la ecuación de gobierno se complica un poco.

Se puede observar formulando a partir de la definición de deformación longitudinal (εxx)

y distorsión angular (γxy), siendo éstas:

εxx =
∂ux
∂x

= −y
∂θ

∂x
(2.5)

γxy =
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

= −θ +
∂uy
∂x

(2.6)

Según la ley de comportamiento elástico, la tensión normal (σxx) y la tensión tangencial

(τxy) que aparecen en la sección transversal son:

σxx = E · εxx = −E ·y · ∂θ
∂x

(2.7)

τxy = G · γxy = G ·
(

∂uy
∂x

− θ

)

(2.8)

Ası́ pues, teniendo las expresiones 2.7 y 2.8, se puede hallar la expresión de los esfuer-

zos integrando para el área de la sección:

V = −
x

A

τxy dA → V = κAG

(

∂uy
∂x

− θ

)

(2.9)

M =
x

A

y · σxx dA → M = EI
∂θ

∂x
(2.10)

A partir de aquı́, teniendo lo necesario ya preparado, podemos plantear las ecuaciones

de equilibrio del elemento diferencial, tal como se ilustra en la figura 2.4:
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2.1 Definición del problema

V + ∂V/∂x · dx

dx

M + ∂M/∂x · dx

q(x)
V

M
y

x

Figura 2.4: Equilibrio en el elemento diferencial de viga Timoshenko

(V + dV )− V + q(x)dx = 0 → dV

dx
+ q(x) = 0 (2.11)

(M + dM)−M + V dx = 0 → dM

dx
+ V = 0 (2.12)

Ahora, sustituyendo 2.9 en 2.11 y 2.9 en 2.10 y 2.12,

κAG

(

∂2uy
∂x2

− ∂θ

∂x

)

+ q(x) = 0 (2.13)

EI
∂2θ

∂x2
+ κAG

(

∂uy
∂x

− θ

)

= 0 (2.14)

derivando dos veces la ecuación 2.13 y una, la ecuación 2.14,

κAG

(

∂4uy
∂x4

− ∂3θ

∂x3

)

+
∂2q(x)

∂x2
= 0 (2.15)

EI
∂3θ

∂x3
+ κAG

(

∂2uy
∂x2

− ∂θ

∂x

)

= 0 (2.16)

y sustituyendo las expresiones de ∂3θ/∂x3 y ∂θ/∂x halladas en 2.15 y 2.16 respectiva-

mente y ordenando los términos, se tiene:

EI · ∂
4uy
∂x4

= − 1

κAG
· ∂

2q(x)

∂x2
+ q(x) (2.17)

que viene a ser la ecuación de gobierno para una viga Timoshenko, para una excitación

q(x) y sin tener en cuenta inercias, ni momentos repartidos.

Nótese la diferencia entre la ecuación de gobierno E-B y la Timoshenko. Mientras en la

E-B el esfuerzo aplicado a una derivada cuarta del desplazamiento equivale al esfuerzo

repartido aplicado, en Timoshenko la relación no es tan directa.

Utilizar una viga E-B suele ser en términos generales suficientemente preciso pero, cuan-

do se trabaja con estructuras poco esbeltas, despreciar los esfuerzos cortantes en la viga

no es aconsejable, pues conduce a resultados alejados de la realidad.
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2 Formulación del modelo

Éste en el caso que desarrolla Santana en su Trabajo Fin de Master (TFM) [11], que

trata el caso concreto de estructuras con gran canto, en cuyas conclusiones además

propone tener más presentes los esfuerzos cortantes. Por ello y porque ası́ se consigue

un modelo que cubre más posibles circunstancias, se decide considerar en adelante el

pilote como una viga Timoshenko.

2.1.2 Condiciones de contorno

Como se comenta anteriormente, las CC son necesarias para la resolución de la ecua-

ción diferencial surgida de plantear contacto entre suelo y pilote. Los esfuerzos que so-

porta el mismo, considerándolo viga corta, vienen marcados por las condiciones consi-

deradas en los extremos de la misma [12], por lo que la elección de unas CC u otras

afecta sensı́blemente al modelo y a los resultados que se obtienen.

Por otro lado, hay que tener en cuenta que el problema de interacción completa con el

terreno se compone de la interacción inercial y de la interacción cinemática [13], como

se representa en la figura 2.5. Ası́, como explica Soriano:

”Las ecuaciones de la interacción cinemática permiten calcular el movimiento con el que

habrı́a de resolverse las ecuaciones de la interacción inercial para tener una respuesta

completa del sistema. La interacción cinemática tiene un efecto que equivale a modificar

el movimiento de cálculo en el estudio de la interacción inercial.”

= +

Interacción 

completa

Interacción 

cinemática

Interacción

inercial
= +

ag

F = - Me · aiai

arar

Figura 2.5: Esquema de problema completo de interacción

Dicha división normalmente se hace para poder estudiar detenidamente el efecto de la

interacción inercial, pero no porque simplifique los cálculos necesariamente, pues se

considera la resolución de la interacción cinemática de dificultad equivalente a resolver

la interacción completa. Como los resultados pueden variar apreciablemente, se suele

realizar estudio de sensibilidad para discernir si se puede prescindir o limitar el efecto de

la interacción cinemática o no y si los datos obtenidos son fiables. Dicha interacción tiene

el efecto de reducir las amplitudes, por lo que salvo que se trate de un caso en el que no

sea posible por definición como, por ejemplo, cuando se trata de un análisis sı́smico, el

efecto se considera favorable.
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2.1 Definición del problema

Por todo ello, se decide buscar una situación intermedia y que por tanto, aún siendo una

simplificación, contemple una interacción completa del terreno y estructura sin perder

rigor. Ası́, se escogen unas CC que, estando a medio camino entre las aplicadas en un

problema de interacción cinética y uno de interacción inercial, representen el problema de

interacción completa. De esta manera, el extremo superior del pilote deberı́a asegurar la

estabilidad de la superestructura; mientras que el extremo inferior se encuentra sin roca

madre bajo el mismo, ni ningún impedimento aparte del propio terreno para desplazarse.

Las CC se reducen a:

u(ξ=0) = 1

θ(ξ=0) = 0

V(ξ=1) = 0

M(ξ=1) = 0

2.1.3 Excitación

Se supone como excitación una onda de incidencia vertical SH. Anaĺıticamente, se ex-

presa tal que:

uIy = A · e j ω
cs

x +B · e−j ω
cs

x
(2.18)

donde cs es la velocidad de propagación transversal de la onda, ω es la frecuencia de la

onda y A y B son constantes a determinar que definen las amplitudes de las ondas que

conforman la onda incidente. Que la onda incidente tenga ésta forma, se debe a que se

supone la onda y la reflexión de la misma cuando llega a un cambio de estrato, por lo

que el efecto realmente es el de la suma de ambas, que viajan en direcciones opuestas.

Ası́ pues, retomando 2.18, se obtiene la derivada:

∂uIy
∂x

= j
ω

cs

(

A · e j ω
cs

x +B · e−j ω
cs

x
)

(2.19)

Atendiendo a las CC que se decide aplicar, se tiene τxz = 0 y uI = 1 para x = 0:

∂uIy
∂x

= 0 → A = B → A = B =
1

2

De modo que:

uIy =
1

2
·
(

e: j
ω
cs

x + e−j ω
cs

x
)

Ahora bien, adimensionalizando, haciendo un cambio de variable tal que x = ξ ·L, y

definiendo a∗0 =
ωD
cs

como la frecuencia adimensional de la onda:
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2 Formulación del modelo

ūIy =
1

2
·
(

e j a∗

0
L
D

ξ + e−j a∗

0
L
D

ξ
)

(2.20)

Nótese que si no se supusiese que la excitación tiene la forma descrita, con expresión

anaĺıtica conocida (y sencilla), probablemente no se podrı́a llegar a la ecuación diferen-

cial de gobierno permitiese su resolución sin métodos numéricos de por medio.

2.1.4 Interacción suelo-estructura

Dı́cese interacción suelo-estructura a ”El mecanismo por el cual la presencia de la es-

tructura influye en el movimiento del terreno” [13]. Como se viene diciendo, trata de

caracterizar un fenómeno complicado; existe infinidad de páginas escritas tratando de

modelizar adecuadamente el mismo. En éste PFC se busca ahondar en el conocimiento

de los factores que afectan en mayor medida en la interacción suelo-estructura de forma

simplificada, por lo que la manera misma de representar la interacción suelo-estructura

es crı́tica para el problema.

Ası́ pues, se trata el concepto de reacción del terreno suponiendolo como una caja negra,

es decir, ”no importando que sucede dentro del material, sino solo su respuesta” [7]. Para

ello se asume dicha reacción de forma simplificada, aplicando el concepto de coeficiente

de balasto, por el cual se sintetiza en un coeficiente la respuesta del terreno.

Tı́picamente, dicho coeficiente es un valor complejo que representa la impedancia del

terreno, en un sḿil claro al triángulo de potencias de la rama eléctrica, donde la parte

real representa la resistencia y la imaginaria, la amortiguación del terreno. Anaĺıticamente

se expresa tal que:

K̄ = k + i ω c (2.21)

lo cual proviene de cambiar al dominio de la frecuencia la ecuación de gobierno genérica

mü(x) + cu̇(x) + ku(x) = q(t, x) (suponiéndola una excitación armónica) y reunir en un

solo término los coeficientes no dependientes de la masa.

Se suele representar el amortiguamiento ası́ (fD = c u̇) porque resulta muy conveniente

a la hora de formular la ecuación de gobierno, pero con ello se tiene una impedancia

dependiente de la frecuencia. Haciendo los cambios adecuados, se puede llegar a un

coeficiente de amortiguación que no dependa de la frecuencia de excitación.

Como hace ver Clough [2], se puede definir el amortiguamiento histerético como la fuerza

de amortiguamiento proporcional a la amplitud del desplazamiento, pero en fase con la

velocidad. Para el caso de un movimiento armónico, se expresa tal que:

fD(t) = i ζ k u̇ (2.22)

Siguiendo con éste planteamiento, si se vuelve a escribir la ecuación de gobierno, en el

dominio de la frecuencia, con éste amortiguamiento, se extrae una impedancia compleja

cuya expresión serı́a:
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2.1 Definición del problema

K̄ = k (1 + i ζ) (2.23)

Con todo lo dicho y volviendo al concepto de coeficiente de balasto en sı́, se tiene que la

interacción suelo-estructura a estudiar tiene un coeficiente de balasto complejo. Ası́, el

modelo a usar es uno tipo Winkler.

2.1.4.1 Winkler

Se empieza con Winkler por ser la forma más sencilla de representar la interacción suelo-

estructura. El terreno se plantea como un conjunto de resortes complejos independientes

entre sı́, de forma que responde de forma análoga a como expresa la ley de Hooke, como

se aprecia en la figura 2.6 :

Zona de contacto
Impedancia

Terreno lejano

Figura 2.6: Interacción suelo-estructura tipo Winkler

Anaĺıticamente, se representa tal que:

qW
H

= −KW · (uy − uIy) (2.24)

donde KW es el coeficiente de balasto (impedancia Winkler), uy es el desplazamiento

del pilote, uIy es el desplazamiento del terreno debido a la excitación que pueda afectar

al mismo, y qWH es la carga que percibe el pilote (según Winkler).

Sin embargo, a pesar de ser tan convenientemente sencillo, el planteamiento de Winkler

raramente representa la realidad del terreno, pues el efecto que se consigue con tal

representación es que la respuesta sea discontinua.

Como se puede ver en la figura 2.7, con éste planteamiento es lo mismo considerar una

carga distribuida en un cuerpo elástico que una puntual en un cuerpo rı́gico; puesto que,

al ser independientes los resortes entre sı́ cualquier resorte fuera del área cargada no

percibe la carga. Por eso aparece la discontinuidad en el contorno de dicho área.

Ası́, para conseguir que la respuesta tenga un carácter más continuo, hace falta crear

una cierta dependencia entre los resortes, lo cual no es nada descabellado. Según el

trabajo de Vlasov-Leontiev [17], las reacciones del terreno aparecen incluso fuera de la

zona donde se aplica la carga, de forma que la carga se expande por cohesión. Suponer

por tanto una mayor continuidad en el material introducirı́a la deflexión del terreno en el

modelo [5], haciendo más realista la respuesta obtenida con el mismo.
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2 Formulación del modelo

Figura 2.7: Discontinuidad debida a modelo tipo Winkler

2.1.4.2 Pasternak

Una vez se llega a la conclusión de que hace falta conectar los resortes de Winkler, se

tienen varias maneras de hacerlo. Pasternak propone lo siguiente: suponer una estrato

viscoelástico compuesto por elementos incompresibles que se deforman solo por cortan-

te y transversalmente respecto a los mismos [7], entre el terreno y la estructura. Véase

en la figura 2.8.

Impedancia

Zona de contacto

Terreno lejano

Capa de elementos

a cortante

Figura 2.8: Interacción suelo-estructura tipo Pasternak

Dicha suposición se parece a la propuesta por Veletsos [16], que consiste en conectar

la serie de capas de terreno (resortes) con una base común, eso sı́, no entre terreno y

estructura. Véase en la figura 2.9.

Zona de contacto

Terreno lejano

Impedancia

B��� ����� 	�

Veletsos

Figura 2.9: Interacción suelo-estructura tipo Veletsos

Otros modelos parecidos son los de Kerr y Vlasov-Leontiev, que Jones-Xenophontos

demuestra suficientemente parecidos [6]. Entiéndase, con la función de forma adecuada

para el modelo de Vlasov-Leontiev se llega a la ecuación de gobierno de Kerr.
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2.1 Definición del problema

Nótese ahora que se puede asumir el modelo Kerr como una extensión del Pasternak

(o éste un caso particular del Kerr). Ası́ pues, volviendo a intentar tomar el modelo más

simple, pero realista, se busca un modelo tipo Pasternak.

De ésta manera, representando anaĺıticamente el caso, se parte con la carga que siente

la estructura proveniente del terreno:

qPy = −KP1

(

uy − uIy
)

− qSheary (2.25)

Por otra parte, sabiendo que la capa de cortante responde con un cortante de carácter

viscoleástico, se tiene:

V Shear = KP2 ·
∂uy
∂x

(2.26)

Planteando equilibrio en un único elemento de la capa de cortante, como se representa

en la figura 2.10, se tiene lo siguiente:

V + ∂V/∂x · dx

dx

q(x)

V

Figura 2.10: Elemento diferencial de la capa de cortante

∂V Shear

∂x
+ qSheary = 0 → qSheary = KP2 ·

∂2uy
∂x2

(2.27)

por lo que, sustituyendo la expresión de la carga debida a la capa de cortante del terreno

(ecaución 2.26) en la ecuación de equilibrio (2.27), se tiene:

qPy = −KP1 · (uy − uIy) +KP2 ·
∂2uy
∂x2

(2.28)

El primer término es coneptualmente idéntico al mostrado con la interacción tipo Winkler.

Nótese además que si KP2 se anula, la carga tiene la misma forma que la de Winkler,

por lo que se puede asumir KP1 = KW . Renombrando las impedancias se tiene, pues

la expresión escogida para representar el terreno, que sintetiza su reacción en dos co-

eficientes de balasto:

qPH = −KW · (uy − uIy) +KP · ∂
2uy
∂x2

(2.29)

donde qP
H

es la carga horizontal que soporta el pilote siguiendo el planteamiento de

Pasternak, KW es la impedancia Winkler, y KP es la impedancia nueva introducida por el
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2 Formulación del modelo

modelo Pasternak. O segundo coeficiente de balasto, para nuestro caso. Como el modelo

Pasternak generaliza el modelo Winkler, basta con anular la impedancia Pasternak para

obtener el modelo Winkler.

De esta manera, asumiendo una interacción suelo-estructura de tipo Pasternak, se espe-

ra dar la continuidad suficiente al modelo. Además, contar con un parámetro más, desde

el punto de vista puramente matemático, deberı́a suponer una ventaja respecto a usar

un modelo Winkler.

2.1.4.3 Inercias, cabeceo y distorsión

Para seguir dando el carácter general al modelo, se tienen en cuenta también los siguien-

tes factores en el comportamiento del pilote, con los que se espera mejorar la calidad del

modelo en cuanto a representar la realidad fı́sica del pilote y su comportamiento:

INERCIAS

Si bien la inercia del pilote es una caracterı́stica debida puramente a la masa del mismo,

afecta sensiblemente en la interacción suelo-estructura y, por tanto, en la respuesta glo-

bal del modelo. Aparte, tal como se nombró anteriormente, se han supuesto condiciones

de contorno tales que representen de forma sencilla la interacción completa con el te-

rreno, por lo que se tenı́a ya en cuenta impĺıcitamente que se pretendı́a incluir el efecto

de la inercia en el conjunto.

Ası́ pues, tanto a traslación como a rotación, sus expresiones anaĺıticas son:

qinerciaH = ρAüy (2.30)

qinercia
θ

= ρIθ̈ (2.31)

siendo la inercia a la rotación una innovación respecto al modelo planteado por Ariel

Santana en su PFC [10].

CABECEO

Un modelo Winkler básico tiene en cuenta principalmente el desplazamiento, dando ex-

presión a la reacción del terreno al mismo, como se ve en la figura 2.11, (a) :

Figura 2.11: Modos de vibración del elemento de viga considerados

Sin embargo, se puede complementar con la reacción al giro. En nuestro caso se decide

introducir la expresión del momento distribuido, asociado con la impedancia al giro (Figu-

ra 2.11, (b)). Ésto también supone una innovación respecto al PFC de Ariel Santana [10].
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2.1 Definición del problema

Ası́, el momento repartido tiene una expresión tal que:

qθ = −KR · θ (2.32)

donde KR es la impedancia al giro.

Nótese que aquı́ no se incluye difractado (θ − θI), porque el giro debido exclusivamente

a la onda incidente (θI ) es de otra naturaleza: cortante, no flector.

DISTORSIÓN

Miembros de la división, también dedicados a testeo y desarrollo de modelos de inter-

acción suelo-estructura, proponen en un artı́culo (aún en revisión, para Bulletin of Earth-

quake Engineering) incluir el efecto de las tensiones rasantes al fuste del pilote, para

mejorar la respuesta del modelo en lo que al esfuerzo cortante se refiere. Si bien puede

parecer que el impacto de dichos esfuerzos no es de gran calado, en los resultados se

puede observar que sı́ afecta apreciablemnte a la respuesta del modelo.

Se propone pues introducir una carga como la representada en la figura 2.12:

x

zy

qθ

θ

tx

Figura 2.12: Tensiones rasantes sobre el fuste del pilote

Su expresión anaĺıtica se obtiene entonces de integrar las tensiones rasantes en el

perı́metro de la sección:

qIθ = −
∮

r τ Ixdl (2.33)

Sustituyendo, sacando las constantes,

qIθ = −
∫ 2π

0

D

2
sinϕGs

∂uIy
∂x

D

2
sinϕGsdϕ = −Gs

D2

4

∂uIy
∂x

∫ 2π

0
sinϕ2dϕ (2.34)
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2 Formulación del modelo

y resolviendo la integral:

qIθ = −KD ·
∂uIy
∂x

/ KD = GsD
2π

4
(2.35)

donde KD se expresa como si fuese una impedancia a la distorsión, no dependiente de

la frecuencia, como se representa en 2.11, (c).

2.1.4.4 Cálculo de impedancias

Ya se tiene definida la interacción suelo-estructura. Ahora bien, ¿qué valor se le deberı́a

dar a la impedancia? Sobre eso también hay mucho escrito. Inicialmente se piensa en

usar el cálculo de Gazetas [4], pero cuando se considera incluir el cabeceo, se hace

necesario utilizar un cálculo que incluya dicho tipo de movimiento. Ası́, se piensa en

Novak [8], cuyos cálculos consideran 4 modos de vibración: desplazamiento horizontal,

desplazamiento vertical, giro y torsión. En nuestro caso éste último no se usa.

Las hipótesis iniciales de Novak son:

suelo: infinito, homogéneo, isotrópico, amortiguamiento histerético

pilote: rigido, circular, sin masa, longitud infinita

pequeños movimientos

vibracion armónica

y sus impedancias:

KH = Gs ·D · SH , KR = Gs ·D2 · SR (2.36)

donde Gs es el módulo de rigidez del suelo, D es el diámetro del pilote y SH y SR son

las siguientes impedancias adimensionales:

SH = π · a
∗
0

2
· T (2.37)

SR =
π

4
· (1 + j2ξ)

[

1 + a0
K0(a0)

K1(a0)

]

(2.38)

cuyas constantes son:

T = − 4K1(b0)K1(a0) + a0K1(b0)K0(a0) + b0K0(b0)K1(a0)

b0K0(b0)K1(a0) + a0K1(b0)K0(a0) + b0a0K0(b0)K0(a0)
(2.39)

a0 =
j 2 a∗0√
1 + j2ξs

(2.40)

b0 =
j 2 a∗0

η
√

1 + j2ξs
(2.41)

η =

√

2(1 − νs)

1− 2νs
(2.42)
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2.1 Definición del problema

donde las (Kn(z)) son funciones modificadas de Bessel de segundo tipo, order n y argu-

mento z.

A pesar de las diferencias entre estas hipótesis y las asumidas en nuestro modelo, se

considera que el resultado es suficientemente bueno. Nótese que aunque Novak no ten-

ga en cuenta la masa, nosotros hemos introducido la inercia, para no perder de vista su

efecto.

Por otro lado, es importante prestar atención a la dependencia que tiene la impedancia

dinámica de la frecuencia. Según Soriano [13], la equivalencia entre el comportamiento

de un medio continuo (el semiespacio donde se apoya el cimiento) y un modelo discreto

sólo es posible cuando las llamadas constantes de resorte son función de la frecuencia

de excitación. En la implementación del problema se nota especialmente.

En cuanto a Novak, de nuevo, en general da buenos resultados, salvo que se quieran

representar bajas frecuencias o, directamente, un problema estático. Además, falla para

estructuras poco esbeltas, lo cual no extraña si se recuerda que se formula pensando

en un pilote de longitud infinita. Dicho error se debe a que no expresa bien la capacidad

del medio, entre la zona de contacto y el medio lejano, para transmitir con esfuerzos

verticales los esfuerzos cortantes horizontales, según apunta Veletsos [16].

Por ello, Santana estudia en su TFM otras formas de calcular la impedancia del te-

rreno [11], encontrado que Mylonakis mejora los resultados de Novak. También discu-

te el modelo tipo Vlasov-Leontiev, haciendo ésfasis en la importancia de seleccionar la

función de forma adecuada.

Como se nombra anteriormente, la diferencia entre un modelo tipo Kerr y uno tipo Vlasov-

Leontiev reside precisamente en esas funciones de forma. También que el modelo Pas-

ternak podrı́a considerarse un caso particular del Kerr. Con todo ésto, lo que se pretende

en éste PFC es alcanzar una representación integre todas las observaciones hechas

hasta ahora para dar una respuesta sencilla, pero fiable, a cómo se comporta el pilote

frente a una excitación armónica del terreno.

Ası́, si uno asume conocidos la impedancia para cada modo de vibración del pilote,

calculándolas con el procedimiento de Novak, sólo queda pendiente el coeficiente Pas-

ternak (KP ). De ésta manera, el modelo pasa a ser paramétrico, dependiente del valor

que tome KP .

Sin embargo, para poder identificar el valor óptimo de KP y comparar resultados en-

tre distintas configuraciones fı́sicas, hace falta adimensionar dicho parámetro. Por ello,

tomando los términos dependientes del mismo de la ecuación 2.68 y se tiene:

L2KP

EI
,

KP

GAκ
(2.43)

haciendo análisis dimensional sobre los mismo, para asegurar que dichos términos sean

adimensionales, se llega a:

KP = G ·D2 · SP (2.44)

donde G es un módulo de rigidez y SP es el parámetro adimensional de Pasternak.
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2 Formulación del modelo

En adelante, se trabaja principalmente con SP , pues es el parámetro que se optimiza,

buscando el valor del mismo que ayude a ajustar mejor las curvas de Pasternak (usando

datos de otro modelo como referencia). Para los cálculos, se asume que el G presente

en la ecuación 2.44 coincide con Gs, pues ası́ recuerda mucho a las fórmulas 2.36.

2.1.4.5 Esquema general

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos representar el problema con el esquema mos-

trado en la figura 2.13:

x

Vi
�

Ti�
�����


�i
� ��

cortante

I�������i�

R������

O��� i��i�����  �

Figura 2.13: Esquema general del problema propuesto

2.2 Formulación de la ecuación general de gobierno

Habiendo explicado las partes de las que se compone el conjunto del modelo, se puede

entrar a la formularlo; de forma que se representa anaĺıticamente lo que se ve en la figura

2.13.

Como se quiere integrar el efecto de las inercias, el cabeceo y de la distorsión, se hace

necesario replantear la ecuación general de gobierno para una viga Timoshenko, pero

ésta vez con los elementos nombrados. Partimos pues planteando equilibrio en el ele-

mento de viga, según se muestra en la figura 2.14, teniendo en cuenta las inercias:

∂V

∂x
− ρAüy + qy = 0 (2.45)

∂M

∂x
+ V − ρIθ̈ + qθ = 0 (2.46)

Tomando la ecuación 2.9, que define el esfuerzo cortante, se sustituye en 2.45. Lo obte-

nido, se deriva una y dos veces respecto a x, como se muestra:
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2.2 Formulación de la ecuación general de gobierno

V + ∂V/∂x · dx

dx

M + ∂M/∂x · dx

q(x)V
M

y

x

q(�)

qi(x)qi(�)

Figura 2.14: Elemento de viga Timoshenko, considerando las inercias

∂θ

∂x
=

∂2uy
∂x2

− ρ

Gκ
· üy +

1

GAκ
· qy (2.47)

∂2θ

∂x2
=

∂3uy
∂x3

− ρ

Gκ
· ∂üy
∂x

+
1

GAκ
· ∂qy
∂x

(2.48)

Con la ecuación 2.9 y 2.10 en 2.48, se tiene:

∂2θ

∂x2
+

GAκ

EI

(

∂uy
∂x

− θ

)

− ρ

E
· θ̈ + 1

EI
· qθ = 0 (2.49)

Sustituyendo en 2.49 la ecuación 2.48, que corresponde al valor de la segunda derivada

parcial de θ respecto a x, tenemos:

∂3uy
∂x3

− ρ

Gκ
· ∂üy
∂x

+
1

GAκ
· ∂qy
∂x

+

+
GAκ

EI

(

∂uy
∂x

− θ

)

− ρ

E
· θ̈ + 1

EI
· qθ = 0

(2.50)

Derivando la ecuación 2.50:

∂4uy
∂x4

− ρ

Gκ
· ∂

2üy
∂x2

+
1

GAκ
· ∂

2qy
∂x2

+

+
GAκ

EI

(

∂2uy
∂x2

− ∂θ

∂x

)

− ρ

E
· ∂θ̈
∂x

+
1

EI
· ∂qθ
∂x

= 0

(2.51)

Tomando las expresiones 2.47 y 2.51, se hace un cambio para sacar los términos de-

pendientes de θ de la ecuación. Se tiene pues:

∂4uy
∂x4

− ρ

Gκ
· ∂

2üy
∂x2

+
ρA

EI
· üy +

1

GAκ
· ∂

2qy
∂x2

− 1

EI
· qy −

− ρ

E
· ∂

2üy
∂x2

+
ρ2

EGκ
· ....
uy −

ρ2

EGκ
· q̈y +

1

EI
· ∂qθ
∂x

= 0

(2.52)
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2 Formulación del modelo

Se cambia la ecuación 2.52 al dominio de la frecuencia y se tiene:

∂4ūy
∂x4

+
ρω2

Gκ
· ∂

2ūy
∂x2

− ρAω2

EI
· ūy +

1

GAκ
· ∂

2q̄y
∂x2

− 1

EI
· q̄y +

+
ρω2

E
· ∂

2ūy
∂x2

+
ρ2ω4

EGκ
· ūy +

ρ2ω2

EGκ
· q̄y +

1

EI
· ∂q̄θ
∂x

= 0

(2.53)

Haciendo el cambio de variable, para hacer que la ecuación 2.53 no dependa de la

longitud del pilote, y agrupando términos se tiene:

∂4ūy
∂ξ4

+

(

ρω2L2

Gκ
+

ρω2L2

E

)

∂2ūy
∂ξ2

+

(

ρ2ω4L4

EGκ
− ρAω2L4

EI

)

ūy +

+
L2

GAκ
· ∂

2q̄y
∂ξ2

+

(

− L4

EI
+

ρ2ω2L4

EGκ

)

· q̄y +
L3

EI
· ∂q̄θ
∂ξ

= 0

(2.54)

Si además, damos nombre a algunas de las constantes observadas, tenemos:

∂4ūy
∂ξ4

+ κ2aα · ∂
2ūy
∂ξ2

− κ4l β · ūy +
L2

GAκ
· ∂

2q̄y
∂ξ2

+
L4

EI
β · q̄y +

L3

EI
· ∂q̄θ
∂ξ

= 0 (2.55)

Donde,

κ2a =

(

ω · L
ca

)2

(2.56)

α =

(

1 +
E

G · κ

)

(2.57)

κ4l =

(

ω · L2

rg · ca

)2

(2.58)

β =

(

1− ω2 ρI

GAκ

)

(2.59)

2.3 Resolución analı́tica

Teniendo en cuenta la expresión anaĺıtica de las cargas (2.29, 2.32 y 2.35), haciendo el

consabido cambio al dominio de la frecuencia y el cambio de variable (x = L · ξ) en ellas

y sustituyendolas en la ecuacinón de gobierno (2.55), se obtiene:

∂4ūy

∂ξ4
+ κ2aα · ∂

2ūy

∂ξ2
− κ4l β · ūy = − L2

GAκ

(

−KH · ∂
2ūy
∂ξ2

+KH ·
∂2ūIy
∂ξ2

+KP · ∂
4ūy
∂ξ4

)

+

+
L4

EI
β

(

−KH · ūy +KH · ūIy +KP · ∂
2ūy
∂ξ2

)

− L3

EI

(

KD

L
·
∂2ūIy
∂ξ2

+KR · ∂θ̄
∂ξ

)

(2.60)
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2.3 Resolución analı́tica

Como la derivada del giro (∂θ̄/∂ξ) es desconocida, se hace necesario hallar la expresión

de θ(u). Partiendo de la ecuación 2.50 e introduciendo 2.29, 2.32 y 2.35, se tiene:

∂3ūy
∂x3

− ρω2

Gκ
· ∂ūy
∂x

+
1

GAκ

[

−KH

(

∂ūy
∂x

−
∂ūIy
∂x

)

+KP · ∂
3ūy
∂x3

]

+

+
GAκ

EI

(

∂ūy
∂x

− θ̄

)

+
ρω2

E
· θ̄ − 1

EI

[

KD ·
∂ūIy
∂x

+KR · θ̄
]

= 0

(2.61)

Quitando los corchetes y haciendo el cambio de x a ξ, obtenemos:

∂3ūy
∂ξ3

+
ρω2

Gκ
· ∂ūy
∂ξ

− L2KH

GAκ

(

∂ūy
∂ξ

−
∂ūIy
∂ξ

)

+
KP

GAκ
· ∂

3ūy
∂ξ3

+

+
GAκL2

EI
· ∂ūy
∂ξ

− GAκL2

EI
· Lθ̄ + L2KR

EI
· Lθ̄ − L2KD

EI
·
∂ūIy
∂ξ

= 0

(2.62)

De donde, tras reordenar los términos, se puede extraer que la expresión del giro, en

función de derivadas de ūy, es:

θ̄ = g3 · ∂
3ūy
∂ξ3

+ g1 · ∂ūy
∂ξ

+ gI ·
∂ūIy
∂ξ

(2.63)

Cuyas constantes se definen tal que:

g3 =
1 + KP

GAκ
(

GAκL2

EI
+ L2KR

EI

) (2.64)

g1 =
GAκL2

EI
− L2KH

GAκ
(

GAκL2

EI
+ L2KR

EI

) (2.65)

gI =

L2KH

GAκ
− L2KD

EI
(

GAκL2

EI
+

L2KR

EI

) (2.66)

Una vez hallada la expresión de θ̄, g3, g1 y gI y retomando con la ecuación 2.60, se tiene:

∂4ūy
∂ξ4

+ κ2aα · ∂
2ūy
∂ξ2

− κ4l β · ūy =
L2KH

GAκ
· ∂

2ūy
∂ξ2

− L2KH

GAκ
·
∂2ūIy
∂ξ2

+

+
KP

GAκ
· ∂

4ūy
∂ξ4

− βL4KH

EI
· ūy +

βL4KH

EI
· ūIy +

βL2KP

EI
· ∂

2ūy
∂ξ2

−

− L2KD

EI
·
∂2ūIy
∂ξ2

− L2KR

EI
·
[

g3 ·
∂4ūy
∂ξ4

+ g1 ·
∂2ūy
∂ξ2

+ gI ·
∂2ūIy
∂ξ2

]

(2.67)
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2 Formulación del modelo

Reordenando los términos y agrupando:

[

1 +
L2KR

EI
· g3 −

KP

GAκ

]

· ∂
4ūy
∂ξ4

+

[

κ2aα− L2KR

EI
· g1 −

L2KH

GAκ
− βL2KP

EI

]

· ∂
2ūy
∂ξ2

+

+

[

−κ4l β +
βL4KH

EI

]

· ūy =

[

L2KR

EI
· gI −

L2KH

GAκ
− L2KD

EI

]

·
∂2ūIy
∂ξ2

+

[

βL4KH

EI

]

· ūIy
(2.68)

De lo cual se obtiene que:

∂4ūy
∂ξ4

+ C2 ·
∂2ūy
∂ξ2

+ C0 · ūy = CI2 ·
∂2ūIy
∂ξ2

+ CI0 · ūIy (2.69)

Donde,

C2 =
1

1 + L2KR

EI
· g3 − KP

GAκ

·
[

κ2aα− L2KH

GAκ
− L2KR

EI
· g1 −

βL2KP

EI

]

(2.70)

C0 =
1

1 + L2KR

EI
· g3 − KP

GAκ

·
[

−κ4l β +
L4KH

EI
β

]

(2.71)

CI2 =
1

1 + L2KR

EI
· g3 − KP

GAκ

·
[

L2KR

EI
· gI −

L2KH

GAκ
− L2KD

EI

]

(2.72)

CI0 =
1

1 + L2KR

EI
· g3 − KP

GAκ

·
[

L4KH

EI
β

]

(2.73)

Habiendo obtenido la ecuacíıon general de gobierno con las cargas, se procede a su

resolución, hallando la solución particular y la homogénea.

Sustituyendo en la ecuación 2.69 la expresión de la excitación 2.18 y de la solución

particular genérica y simplificando, se tiene:

B ·
[

(

L

D

)4

· (a∗0)4
]

+C2 · B ·
[

−
(

L

D

)2

· (a∗0)2
]

+ C0 ·B =

CI2 ·
1

2
·
[

−
(

L

D

)2

· (a∗0)2
]

+ CI0 ·
1

2

(2.74)

de lo cual se extrae:

B =
1

2
· −CI2 · ( L

D
)2 · (a∗0)2 + CI0

( L
D
)4 · (a∗0)4 − C2 · ( LD )2 · (a∗0)2 +C0

(2.75)
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2.3 Resolución analı́tica

Por tanto, la solución particular queda:

(ūy)P = B · (e j·a∗
0
·
L
D
·ξ + e−j·a∗

0
·
L
D
·ξ) (2.76)

Resolviendo ésta vez la ecuación 2.69 para ūIy = 0, se obtiene la ecuación caracterı́stica,

de la cual se extrae la expresión de la solución homogénea:

∂4ūy
∂ξ4

+ C2 ·
∂2ūy
∂ξ2

+ C0 · ūy = 0 (2.77)

λ4
i + C2 · λ2

i +C0 = 0 (2.78)

χ1,2 = −C2 ±
√

(C2)
2 − 4 · C0 (2.79)

(ūy)H =

i=4
∑

i=0

Ai · eλi·ξ (2.80)

λ1,2,3,4 = ±√
χ1,2 (2.81)

donde las Ai son constantes asociadas con cada una de las raı́ces de la ecuación ca-

racterı́stica. Para hallar el valor de dichas constantes, se aplican CC. Ası́, se obtiene un

sistema de ecuaciones, que al ser resuelto, nos da los valores de las constantes Ai.

Según se consideren unas CC u otras, el sistema de ecuaciones variará. Se formulan

todas las variantes. Véase a continuación:

Ecuación 1

Se refiere al desplazamiento o esfuerzo cortante soportado en la posición ξ = 0. En caso

de que se conozca el valor de desplazamiento, se tiene la ecuación 2.82

i=4
∑

i=1

Ai · eλi0 = U0 −B ·
(

e j·(a)∗0 ·0 + e−j·(a)∗0 ·0
)

i=4
∑

i=1

Ai = U0 − 2 ·B (2.82)

Si se conoce el valor del esfuerzo cortante, se tiene la ecuación 2.83

i=4
∑

i=1

Ai · λ3
i · eλi0 = −L3

EI
· V0 −B · (j · k3sL3) ·

(

e j·(a)∗
0
·0 − e−j·(a)∗

0
·0
)
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2 Formulación del modelo

i=4
∑

i=1

Ai · λ3
i = − L3

EI
· V0 (2.83)

Ecuación 2

Se refiere al giro o momento flector soportado en la posición ξ = 0. En caso de que se

conozca el valor de giro, se tiene la ecuación 2.84:

i=4
∑

i=1

Ai·(g3·λ3
i+g1·λi)·eλi0 = θ0·L−

[

B · g3(j · ksL)3 + (B · g1 +
gI
2
)(j · ksL)

] (

e j·(a)∗0 ·0 − e−j·(a)∗0 ·0
)

i=4
∑

i=1

Ai · (g3 · λ3
i + g1 · λi) = θ0 · L (2.84)

Si se conoce el valor del momento flector, se tiene la ecuación 2.85:

i=4
∑

i=1

Ai · (g3 · λ4
i + g1 · λ2

i ) · eλi0 =
L2

EI
·M0 −B · (j · k2sL2) ·

(

e j·(a)∗
0
·0 + e−j·(a)∗

0
·0
)

i=4
∑

i=1

Ai · (g3 · λ4
i + g1 · λ2

i ) =
L2

EI
·M0 − 2 · (j · k2sL2) ·B (2.85)

Ecuación 3

Se refiere al desplazamiento o esfuerzo cortante soportado en la posición ξ = 1. En caso

de que se conozca el valor de desplazamiento, se tiene la ecuación 2.86:

i=4
∑

i=1

Ai · eλi1 = U1 −B ·
(

e j·(a)∗
0
·1 + e−j·(a)∗

0
·1
)

i=4
∑

i=1

Ai · eλi = U1 −B ·
(

e j·(a)∗
0 + e−j·(a)∗

0

)

(2.86)

Si se conoce el valor del esfuerzo cortante, se tiene la ecuación 2.87 :

i=4
∑

i=1

Ai · λ3
i · eλi1 = − L3

EI
· V1 −B · (j · k3sL3) ·

(

e j·(a)∗0 ·1 − e−j·(a)∗0·1
)

i=4
∑

i=1

Ai · λ3
i · eλi = − L3

EI
· V1 −B · (j · k3sL3) ·

(

e j·(a)∗
0 − e−j·(a)∗

0

)

(2.87)
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2.4 Variables de salida del modelo

Ecuación 4

Se refiere al desplazamiento o esfuerzo cortante soportado en la posición ξ = 1. En caso

de que se conozca el valor de giro, se tiene la ecuación 2.88:

i=4
∑

i=1

Ai·(g3·λ3
i+g1·λi)·eλi1 = θ1·L−

[

B · g3(j · ksL)3 + (B · g1 +
gI
2
)(j · ksL)

] (

e j·(a)∗0 ·1 − e−j·(a)∗0 ·1
)

i=4
∑

i=1

Ai·(g3·λ3
i+g1·λi)·eλi = θ1·L−

[

B · g3(j · ksL)3 + (B · g1 +
gI
2
)(j · ksL)

] (

e j·(a)∗
0 − e−j·(a)∗

0

)

(2.88)

Si se conoce el valor del momento flector, se tiene la ecuación 2.89

i=4
∑

i=1

Ai · (g3 · λ4
i + g1 · λ2

i ) · eλi1 ·m =
L2

EI
·M1 −B · (j · k2sL2) ·

(

e j·(a)∗
0
·1 + e−j·(a)∗

0
·1
)

i=4
∑

i=1

Ai · (g3 · λ4
i + g1 · λ2

i ) · eλi =
L2

EI
·M1 −B · (j · k2sL2) ·

(

e j·(a)∗
0 + e−j·(a)∗

0

)

(2.89)

En nuestro caso concreto, tal como se explica en el apartado dedicado a explicar las CC,

se ha decidido impedir el giro y aplicar un desplazamiento igual a la unidad en ξ = 0,

mientras que se anula el cortante y el flector en ξ = 1. Por ello, para formar nuestro

sistema de ecuaciones, tomamos las ecuaciones 2.82, 2.84, 2.87 y 2.89.

Ahora sı́, teniedo el sistema y, por tanto, siendo conocidas las constantes, tenemos la

solución fundamental. De ésta manera, sumando la solución homogénea (ecuación 2.80)

y la particular (ecuacioón 2.76), la solución general queda completamente definida.

2.4 Variables de salida del modelo

Una vez calculadas la solución homogénea y particular de ūy, podemos definir las varia-

bles de salida del modelo.

De manera que el desplazamiento serı́a la solución general de la ecuación de gobierno.

El giro, lo obtenido de sustituir el desplazamiento en la ecuación 2.63. Al cortante y al

flector, sin embargo, hay que darles expresión.

Partiendo de las ecuaciones 2.9 y 2.10, aplicando ξ = x/L y cambiando al dominio de la

frecuencia

V̄dim =
κAG

L
·
(

∂ūy
∂ξ

− θ̄

)

(2.90)

M̄dim =
EI

L
· ∂θ̄
∂ξ

(2.91)
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2 Formulación del modelo

Ahora, haciendo algunos cambios en los términos de 2.90 y 2.91, se puede observar:

V̄dim = ED · f ·
(

∂ūy
∂ξ

− θ̄

)

(2.92)

M̄dim = ED2 · f · ∂θ̄
∂ξ

(2.93)

Donde f =
( rg
D

)2( A
D2

)(

D
L

)2
. Ası́ pues, reuniendo las soluciones para todas las variables,

se tiene:

ūy =

i=4
∑

i=0

Ai · eλi·ξ + B · (e j·ks·ξ + e−j·ks·ξ) (2.94)

θ̄ =
i=4
∑

i=0

Ai · (g3λ3
i + g1λi) · eλi·ξ +

+ B ·
[

g3 · (jks)3 + jks(g1 +
1
2)
]

· (e j·ks·ξ − e−j·ks·ξ)

(2.95)

V̄ =

i=4
∑

i=0

Ai · f · (g3λ3
i + g1λi) · eλi·ξ +

+ B · f ·
[

g3 · (jks)3 + jks(g1 +
3
2)
]

· (e j·ks·ξ − e−j·ks·ξ)

(2.96)

M̄ =

i=4
∑

i=0

Ai · f · (g3λ4
i + g1λ

2
i ) · eλi·ξ −

− B · f ·
[

g3 · (jks)4 + (jks)
2(g1 +

1
2)
]

· (e j·ks·ξ + e−j·ks·ξ)

(2.97)

de manera que se formulan para que den valores adimensionales. Ésto se hace para

poder comparar lo resultados obtenidos con distintas configuraciones.

Si, por el contrario, se busca el valor de la variable con su dimensión, hace falta entonces

aplicar el factor adecuado, según el caso:

ūy,dim = ūy (2.98)

θ̄dim = θ̄ · 1
L

(2.99)

V̄dim = V̄ · E D (2.100)

M̄dim = M̄ · E D2 (2.101)

Nótese que en el desplazamiento, concretamente y tal y como se plantea el problema,

coincide con la solución general a la ecuación de gobierno debido a las CC escogidas.
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VERIFICACIÓN DEL MODELO

CAPÍTULO3

Para validar el modelo que se presenta es necesario una estimación de la calidad de los

datos de salida del mismo. Para ello, se realiza una comparación entre éstos y los obteni-

dos con un modelo de referencia adecuado para el caso, que se expone a continuación.

3.1 Modelo de referencia: BEM-BEM

El modelo de referencia necesita ser preciso, fiable y estar disponible para su uso. Dentro

del propio Grupo, la Divisiń de Mecánica de los Medios Continuos y Estructuras del

SIANI, se ha desarrollado un modelo basado en el MEC. Dicho modelo (nótese que nos

referiremos al modelo como BEM-BEM y al método, como MEC), se usa para obtener la

solución de referencia, por su capacidad para dar una solución del problema rigurosa en

cuanto a la mecánica del medio continuo.

Además, el modelo cuenta con el respaldo de la investigación previa realizada por el Gru-

po, que cuenta con publicaciones tales como [1], [3], que se usan de referencia (Véase

la bibliografı́a). Se considera, por tanto, demostrada su fiabilidad y se propone, para el

caso en el que se desee más material al respecto, consultar la página web del Grupo:

http://www.mmc.siani.es/publications/.

En el caso del BEM-BEM que se usa en el presente PFC, se plantea un MEC multiregión

de resolución directa. Se detalla a continuación:

Planteamiento teórico inicial

Se representan los desplazamientos y tensiones en el contorno Γ en el dominio Ω con

la ecuación integral siguiente, aplicada en el punto i (de coordenadas xi) y en la que se

consideran nulas las fuerzas de volumen:

cilk u
i
k +

∫

Γ
t∗lk uk dΓ =

∫

Γ
u∗lk tk dΓ (3.1)

donde las integrales sobre Γ se deben entender en el sentido del Valor Principal de

Cauchy (VPC); cilk es un término independiente que toma un valor u otro en función de
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3 Verificación del modelo

si el punto i está o no en el contorno, uik y tik representan las componentes en dirección

k de los desplazamientos y tracciones en puntos de Γ, siendo u∗lk y t∗lk la solución fun-

damental en desplazamientos y tensiones respectivamente, para los mismos puntos, en

la dirección k cuando una carga puntual actúa en la dirección l en el punto i. La ecua-

ción 3.1 es válida tanto para problemas estáticos como dinámicos, si bien en cada caso

difiere la expresión de la solución fundamental. Dicha ecuación integral, se resuelve de

manera numérica (estrategia de resolución directa) [3].

A partir de la ecuación integral, discretizando el problema, se construye un sistema de

ecuaciones lineales, con el que se puede obtener los desplazamientos y tensiones en el

contorno, a priori desconocidos. El campo incidente se incluye planteando las ecuacio-

nes integrales en términos de campo difractado [3]. Se tiene entonces:

H
(

u− uI
)

= G
(

t− tI
)

(3.2)

donde H y G son las matrices de influencia, u y t son los desplazamientos y tensiones

del campo total, y uI y tI son desplazamientos y tensiones del campo incidente, con

expresión anaĺıtca 2.20. De ésta manera, los desplazamientos y tensiones a través de

∂Ωα se relacionan también con las matrices de influencia del MEC.

Condiciones de contacto

Sean Ωα y Ωβ dos regiones en contacto a través de la interfase Γj. Dicha interfase Γj

tiene dos caras: Γj+ y Γj− , cuyas orientaciones son compatibles respectivamente con

las regiones Ωα y Ωβ. Los contornos de ambas regiones son entonces ∂Ωα = Γj+ ∪ Γi y

∂Ωβ = Γj− ∪Γk. Los desplazamientos y tensiones a través de ∂Ωα se relacionan con las

matrices de influencia del MEC, por lo que:

[

Hi,i Hi,j+

Hj+,i Hj+,j+

]{

ui

uj+

}

=

[

Gi,i Gi,j+

Gj+,i Gj+,j+

]{

ti

tj+

}

(3.3)

El sistema para ∂Ωβ se construirı́a de forma análoga.

Por otro lado, el contacto puede considerarse suave o soldado. En nuestro caso, se

considera soldado, por lo que las condiciones de compatibilidad y equilibrio son uj+ =
uj− y tj+ + tj− = 0. con ellos, se llega a un sistema de ecuaciones lineales, tal que:













Hi,i Hi,j+ −Gi,j+ ∅

Hj+,i Hj+,j+ −Gj+,j+ ∅

∅ Hj−,j− Gj−,j− Hj−,k

∅ Hk,j− Gk,j− Hk,k



































ui

uj+
tj+
uk























=













Gi,i ∅

Gj+,i ∅

∅ Gj−,k

∅ Gk,k













{

ti

tk

}

(3.4)

el cual debe ser entendido como una parte del sistema completo si existiesen más regio-

nes o contornos.
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3.1 Modelo de referencia: BEM-BEM

Tensión resultante de la sección transversal

La solución en un punto i de coordenadas xi dentro del dominio Ω se obtiene de la

ecuación integral singular interior (Es decir, sustituyendo cilk = δlk en 3.1, siendo δlk una

delta de Dirac) y sus derivadas, en una fase de post-procesado.

Con la integral hipersingular (interior Hypersingular Boundary Integral Equation, HBIE),

en cambio, habiendo obtenido los tensores de tensión σi
lk y deformación ǫilk con una

combinación adecuada de las derivadas de la respuesta, se calcula la tracción til = σi
lkn

i
k

en el punto de coordenada xi. Su expresión es:

til =

∫

∂Ω
d∗lk tk dΓ−

∫

∂Ω
s∗lkuk dΓ, l, k = 1, 2, 3 (3.5)

donde uk y tk son ya conocidos, y d∗
lk

y s∗
lk

son soluciones fundamentales hipersingulares,

que pueden encontrarse en cualquier parte (Véase [3]).

Cada sección transversal del pilote X es una superficie orientada discretizada en NX

elementos. Cada elemento interno E de orden R sirve de soporte para un conjunto de

puntos internos localizados en los puntos de integración de una cuadratura gaussiana

de mismo orden.

Sean, pues, NR el número de puntos de integración de la cuadratura gaussiana, ηj y wj

el j-ésimo punto de cuadratura y peso. Entonces las fuerzas y momentos cartesianos

con respecto a xc son:

FE =

∫

E

t dS ≅

j=NR
∑

j=1

t
i
(

ηj

)

J
(

ηj

)

wj

ME =

∫

E

(x− xc)× t dS ≅

j=NR
∑

j=1

[

x
(

ηj

)

− xc

]

× t
i
(

ηj

)

J
(

ηj

)

wj

(3.6)

donde J es el Jacobiano de la superficie. Finalmente, las tensiones resultantes de la

sección transversal son:

FX =
∑

X

FE , MX =
∑

X

ME (3.7)

Discretización del problema

Cómo discretizar el dominio Ω puede cambiar el tiempo y recursos necesarios para im-

plementar el modelo, ası́ como la precisión y veracidad de los datos de salida. Por ello,

lo más inteligente es explotar todo posible factor que aumente la efectividad de la imple-

mentación.

Ası́, se aprovechan las propiedades de simetrı́a geométrica y funcional presentes en

éste problema. Suponiendo la excitación como una onda incidente en la dirección x1, se

aplican condiciones de simetrı́a en el plano x3 − x1 y condiciones de antisimetrı́a en el

plano x2 − x3. De ésta manera, se puede reducir el problema, en lo que se refiere a la

resolución, a un cuarto del original. Véase, para una mejor comprensión, la figura 3.1.
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3 Verificación del modelo

Figura 3.1: Mallas MEC multiregión: (Izquierda) Perspectiva de la malla usada, descri-

biendo un cuarto del dominio (Derecha) Detalle sección transversal del pilote, con sec-

ciones intermedias.

3.2 Estimación del error

El modelo necesita de un respaldo para poder darle el visto bueno, lo cual se consi-

gue comparando los datos de salida con los del modelo de referencia y viendo que son

aceptablemente parecidos unos y otros. Ası́, se hace una estimación de la calidad de

los datos obtenidos de manera objetiva; que además ayuda a entender mejor el compo-

tamiento del modelo mismo, al responder a qué pasarı́a si se introducen otros datos de

entrada, o en qué variables de salida se nota más, entre otras posibles cuestiones.

Por ello, la forma en que se decide estudiar dicha estimación es un factor crı́tico, tanto

para justificar la validez del modelo, como entender el comportamiento del modelo o

para la identificación del valor óptimo de SP , siendo éste el parámetro de Pasternak

adimensional.

Para empezar, poder comparar resultados para distintas frecuencias y configuraciones

fı́sicas hace necesario normalizar los valores de error, es decir, que éste deberá ser

relativo. La cuestión pasa a ser entonces qué valor escoger para normalizar. A priori, se

piensan las siguientes opciones:

Tipo de error 1

Se toma el valor absoluto del valor que toma la variable según el modelo BEM-BEM

para un determinado punto del pilote y frecuencia.

mNOR(ω, ξ) = |mBEM (ω, ξ) | (3.8)

Donde mNOR(ω, ξ) es el valor normalizador de una variable para un punto del pilote

y frecuencia dados, mBEM (ω, ξ) es el valor de la variable según el modelo BEM-

BEM para dicho punto del pilote y frecuencia, ξ es la posición en el pilote y ω es la

frecuencia estudiada.
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3.2 Estimación del error

Tipo de error 2

Ahora, el valor normalizador es el máximo valor que toma la variable dada según

el modelo BEM-BEM a lo largo del pilote para una determinada frecuencia.

mNOR(ω) = ( |mBEM (ω, ξ) | )max (3.9)

Tipo de error 3

En éste caso, el valor toma la diferencia entre el máximo y el mı́nimo valor, según

el modelo BEM-BEM, que toma una variable dada a lo largo del pilote y para una

frecuencia determinada.

mNOR(ω) = | (mBEM (ω, ξ))max − (mBEM (ω, ξ))min | (3.10)

Ası́, escoger un tipo de error u otro, según el valor con el que se normalice, lo que

consigue es resaltar más las diferencias entre los datos de referencia y los propios de

diferentes maneras. Se hace necesario pues plantear unas prioridades que supongan a

posteriori una ventaja para evaluar el modelo e identificar el SP adecuado.

Escoger un error relativo es necesario por lo ya dicho, pero existe la posibilidad de que

por medirlo comparativamente, parezcan igual de lejanos dos pares de valores proporcio-

nalmente igual de distantes entre sı́, aun si hay varios órdenes de magnitud de diferencia

entre una y otra pareja. Sirva de ejemplo decir que un 2 % puede ser tanto 2 de cada

100 como 2000 de entre 100000. La proporción es la misma; el error absoluto, no.

De ésta manera, optar por un valor normalizador que represente un intervalo de valores

posibles, no conflictivos, es la solución. Por esa descripción ya se descartan los errores

tipo 1 y 2, quedando el tipo 3.

Por lo expuesto, se considera adecuado optar por el tipo de error número 3, es decir, el

que toma como referencia la diferencia en términos absolutos entre el mayor y el menor

valor de la variable de salida a lo largo del pilote, para una determinada frecuencia.

Una vez decidido el valor que se usa para normalizar la medida de error, se hace ne-

cesario resaltar que, si bien se podrı́an calcular valores de error para cada punto de la

longitud del pilote; a posteriori, identificando el parámetro SP , no resulta práctico, pues

se pretende encontrar un valor para SP que sintetice la respuesta en toda la longitud es-

tudiada. Ésto se debe a que ası́ la formulación final del modelo es más sencilla y porque

no existe evidencia de que pueda depender de la longitud del pilote.

No hay que perder de vista que, aunque en nuestro caso se opte por sintetizar los errores

a lo largo del pilote en un valor, puede ser interesante estudiar en otro momento los

valores de error más detenidamente. Por ejemplo, para estudiar qué tanto puede afectar

la profundidad a la que se encuentre un punto de estudio en los resultados a obtener, y

su error respecto al modelo de refernecia.

De ésta manera, se decide calcular un error normalizado, que se representa anaĺıtica-

mente (suponiendo un mNOR(ω, ξ) genérico) en la ecuación 3.11:

E(ω, ξ) =
1

Nξ

∑

ξ

|mAN (ω, ξ)−mBEM (ω, ξ)|
mNOR(ω)

(3.11)

donde mAN (ω, ξ) es el valor que toma la variable en estudio según el modelo anaĺıtico

(ya sea el Winkler o Pasternak) para un punto del pilote y frecuencia dados y Np es el

número de puntos a lo largo del pilote.
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3 Verificación del modelo

Sustituyendo en la ecuaciń 3.11 la expresión del mNOR(ω) escogido (ecuación 3.10), se

tiene, finalmente:

E(ω, ξ) =
1

Nξ

∑

ξ

|mAN (ω, ξ)−mBEM (ω, ξ)|
|mBEM

max (ω, ξ) − mBEM
min (ω, ξ) |

(3.12)

32



IMPLEMENTACIÓN

CAPÍTULO4

Para poder probar el modelo, hace falta implementarlo. En éste capı́tulo se explica la

lógica seguida a la hora de implementar cada una de las partes del proyecto.

Hay dos bloques a éste respecto: el modelo numérico BEM-BEM, por un lado, y lo demás.

A continuación, se detalla el procedimiento seguido para implementar cada uno.

4.1 Modelo de referencia BEM-BEM

Como se menciona anteriormente, el modelo BEM-BEM utilizado fue desarrollado por el

Grupo.

El programa, escrito en lenguaje FORTRAN, necesita un fichero con los datos de la

configuración del problema (.dat) y dos ficheros con las mallas que define la geometrı́a a

ensayar (.msh). La salida la conforman otros dos ficheros de datos, (.dat.nso y .dat.tot).

El fichero de entrada .dat contiene datos tales como las propiedades fı́sicas de interés

de suelo y pilote, frecuencias a estudiar, CC... lo necesario para caracterizar el problema.

La malla, en cambio, se genera en el programa GMSH. Se selecciona el tamaño de ma-

lla según la frecuencia que se desea testear, ası́ como otros parámetros relacionados

directamente con la geometrı́a a estudiar. En nuestro caso, como se menciona anterior-

mente, se aprovecha la simetrı́a radial, construyendo una maya equivalente a un cuarto

del problema.

Los ficheros de datos de salida contienen mucha información, acerca de las frecuencias,

ı́ndice y valor; las caracterı́sticas geométricas del pilote, región, clase y tipo, ası́ como el

contorno, clase y cara de las superfı́cies limı́trofes, y los desplazamientos, giros y esfuer-

zos, proyectados en los ejes directores de cada superficie. Éstos últimos, en notación

polar, dependen de la región, clase y tipo.

Por ello, necesitan un post-procesado para facilitar su posterior uso, extrayendo de éstos

los valores de cada variable de salida por separado. Posteriormente, se almacenan los

datos en estructuras dentro de MatLab, cumpliendo entonces una función parecida a

la de una base de datos, de cara a la elaboración de errores para evaluar el modelo

anaĺıtico.
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4 Implementación

Para todo ello, y teniendo los datos de salida, se escriben unos filtros BASH y se ejecutan

en un simulador de Unix para Windows, llamado Cygwin. Ésto último se hace necesario

desde el momento en el que, siendo lo habitual en el Grupo, no se trabaja en Linux, sino

en Windows.

Se ha considerado adecuado utilizar estos programas por su disponibilidad, pues ambos

se usan frecuentemente en la división (salvo Cygwin), y por su facilidad de uso.

4.2 Modelo analı́tico, error y optimización

El Grupo cuenta con código ya escrito para calcular la respuesta del modelo anaĺıtico,

tanto Winkler como Pasternak. Sin embargo, se implementa un código aparte, al que se

añade el cálculo del error y la optimización de SP .

Todo ello se lleva a cabo en MatLab, por ser un software ampliamente conocido, que per-

mite una rápida adaptación al entorno para quien no conoce en profundidad el lenguaje.

Resulta sencillo también el manejo de datos, permitiendo la entrada y salida en ficheros

de datos (.dat o .txt), o la salida en gráficas (.eps).

Ası́, los datos de entrada en general se escriben directamente en los parámetros de

entrada del programa (serı́a posible implementarlo de forma que se hiciera desde un

fichero si se quisiera); salvo los datos obtenidos del modelo BEM-BEM, que se obtienen

en un programa aparte y se cargan desde ficheros de datos ya tratados, como se explica

en el apartado anterior. Para los datos de salida, en cambio, se deja abierta la posibilidad

desde los parámetros de entrada de guardarlos en ficheros o gráficas, según interese.

Por otro lado, en la figura 4.1 se muestra esquemáticamente el proceso llevado a cabo

para determinar el valor óptimo de SP , que implica el cálculo de los demás datos de

interés. Véase:

Figura 4.1: Proceso de optimización del modelo, identificando el SP que minimiza el

error.
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4.2 Modelo analı́tico, error y optimización

Como se puede apreciar, el proceso completo consta de 5 fases, que se tratan con más

detalle a continuación:

Fase 1.

Se parte de unos datos de entrada, que caracterizan la configuración y fenóme-

nos fı́sicos a tener en cuenta (si incluir cabeceo y/o tensiones rasantes, o no, por

ejemplo) del problema; ası́ como otros parámetros para definir el comportamiento

del algoritmo, como el número de frecuencias a estudiar o el tipo de proceso de

cálculo a seguir en la optimización.

Fase 2.

Siendo los datos de entrada conocidos (Si se trata de la primera iteración, se supo-

ne SP = 0), se llama de forma paralela a dos funciones, que devuelven la respuesta

en desplazamiento, giro, tensión y flector del pilote según el modelo anaĺıtico, en

una rama, y el modelo BEM-BEM, en la otra. Los datos obtenidos se almacenan

en ambos casos.

Fase 3.

Teniendo los datos de salida para ambos modelos, se comparan calculando el error,

tal como se plantea en el apartado correspondiente. Se almacenan los datos ob-

tenidos de error y se comprueba si son mı́nimos. En caso contrario, se vuelve a

iniciar desde la Fase 2, con distinto SP . Una vez se encuentra el error mı́nimo, se

considera encontrado el valor óptimo de SP .

Nótese que, como se dice en el apartado previamente, en lo que se refiere al mode-

lo anaĺıtico, la diferencia entre un modelo Winkler y Pasternak radica en si SP = 0
o no, lo cual es muy conveniente a la hora de implementar ambos modelos. Vasta

con anular el parámetro de entrada, sin crear ninguna función aparte, garantizando

que se sigue paso a paso el mismo código y que la diferencia que existiese entre

usar SP = 0 o no vendrá puramente de lo que se haga con dicho parámetro en la

entrada.

Fase 4.

Teniendo en cuenta que la optimización se realiza minimizando para una variable,

se recalcula el resto de variables de salida con el ya SP óptimo, en caso de ser

necesario (si se identifica el valor por barrido).

Fase 5.

Se acumulan los datos definitivos. Se les realiza post-procesado y/o representa-

ción, de nuevo, en caso de ser necesario. Se finaliza el proceso.

De ésta manera, se utiliza un fichero central que supone la columna vertebral, donde

se recoge en esencia el proceso explicado y desde el cual se llama a funciones que

resuelven lo requerido en casa fase.

En la minimización del error (o directamente, optimización), en concreto, se contrasta lo

obtenido pudiendo utilizar distintos procecimientos para el cálculo. Ası́, es posible identi-

ficar el error mı́nimo por barrido o usando la función fmincon. A continuación se detallan

los dos procesos utilizados:

4.2.1 Minimización por barrido

Consiste en acumular los datos de salida del modelo anaĺıtico, del modelo BEM-BEM y

de error para un vector de valores para SP , predeterminados desde el inicio del programa
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4 Implementación

en la Fase 1. En dicho vector consta como valor inicial SP = 0 siempre, para asegurar

que se comparan los modelos Winkler y Pasternak.

Es un método muy sencillo, lejos de ser el óptimo, pero adecuado para confirmar que la

función fmincon funciona, pues existı́a el riesgo de que ésta confundiese un mı́nimo local

con el mı́nimo global de la función. Siendo tan radicalmente distinto el procedimiento y

confirmando los resultados, dicho peligro desaparece.

4.2.2 Minimización usando fmincon

La función fmincon, en cambio, se escoge por su ideoneidad para el trabajo a realizar.

Viene incluida en el paquete de optimización de MatLab, es versátil y permite tener cierto

control sobre su comportamiento: escogiendo el algoritmo de cálculo, especificando la

escala del problema, escogiendo cómo hallar la sensibilidad del parámetro a minimizar,

los ĺımites de operación, etc. Las escogidas fueron las siguientes:

Lı́mite inferior: −1 · 10−15

Se escoge un valor muy pequeño y negativo, con el objetivo de que la función es-

tudie valores naturales pasando por 0. El detalle es importante, pues el intervalo

de estudio es cerrado; por lo que de seleccionar como ĺımite inferior el valor 0, la

función no ensayarı́a el modelo Winkler.

Lı́mite superior: Inf
Si bien no se introducen otras restricciones, los ĺımites en los que opera la fun-

ción deben ser especificados. En nuestro caso, desconociendo un valor máximo

que pudiese alcanzar SP , se aconseja desde la propia Ayuda de Matlab indicar

directamente el ĺımite como Inf .

Sensibilidad: Diferencias finitas centradas

El cálculo, cuando no se aporta directamente unos valores obtenidos de forma

anaĺıtica o se especifica otro método, se hace por defecto con diferencias finitas

hacia delante. En nuestro caso se usa las diferencias finitas centradas por su ca-

pacidad para dar resultados más precisos, pues el programa es suficientemente

rápdo como para no notar diferencia en la carga computacional extra que supone.

Existen más opciones disponibles, pero con esas es suficiente para que la función en-

cuentre el mı́nimo absoluto del error y registre el SP usado para obtener el mismo.
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RESULTADOS

CAPÍTULO5

Una vez formulado el modelo e implementado, se prueba hallando la solución para pro-

blemas con un rango de propiedades y dimensiones de interés práctico. Se presentan

los resultados que se consideran más relevantes.

5.1 Casos estudiados: configuraciones fı́sicas

Una vez explicado el modelo y la medida del error que se considera adecuado realizar; el

último requisito necesario antes de poder obtener números y cuantificar si se ha llegado

a buen puerto es decidir qué tantas configuraciones fı́sicas probar, ası́ como qué factores

variar entre un caso y otro.

De ésta manera, se considera adecuado estudiar el problema haciendo combinaciones

con distintos valores de la relación de esbeltez (L/D), la relación entre los modulos de

Young de suelo y estructura (Ep/Es) y el coeficiente de Poisson del terreno (ν). Si se

da 3 valores diferentes para cada parámetro, se tienen 27 casos diferentes de estudio,

donde todos tienen en común lo presentado en la tabla 5.1.

Diámetro del pilote DP = 0.6 (m)
Módulo de Young del pilote EP = 30 (GPa)
Relación de densidades ρsuelo/ρpilote = 0.7
Coeficiente de Poisson del pilote νP = 0.25
Coef. de amortiguamiento del suelo ξs = 0.05
Factor de cortante fc = 0.882352941
Número de frecuencias nw = 15
Número de puntos en el pilote np = 42

Tabla 5.1: Datos constantes en todas las configuraciones fı́sicas ensayadas.

Por otro lado, a la relación de esbeltez (L/D), la relación entre los modulos de Young

de suelo y estructura (Ep/Es) y el coeficiente de Poisson del terreno se le asignan los

valores que se ven en la tabla 5.2.
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5 Resultados

L/D Ep/Es ν
10 50 0.30

15 100 0.40

20 200 0.49

Tabla 5.2: Datos que varı́an según la configuración fı́sicas que se ensaye.

5.2 Respuesta de los modelos Winkler y Pasternak

El punto inicial del presente PFC es proveer de prueba empı́rica para demostrar que con

un modelo Pasternak, convenientemente identificado el parámetro SP , mejora sustan-

cialmente los resultados respecto a uno Winkler.

Una vez obtenidos los datos de salida, se comparan. Se observa lo siguiente:

5.2.1 Dependiendo de la frecuencia

Según sea la frecuencia de excitación, la respuesta varı́a. Se han testeado 15 frecuen-

cias, de las cuales se escoge las más representativas, como se muestra en las figuras

5.1, 5.2, 5.3 y 5.4.

Ası́, se fijan los ejes atendiendo a cuáles son los valores máximos obtenidos. Por ello,

los valores de las frecuencias bajas se ven prácticamente constantes. En conparación

lo son, aunque con una mirada más próxima se aprecia que no son curvas puramente

constantes.

Si nos fijamos en las figuras 5.3 y 5.4 se observa, en cambio, cómo la respuesta aumenta

su frecuencia de oscilación, ası́ como el ajuste del modelo Pasternak a lo obtenido con

el BEM-BEM. Sin embargo, se ve que en ξ = −1 el desplazamiento y el giro obtenidos

con los modelos anaĺıticos se alejan más de los del BEM-BEM, lo cual podrı́a deberse a

las CC escogidas.

5.2.2 Dependiendo de la configuración fı́sica

Además de la frecuencia, los resultados cambian según se analice el problema para una

determinada configuración fı́sica u otra.

De ésta manera, se puede ver que las curvas se desplazan, dependiendo de los valores

asignados a L/D, EP /ES y ν. Se muestran algunos ejemplos en las figuras 5.5, 5.6

y 5.7. Se ha decidido mostrar los datos dimensionales por la 5.5, para evitar que a la

hora de ajustar las curvas a los ejes, no pareciese (erróenamente) que la frecuencia

de la respuesta difiere de un caso a otro. Nótese que además de las curvas del modelo

Pasternak se incluyen las del modelo BEM-BEM, para poder comparar qué tanto se debe

el desplazamiento de las curvas a la variación de la configuración fı́sica o a SP .

Ası́, entrando a discutir propiamente lo mostrado en las gráficas, se observa lo siguiente:

Comparativa L/D. El modelo Pasternak ajusta bien los valores de las curvas in-

dependientemente del L/D escogido, pero se aprecia una mayor diferencia entre

el modelo Winkler y Pasternak conforme aumenta la esbeltez del pilote.
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Figura 5.1: Respuesta del modelo optimizado. Datos de entrada: L/D = 20, Ep/Es =
100, ν = 0.4, a∗0 = 0.01, optimizando M
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Figura 5.2: Respuesta del modelo optimizado. Datos de entrada: L/D = 20, Ep/Es =
100, ν = 0.4, a∗0 = 0.29, optimizando M
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Figura 5.3: Respuesta del modelo optimizado. Datos de entrada: L/D = 20, Ep/Es =
100, ν = 0.4, a∗0 = 0.65, optimizando M
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Figura 5.4: Respuesta del modelo optimizado. Datos de entrada: L/D = 20, Ep/Es =
100, ν = 0.4, a∗0 = 1.00, optimizando M
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5.3 Medida del error

Por otro lado, al contrario de lo que pueda parecer a simple vista, las curvas están

en fase. La apariencia dispar de las curvas en la gráfica se debe a que se presentan

datos adimensionales.

Comparativa EP/ES. En lo que a las curvas variando EP /ES , se observa una

dispersión más acusada de las mismas. El efecto de usar un modelo Pasternak

en lugar de uno Winkler mejora comparativamente más en éste caso que variando

L/D.

Comparativa ν. Sin embargo, dicho fenómeno apenas se aprecia al variar ν, pues

las curvas apenas se dispersan usando un valor de ν u otro.

5.2.3 Dependiendo de la variable a optimizar

La optimización se realiza para disminuir el error de una variable; pero escoger optimizar

una variable u otra cambia el SP considerado óptimo y, por tanto, el resultado a obtener.

Ası́, se muestran la respuesta para las variables de salida optimizando para el desplaza-

miento, el giro, el cortante y el flector, que se muestra en las figuras 5.8, 5.9, 5.10 y 5.4,

respectivamente. Se escoge representar en todas las gráficas la mayor frecuencia de

estudio, porque se aprecian mayores amplitudes en los resultados. Se espera ası́ hacer

notar mejor cómo çambian”las gráficas según se optimice para una variable u otra.

5.3 Medida del error

Como ya se dice anteriormente, cuantificar la diferencia entre los datos de referencia y

los obtenidos con el modelo que se presenta es necesario para validar el modelo.

De entrada, es importante aclarar que, aunque los valores calculados de error que se

obtienen son complejos, en adelante sólo se usa la parte real. Es de interés comentar

que, si bien también se usa sólo la parte real del error para identificar SP , dicha elección

no es arbitraria. Si se optimiza usando el valor imaginario, lo que se obtiene es que en

ese caso el valor óptimo de SP es 0, para todas las frecuencias estudiadas. Por ello se

considera adecuado adoptar dicha poĺıtica, simplificando los cálculos a realizar.

Por otro lado, por bien calculados que estén los datos, observar directamente las varia-

bles de salida en las gráficas, sin un estudio más profundo de los datos, puede llevar

a equı́vocos. Ası́ pues, con el error se tratan las mismas cuestiones que a la hora de

estudiar los resultados de las variables de salida, además de la relación entre el error y

SP .

Empezando por la relación entre el error y SP , se observa lo siguiente:

5.3.1 Relación con SP

El valor obtenido de la optimización de SP está directamente ligado al error por el hecho

de usarlo como función objetivo a minimizar. Por ello, entender la relación entre ambos

puede ilustrar y aportar detalles que mejoren el proceso de minimización.
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Figura 5.5: Comparativa de respuesta variando L/D. Datos de entrada: Ep/Es = 100,

ν = 0.4, a∗0 = 1.00, optimizando u
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Figura 5.6: Comparativa de respuesta variando EP /ES . Datos de entrada: L/D = 20,

ν = 0.4, a∗0 = 1.00, optimizando u

42



5.3 Medida del error

Desplazamiento (u)

-1 0 1

P
ro

fu
n
d
id

a
d
 (

L
)

-1

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

Giro (θ)

-10 0 10
-1

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

Cortante (V)

-0.02 0 0.02
-1

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

Flector (M)

-0.02 0 0.02
-1

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

W 0.30 P 0.30 B 0.30 W 0.40 P 0.40 B 0.40 W 0.49 P 0.49 B 0.49

Figura 5.7: Comparativa de respuesta variando ν. Datos de entrada: L/D = 20, Ep/Es =
100, a∗0 = 1.00, optimizando u
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Figura 5.8: Resultados optimizando el desplazamiento (u). Datos de entrada: L/D = 20,

Ep/Es = 100, ν = 0.4, a∗0 = 1.00.
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Figura 5.9: Resultados optimizando el giro (θ). Datos de entrada: L/D = 20, Ep/Es =
100, ν = 0.4, a∗0 = 1.00.
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Figura 5.10: Resultados optimizando el cortante (V). Datos de entrada: L/D = 20,

Ep/Es = 100, ν = 0.4, a∗0 = 1.00.
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5.3 Medida del error

Ası́, atendiendo al hecho de que calculando el error del modelo anaĺıtico, Winkler o Pas-

ternak, se supone ya un SP (independientemente de que sea el óptimo), se tiene que

la optimización debe ser un proceso recursivo, comparando constantemente los errores

obtenidos hasta encontrar el mı́nimo. Sirva de ejemplo la figura 5.11, para la cual el error

mı́nimmo se obtendrı́a con valores de SP entre 11 y 13.
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Figura 5.11: Error respecto al SP usado para su obtención. Datos obtencion.

Nótese que la curva, continua, descrita al representar el error frente al SP depende de la

frecuencia, por lo que SP dependerá de la frecuencia también.

Además, al minimizar el error para identificar SP , se da prioridad al mı́nimo valor de SP

en el caso de que al menos dos errores coincidan. Ésto se introduce para los casos en

los que la relación SP—error tenga un comportamiento asintótico.

5.3.2 Dependiendo de la frecuencia

En el apartado anterior ya se dice: el error, como las variables de salida, depende de la

frecuencia. Lo que se observa al analizar las gráficas, como la que se presenta en la figu-

ra 5.12, es que los valores de error para las frecuencias más bajas son destacablemente

más altos. Sobretodo para los esfuerzos cortante y flector.

Se observa que para las frecuencias más altas el error baja del 10 %. Ésto ocurre en

todos las configuraciones fı́sicas estudiadas.

5.3.3 Dependiendo de la configuración fı́sica

Como se nombraba con las variables de salida, estudiar la respuesta para una configura-

ción fı́sica u otra resalta que, si bien las curvas mantienen el mismo patrón, se desplazan

según el caso.
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Figura 5.12: Errores obtenidos de comparar el modelo Winkler y Pasternak con el BEM-

BEM. Datos de entrada: L/D = 20, Ep/Es = 100, ν = 0.4, optimizando M.

De ésta manera, se tiene las figuras 5.13, 5.14 y 5.15, que presentan las gráficas del

error variando L/D, EP /ES y ν, respectivamente.

En ésta ocasión se presentan las curvas del modelo Winkler junto a las del Pasternak,

para mostrar la diferencia entre ambos (no apreciable en las figuras 5.5, 5.6 y 5.7).

Se observa lo siguiente:

Comparativa L/D. Como se puede apreciar en la figura 5.5, el modelo ajusta bien

las curvas, especialmente para las mayores frecuencias estudiadas. También se

puede apreciar que, para el cortante y el flector, conforme disminuye L/D, lo hace

la pendiente.

Comparativa EP/ES. Para el cortante y el flector, al aumentar EP /ES , aumenta la

pendiente del las curvas de error del modelo Winkler. Sin embargo, las curvas de

error del Pasternak apenas se dispersan.

Comparativa ν. Igual que para EP /ES , el error del modelo Pasternak no depende

de ν.

5.3.4 Dependiendo de la variable a optimizar

Íntimamente relacionado con lo comentado anteriormente, el error supone ahora aportar

cantidades a lo observado cualitativamente.

Se construye la tabla 5.3 para unificar los datos de error y, por tanto, cuantificar si una

variable reduce sensiblemente más o no los errores en la respuesta.
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Figura 5.13: Comparativa de errores variando L/D. Datos de entrada: Ep/Es = 100,

ν = 0.40, optimizando u
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Figura 5.14: Comparativa de errores variando EP /ES . Datos de entrada: L/D = 20,

ν = 0.40, optimizando u
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Figura 5.15: Comparativa de errores variando ν. Datos de entrada: L/D = 20, Ep/Es =
100, optimizando u

Teniendo en cuenta que el error para unos datos de entrada dados es diferente para

cada frecuencia estudiada, lo que se hace es presentar el valor medio de los valores

obtenidos para cada frecuencia, para ası́ presentar un valor único por variable. Además,

para medir la mejora en sı́, no se muestra el error Winkler o Pasternak, sino la diferencia

entre ambos, de manera que lo mostrado cuantifica la mejora de Pasternak respecto a

Winkler.

Optimizando u Optimizando θ Optimizando V Optimizando M

u 2.43 % 2.32 % 2.06 % 2.22 %

θ 2.74 % 2.85 % 2.31 % 2.51 %

V 2.00 % 2.01 % 2.18 % 2.13 %

M 3.18 % 3.20 % 3.24 % 3.33 %

Tabla 5.3: Comparativa de la mejora en el error medio obtenido para cada variable de

salida, según la variable respecto a la que se optimice. Datos de entrada: L/D = 20,

Ep/Es = 100, ν = 0.4.

Lo que se observa analizando dicha tabla es que ninguna variable mejora muchı́simo

más que las demás la respuesta del modelo, pero sı́ es posible apreciar que el modelo

Pasternak mejora siempre el Winkler, con valores entre 0.12-4.95 % según la variable de

salida, la variable optimizada y la configuración fı́sica que se estudie.

Ası́, se observa tambieén lo siguiente:

Para L/D = 20, el flector siempre mejora más que las demás variables.

Para L/D = 10, todos los valores son sensiblemente más bajos que con otros

valores de L/D.

Para la combinación Ep/Es = 200 y ν = 0.49, los valores de mejora son especial-

mente altos.
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Se puede decir por tanto, que, teniendo en cuenta lo observado en los datos de error,

en todos los casos estudiados optimizar respecto al flector supone al menos la misma

mejorı́a, si no más, que optimizando respecto al resto de variables.
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Figura 5.16: Comparativa optimizando el cortante (V) cuando se prescinde de cabeceo

y tensiones rasantes. Datos de entrada: L/D = 20, Ep/Es = 100, νs = 0.4.
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Figura 5.17: Comparativa optimizando el flector (M) cuando se prescinde de cabeceo y

tensiones rasantes. Datos de entrada: L/D = 20, Ep/Es = 100, ν = 0.4.

Por otro lado, también es notable la diferencia entre incluir o no el efecto de cabeceo y

las tensiones rasantes en el modelo, como puede observarse en la figuras 5.16 y 5.17.
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A pesar de que a simple vista no parecı́a haber mucha diferencia (observando directa-

mente las variables de salida), se observa cómo al tener en cuenta dichos fenómenos

fı́sicos, el cortante pasa de tener errores descontrolados (de más del 30 %) a seguir una

curva relativamente próxima a la de referencia (valores de error inferiores a 15 %).

El flector, en cambio, se ajusta mejor cuando se prescinde del cabeceo y de las tensiones

rasantes en todas las configuraciones fı́sicas probadas. Pasa de tener valores de error

de cerca del 20 % para las frecuencias más bajas a bajar, en prácticamente todos los

casos, del 10 %.

5.4 Evolución de SP

Como se ve previamente en el planteamiento del modelo, se calcula la impedancia de

Winkler con el procedimiento de Novak; considerando el segundo coeficiente de balasto,

la impedancia de Pasternak, como como una variable de diseño cuyo valor hay que

identificar.

En los resultados de la optimización se observa lo siguiente:

5.4.1 Dependiendo de la frecuencia

Exactamente como venı́a pasando tanto con las variables de respuesta, como con el

error, el SP se supone y demuestra dependiente de la frecuencia. Se puede apreciar en

la figura 5.18.
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Figura 5.18: SP frente a la frecuencia. Datos de entrada: L/D = 20, Ep/Es = 100,

ν = 0.4, optimizando u.

Se observa que, curiosamente, la impedancia adimensional de Pasternak depende de

forma prácticamente lineal de la frecuencia. No se incurrı́a en mucho error si se repre-

senta como una recta con corte en el origen de coordenadas.
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5.4.2 Dependiendo de la variable a optimizar

El parámetro SP depende de la frecuencia. Ası́ se ha considerado al hablar tanto de las

variables de salida del modelo, como del error. Sin embargo, no parece que dependa en

gran medida de la variable que se optimiza, tal como se observa en la figura 5.19.
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Figura 5.19: Comparativa SP óptimo calculado en función de la variable a optimizar.

Datos de entrada: L/D = 20, Ep/Es = 100, ν = 0.4.

Nótese además que la presencia de valores tan altos de SP en las frecuencias bajas del

cortante y del flector es despreciable. Observando los valores de error para esas mismas

frecuencias y optimizando dichas variables, es palpable que no existe una gran mejorı́a

entre usar un modelo Pasternak (con dicho SP ) y un modelo Winkler.

Ésto puede deberse a lo pequeños que son ya los valores de las variables de salida

en dichas frecuencias, en cuyo caso no resulta tan crı́tico a posteriori un cálculo menos

certero, es decir, suponer un SP bajo, más coherente con el carácter ”lineal” que se

aproxima para SP .

5.4.3 Dependiendo de la configuración fı́sica

Si bien la curva de SP dependiente de la frecuencia tiende siempre a crecer linealmente,

la pendiente de la misma varı́a según la configuación fı́sica que se estudie. De ésta

manera, se tiene las figuras 5.20, 5.21 y 5.22, donde se observa que:
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Comparativa L/D.

Al igual que con los errores, al aumentar L/D, aumenta la pendiente de SP . Por

ello se puede decir que SP depende directamente de L/D.

Comparativa EP/ES.

Ahora, aumenta la pendiente al aumentar el valor de EP /ES .

Comparativa ν.

En la misma tónica, al aumentar ν, aumenta la pendiente.
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Figura 5.20: Comparativa de SP variando L/D. Datos de entrada: Ep/Es = 100,

ν = 0.40, optimizando u
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Figura 5.21: Comparativa de SP variando EP/ES . Datos de entrada: L/D = 20, ν = 0.40,

optimizando u
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Figura 5.22: Comparativa de SP variando ν. Datos de entrada: L/D = 20, Ep/Es = 100,

optimizando u
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CONCLUSIONES

CAPÍTULO6

Se decide formular un modelo Pasternak para el estudio de la respuesta dinámica de

un pilote, identificando el valor de SP (parámetro que lo diferencia de un clásico modelo

Winkler), y se incluye en el modelo cabeceo y tensiones rasantes. Se pretende con ésto

obtener un modelo anaĺıtico sencillo y suficientemente riguroso, comparando su salida

con la de modelos de resolución numérica más precisos y costosos computacionalmente.

Se ensayan 27 configuraciones fı́sicas, cambiando L/D, Ep/Es, y ν, y se estudia la

dependencia de la respuesta a la frecuencia, a los parámetros recién nombrados y a SP .

Tras mostrar y analizar los resultados obtenidos, se concluye lo siguiente:

6.1 Sobre el modelo analı́tico propuesto

Se buscaba un modelo que, siendo sencillo, recogiera lo más fielmente la respuesta

dinámica del pilote a una excitación armónica (tipo onda SH). Por lo obtenido, tanto

en las gráficas de la respuesta como en las de los errores, se puede afirmar que se

consigue, aunque con valores de error todavı́a altos, según el caso (de en torno al 10-

20 % respecto al modelo de referencia).

Se estudia si minimizar el valor del error respecto a una variable en concreto, identifican-

do el valor de SP óptimo, mejora la respuesta. Se comprueba que no afecta sustancial-

mente al resultado, pero se ven indicios de que, salvo que se tenga un especial interés

en el cortante, la variable a optimizar por defecto es el flector. Si se tiene especial interés

en el cortante no se debe prescindir de cabeceo y tensiones rasantes, pero si la variable

de interés es el flector, mejor no incluir dichos efectos. Ası́, los factores que más colabo-

ran a dicha mejora son precisamente el parámetro de Pasternak (SP ), incluir las inercias

del pilote e incluir, o no, cabeceo y tensiones rasantes.

Por otro lado, las variables L/D, Ep/Es, y ν varı́an la respuesta, especialmente L/D y

Ep/Es; pero no se les encuentra relación con la disminución del error (y por tanto, mejora

del modelo), como sı́ pasa con SP .

Se han observado además fuertes indicios de que SP depende de L/D, Ep/Es, y ν,

pero no se propone aquı́ ninguna expresión anaĺıtica para el parámetro SP porque se

considera necesario un estudio más exhaustivo de las variables que afecten al mismo.
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Ası́, se considera que, si bien todavı́a no es lo suficientemente certero, se consigue

formular un modelo anaĺıtico más completo y tener un mejor conocimiento del comporta-

miento de modelos simplificados tipo Winkler.

6.2 Lı́neas futuras

Del trabajo realizado en el presente PFC se extrae que tal vez sea posible encontrar un

modelo simplificado de interacción suelo-estructura que devuelva una respuesta satis-

tactoriamente certera, siempre que se sepa introducir adecuadamente en los modelos la

realidad fı́sica del pilote al ser excitado.

Por ello, se insta a seguir investigando los modelos simplificados, pudiendo seguir las

siguientes ĺıneas de investigación:

Identificación y caracterización de los factores que definen el comportamiento del

parámetro SP .

En la misma ĺıena, formular e implementar expresiones para la sensibilidad del

modelo a SP , para entender mejor el modelo y su respuesta, ahora incluyendo una

expresión anaĺıtica para SP .

Estudio exhaustivo de la calidad de la respuesta con distintos suelos y estructuras

para un modelo Pasternak. Si bien estudios ası́ existen, son para modelos Winkler

asecas.

Estudio de la respuesta de un modelo Pasternak excitaciones no armónicas.

Desarrollo de modelos multipilote, estudiando la posible influencia de SP en las

impedancias y/o en el efecto grupo.

Y ası́, podrı́a continuarse con una larga lista de opciones posibles, más o menos via-

bles. Dichas propuestas son algunos ejemplos que se sugieren por su interés de cara a

trabajos futuros, vista la influencia en el modelo propuesto del parámetro de Pasternak.
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CÓDIGO MATLAB GENERADO

APÉNDICESA

En este anexo se escribe el programa de ordenador desarrollado y basado en el modelo

y procedimiento expuestos en los capı́tulos de esta memoria. Dicho programa está escri-

to en código MatLab y ha sido el utilizado para obtener los resultados que se presentan.

En lo que sigue, no se analizan en detalle las caracterı́sticas del cd́igo y sus componen-

tes. Sin embargo, sı́ se incluyen en el fichero fuente suficientes comentarios descriptivos,

que permiten realizar un seguimiento de sus operaciones y las variables principales im-

plicadas en dichas operaciones.
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