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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

Este Trabajo Fin de Master se integra en la linea de trabajo principal que
se desarrolla en la Divisién de Mecanica de Medios Continuos y Estructuras del
Instituto Universitario de Sistemas Inteligentes y Aplicaciones Numéricas en In-
genieria, que tiene por objetivo el desarrollo de modelos numéricos que permitan
determinar la respuesta dinamica de estructuras de diferente tipologia. Se trata
de modelos que posibilitan el estudio de desplazamientos, deformaciones, esfuer-
zos y tensiones en cualquier punto de las estructuras ante cargas de cualquier
tipo variables en el tiempo y que, por tanto, son magnitudes que también poseen
dependencia temporal.

Es posible, asi, obtener de forma aproximada la respuesta dinamica de una es-
tructura ante, por ejemplo, las solicitaciones producidas por una maquina anclada
a la misma o en sus proximidades, las cargas dindamicas producidas por el viento
o las vibraciones que se transmiten desde el terreno a través del cimiento duran-
te el desarrollo de un evento de caracter sismico. Este ultimo tipo de problema,
de especial interés en el diseno de estructuras civiles singulares (puentes, presas,
edificios altos, etc.), presenta algunas dificultades anadidas para su tratamiento.
Los modelos a desarrollar para el estudio sismico de estructuras deben tener en
cuenta aspectos tales como el caracter propagatorio de la excitacién y el angulo de
incidencia de las ondas sismicas sobre el emplazamiento, los efectos de distorsion
del campo incidente asociados a la topografia, estratigrafia o la propia geometria
del cimiento y, en general, cualquier aspecto relacionado con la interacciéon entre
la estructura analizada y el terreno de cimentacion. Considerar con rigor estos
efectos requiere de la utilizacion de modelos directos que tengan en cuenta la
estructura y el terreno y que formulen adecuadamente la interaccién mutua. Su
principal inconveniente es el elevado ntimero de grados de libertad que implican,
de ahi que estos modelos directos, hasta el desarrollo reciente de computadores de
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grandes prestaciones accesibles, tuviesen un campo de aplicacién muy restringi-
do. La metodologia desarrollada entonces (ampliamente utilizada actualmente en
algunos problemas) se basa en la aplicacién de técnicas de subestructuracién que
permitan el andlisis dinamico teniendo en cuenta los fenémenos de interaccion de
forma simplificada [1].

Los modelos formulados en la Division de Mecanica de Medios Continuos y Es-
tructuras se enmarcan dentro de la categoria de Modelos Directos, siendo aplicados
a problemas donde coexisten medios de diferentes caracteristicas y comportamien-
tos (suelo, estructura, agua, sedimentos) sometidos a solicitaciones sismicas. Ante
este tipo de solicitaciones, estos medios interactiian entre si formando un siste-
ma acoplado en el que ninguna de las partes puede ser estudiada aisladamente.
Ademas, existe una dificultad adicional asociada al hecho de que algunas de estas
regiones pueden ser muy extensas (o practicamente infinitas, como el suelo). Esto
dificulta el estudio, ya que, a diferencia del analisis estatico, en el caso dinamico
elementos muy alejados de un punto pueden tener una gran influencia sobre los
movimientos y tensiones a que éste se ve sometido.

El método utilizado para el tratamiento numérico de las ecuaciones del pro-
blema en estos modelos ha sido, fundamentalmente, el Método de los Elementos
de Contorno. Teniendo en cuenta las caracteristicas del problema a resolver y
sus condicionantes, el Método de los Elementos de Contorno es, sin duda, la op-
cién méas adecuada [2]. Este Método permite el tratamiento sencillo de regiones
de geometria infinita o semi-infinita en problemas dinamicos, ya que verifica de
forma implicita las condiciones de radiacién. Asimismo, la incorporaciéon de un
tren de ondas como solicitacién en el terreno simulando el evento sismico es tam-
bién muy natural. En este sentido, y con anterioridad al desarrollo del presente
Trabajo Fin de Master, ya se habia desarrollado un modelo numérico acoplado
que, haciendo uso del Método de Elementos de Contorno, permite el estudio de
la respuesta sismica de estructuras continuas, habiendo sido aplicado con éxito al
estudio sismico de presas béveda [3-5]. En este modelo, todas los dominios impli-
cados (terreno, presa, agua y sedimentos de fondo) son discretizados haciendo uso
del Método de Elementos de Contorno como regiones continuas sin simplificacién
dimensional o de comportamiento alguna. La interaccion dinamica entre dichas
regiones se formula de manera rigurosa (equilibrio y compatibilidad) dando lugar
a un sistema de ecuaciones donde las incégnitas son desplazamientos o tensiones
en el contorno de dichas regiones. Los desplazamientos y tensiones en el interior de
estas regiones pueden obtenerse a través de los valores calculados en el contorno.
La solicitacién consiste en un tren de ondas sismicas planas de diferente tipo (P,
SH, SV y ondas de Rayleigh) que, partiendo desde el infinito, incide en el lugar
de emplazamiento de la estructura.

Otro caso de interés para los miembros de la Division en los ultimos anos ha
sido el andlisis de la respuesta dindmica de estructuras de edificacion cimentadas
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mediante pilotes. Este problema tiene gran interés, principalmente por dos moti-
vos basicos: el gran nimero de edificaciones de estas caracteristicas en zonas de
peligrosidad sismica y la necesidad, atin hoy en dia, de alcanzar una mayor y mejor
comprension de los fendmenos implicados en la respuesta dinamica de estructuras
de estas caracteristicas, que adolecen de grandes lagunas en aspectos tales como la
interaccion suelo-estructura como se pone de manifiesto, por ejemplo, en distintas
normativas como el Eurocddigo 8 [6]. En este sentido, se ha desarrollado e im-
plementado un modelo acoplado de Elementos de Contorno y Elementos Finitos
(MEC-MEF) tridimensional arménico que aprovecha las ventajas de cada meto-
dologia para el andlisis dindamico directo de este tipo de estructuras. Este modelo
cuenta con las ventajas del Método de Elementos de Contorno para representar el
terreno donde se asienta la edificacion, es decir, su caracter de medio semi-infinito
asl como la presencia de ondas sismicas excitadoras, y la simplificacién que supone
modelar vigas, pilares y pilotes de la estructura como barras mediante el MEF.
Este programa ha permitido el andlisis de la respuesta de cimentaciones pilotadas,
tanto en impedancias como en interaccién cinemética [7-9], asi como el estudio
de la respuesta de la superestructura y de otras estructuras cercanas, sometido el
conjunto a trenes de ondas sismicas con incidencia vertical [10,11].

Este Trabajo Fin de Master pretende continuar la linea de investigacién ini-
ciada por el autor en su Proyecto Fin de Carrera. En él, se incorporé en el coédigo
original la posibilidad de considerar una excitaciéon formada por trenes de ondas
volumétricas de tipo P, SH y SV incidentes con un angulo genérico. Para tal fin,
se formularon e implementaron las ecuaciones que describen el campo incidente,
se validaron los resultados con ejemplos de la bibliografia y se resolvieron algunos
problemas concretos en los que se puso de manifiesto la importancia del angulo de
incidencia y del tipo de onda en la respuesta dindmica del sistema. Estos resulta-
dos se obtuvieron en el dominio de la frecuencia. Es objetivo del presente trabajo
el ampliar el conjunto de resultados en el dominio de la frecuencia obtenidos en
el Proyecto Fin de Carrera, asi como de incorporar resultados en el dominio del
tiempo. Para ello, el sistema es sometido a excitaciones sismicas caracterizadas
por un conjunto de acelerogramas, que deben ser generados y tratados de manera
adecuada con anterioridad a la obtencion de las leyes de evolucion temporal de las
magnitudes cuyas funciones de transferencia fueron obtenidas previamente. Estos
resultados permitiran cuantificar, desde el punto de vista del diseno, la relevancia
que el angulo de incidencia y el tipo de onda tienen en la magnitud de los esfuer-
zos de cédlculo de un determinado elemento estructural cuando es sometido a un
evento sismico originado por distintos tipos de onda cuyo angulo de incidencia es
variable.
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1.2. Objetivos y alcance

Con este Trabajo Fin de Master se pretende continuar con la via abierta por
el Proyecto Fin de Carrera del autor, obteniendo y analizando nuevos resultados
que permitan continuar con el desarrollo de un modelo directo acoplado de Ele-
mentos de Contorno - Elementos Finitos para el estudio de la respuesta sismica de
estructuras de edificacion pilotadas que incorpora de forma rigurosa los fenéme-
nos de interaccion con el suelo. En concreto, se busca mejorar la comprension de
fenémenos asociados a la ampliacién de la definicion del campo incidente y de
su posterior aplicacion al estudio de los fendémenos que determinan el comporta-
miento dindmico de esta clase de estructuras. De manera concreta, los objetivos
a cumplir en este Trabajo Fin de Master son los que se relacionan a continuacion:

= Obtencion de funciones de transferencia en frecuencia, en términos de des-
plazamientos y deflexiones laterales del edificio y esfuerzos en pilotes, para
distintas configuraciones del sistema y para ondas incidentes tipo P, SH y SV
con distintos angulos de incidencia en cada caso. Analisis de los resultados
e identificacion de los casos de especial interés.

= Generacién de acelerogramas sintéticos compatibles con los problemas en
estudio y acordes a la normativa vigente.

= Definicién de un problema real y célculo de la capacidad resistente de los ele-
mentos de cimentacién en términos, principalmente, de maximos momentos
flectores.

= Obtencion de la respuesta temporal del sistema real definido anteriormente
sometido a los distintos acelerogramas generados para cada configuracion,
tipo de onda y angulo de incidencia haciendo uso de las funciones de res-
puesta en frecuencia obtenidas. Analisis de los resultados en términos de
momentos maximos, deflexiones maximas, dangulos pésimos, tipos de onda
pésimos, etc.

= Presentacién de resultados y redaccién de conclusiones.

Tras esta relacién de objetivos de caracter cientifico, puede enumerarse otra
serie de objetivos, de caracter mas metodoldgico, que han permitido incrementar
la formacién del autor en el campo de estudio y su introduccién a las tareas de
investigacion, en un nuevo paso hacia el desarrollo de una Tesis Doctoral en la
materia. Entre éstos estan:

» Formacion curricular del autor en el campo de la dinamica de estructuras,
estudiando las bases tedricas de la dinamica de estructuras de barras.
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= Por la misma razon, estudio y comprension de las bases de la Elastodinami-
ca Lineal, del Método de los Elementos de Contorno y el Método de los
Elementos Finitos, que han servido para el desarrollo del software aplicable
al andlisis dinamico de estructuras pilotadas.

= Estudio del lenguaje de programacion FORTRAN, utilizado en la imple-
mentacién de los modelos matematicos utilizados y modificados, asi como el
desarrollo de la capacidad de escritura, compilacién y ejecucion de programa
propios en tal lenguaje.

= Estudio del programa informatico vinculado al modelo acoplado MEC-MEF,
incluida en éste la posibilidad de incorporar como excitacién trenes de ondas
sismicas con incidencia general.

= Realizacién de busquedas bibliograficas y recopilaciéon de bibliografia con
el uso frecuente de los mecanismos de busquedas de datos en las fuentes
electronicas de los organismos y centros de investigacion.

1.3. Estructura del documento

Una vez se han comentado los aspectos genéricos del Trabajo Fin de Master
en el presente capitulo introductorio, es hora de resumir el contenido del resto
de capitulos del documento. De este modo, en el capitulo 2 se explican las bases
y se escriben las ecuaciones que gobiernan el problema elastodindmico armoénico
en solidos isétropos. También se introducen las bases del Método de Elementos
de Contorno aplicado a este problema y se discuten sus aspectos metodoldgicos y
de implementaciéon. En el capitulo 3 se describe el modelo acoplado MEC-MEF,
tanto en sus aspectos tedricos como de implementacién. Se estudia en detalle la
formulacién de Elementos de Contorno para el suelo y la correspondiente de Ele-
mentos Finitos para pilotes y estructura, asi como las ecuaciones de acoplamiento
dindmico, las variables primarias del problema y el sistema de ecuaciones resultan-
te. Por otro lado, en el capitulo 4 se formulan las ecuaciones del campo incidente
para ondas P, SH y SV con angulo de incidencia genérico en su propagacion por
el terreno. Se obtienen las expresiones del campo de desplazamientos y tensor de
tensiones necesarias para su incorporacion al codigo en términos del campo di-
fractado. En el capitulo 5 se presentan los resultados obtenidos de la aplicacién
del codigo modificado. Se estudia la influencia del angulo de incidencia y tipo de
onda en la respuesta dindmica de la estructura y cimentacién (desplazamientos y
esfuerzos) para algunos ejemplos tipo tanto en el dominio de la frecuencia como
en el dominio del tiempo. Para finalizar, el capitulo 6 extrae algunas conclusiones



6 Capitulo 1. Introduccion

del trabajo proponiendo, ademas, algunas vias futuras de trabajo en la misma
linea de investigacion.



Capitulo 2

El problema elastodinamico
armonico y su formulacién

mediante el Método de
Elementos de Contorno

2.1. Introduccion

A lo largo del presente trabajo se estudia el comportamiento dinamico de ci-
mentaciones pilotadas tridimensionales alojadas en suelos viscoelasticos y de las
superestructuras que esta clase de cimentaciones soportan. El citado comporta-
miento se encuentra enmarcado en el ambito de los problemas elastodinamicos
tridimensionales, cuyas soluciones analiticas son, generalmente, inabordables. Por
ello, se han desarrollado distintas metodologias aproximadas, entre las que el méto-
do de elementos de contorno ha demostrado ser una aproximacion numérica su-
ficientemente precisa, siendo especialmente adecuada para problemas en los que
intervienen regiones no acotadas.

Este capitulo introductorio comienza estableciendo las ecuaciones basicas de
gobierno del problema elastodindmico y estudiando con brevedad el fenémeno de
propagacion de ondas en medios elasticos en los apartados 2.2 y 2.3 respectivamen-
te. Posteriormente, la seccién 2.4 presenta la representacion integral del problema
elastodinamico, permitiendo, de este modo, formular el método de elementos de
contorno (MEC en lo sucesivo) en la seccién 2.5. Para terminar, el presente capitu-
lo finaliza en la seccién 2.6 con algunos conceptos relacionados con el tratamiento
de problemas viscoelasticos haciendo uso de la misma formulacion obtenida para
medios elasticos.
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2.2. Ecuaciones de gobierno del problema elas-
todinamico

La formulacion presentada en el presente trabajo trata la solucién numérica
de un problema dinamico en estado estacionario para regiones elasticas, lineales,
homogéneas e isétropas. El primer paso es, por tanto, establecer las ecuaciones de
gobierno del problema, que pueden obtenerse de la combinacién de las relaciones
cinematicas, las ecuaciones de equilibrio y la ley de comportamiento del material
y que controlan el comportamiento dindmico de los sélidos eldsticos.

Sea x el vector de posicién de un punto del cuerpo €2 con respecto a un sistema
fijo de coordenadas cartesianas rectangulares. El tensor de pequenas deformacio-
nes ¢;; del citado punto en el instante de tiempo t se define, en términos de las
componentes de su vector de desplazamientos u;(x,t), como:

1
5@']’ = é(um —+ Uj,i); Z,j = 1, 2, 3 (21)

donde las comas indican derivacion con respecto a las coordenadas espaciales.
Por otro lado, se pueden expresar las condiciones de equilibrio para los puntos
de un sélido elastico en términos del siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales:

Tijj + pbi = pi; (2.2)

donde o;; representa el tensor de tensiones, b; las fuerzas de volumen que actian
en (), p es la densidad del cuerpo, los puntos indican derivadas temporales y los
subindices repetidos implican suma (segun el convenio de sumacién de Einstein).

Finalmente, la relacion entre los tensores de tension y deformacion para sélidos
elasticos, lineales, is6tropos y homogéneos se establece, en términos de la ley de
Hooke, como:

05 = A Ekk 5@']’ + 2 M Eij (23)

donde d;; es la delta de Kronecker (;; = 1 si i = j; 6;; = 0 en otro caso). Ay p son
las constantes de Lamé, que se relacionan con el modulo de elasticidad transversal
o modulo de Young E' y el coeficiente de Poisson v segun:

b A= vE (2.4)
2(1+v) (I+v)(1-2v)
siendo p el médulo de elasticidad transversal o médulo de cizalladura.

Sabiendo lo anterior, el comportamiento dindmico de un cuerpo eléstico, lineal,
isétropo y homogéneo se encuentra gobernado por las expresiones (2.1), (2.2) y
(2.3), las cuales forman un sistema completo de ecuaciones (15 en el caso tridi-
mensional). La sustitucion de (2.1) y (2.3) en (2.2) da como resultado:

M:
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pV2u+ A+ )V (V- u) + pb = pii (2.5)

que son las ecuaciones de Navier, representando las ecuaciones de gobierno del mo-
vimiento en términos del vector de desplazamientos u. b es, como se coment6 con
anterioridad, el vector de fuerzas volumétricas actuantes en el cuerpo. Como ecua-
ciones diferenciales que son, la resolucién del conjunto de ecuaciones (2.5) requiere
el establecimiento de una serie de condiciones de contorno que, en este caso, con-
sisten en un conjunto de tensiones y/o desplazamientos conocidos en el contorno
I' del cuerpo €2, asi como de condiciones iniciales Vx € ().

2.3. Propagacion de ondas en medios elasticos

La integracién de las expresiones (2.5) para un caso general es una tarea com-
plicada y no siempre posible. Por ello, se han desarrollado distintos procedimientos
para expresar las ecuaciones de Navier de modo que se pueda obtener su solucién
de manera mas sencilla para determinados problemas. Entre esos procedimientos,
la formulacion del problema elastodinamico en términos de dilatacién y rotacién
lleva a un conjunto de ecuaciones de onda mas simples que, ademas, dependen
de variables con un claro significado fisico. Asi, sean e y w, respectivamente, los
vectores dilatacion y rotacién, expresables del modo siguiente:

e=cp=V- U (2.6a)
w=Vxu (2.6b)

Tomando la divergencia y el rotacional de la ecuacién (2.5) se obtiene, respec-
tivamente, el siguiente par de ecuaciones de onda:

V% +V-b=¢ (2.7)
V2w +V xb = (2.8)
donde
A2 L
2= y == 2.9
8 p p (29)

Las ecuaciones (2.7) y (2.8) representan la formulaciéon desacoplada de las
ecuaciones de Navier en términos de la dilatacion y de tres componentes del vector
de rotacién. La ecuacién (2.7) es una ecuacion de onda escalar, con velocidad de
propagacién c,, mientras que la ecuacién (2.8) es una ecuacién de onda vectorial
con velocidad de propagacién c,. Por lo tanto, las ondas que se propagan en
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el solido elastico se pueden clasificar en ondas irrotacionales y equivolumiales,
también conocidas como ondas compresionales (o primarias -P-) y de corte (o
secundarias -S-). La denominacién primaria y secundaria proviene del campo de
la sismologia, ya que ¢, > ¢, y, en consecuencia, las primeras alcanzan la estacion
sismoldgica en primer lugar en caso de existir un terremoto.

2.3.1. Ondas planas armoénicas

Es momento de centrarse en el problema especifico de las ondas elasticas planas
propagandose en una cierta direccion, definida por un cierto vector unitario s.
En esta situacion, todos los puntos de un plano comin perpendicular a s estan
sometidos a los mismos movimientos, definidos por el vector unitario d. En el
caso armonico en estado estacionario, los desplazamientos de un punto x tienen
la siguiente forma:

u=Ae®ksxq (2.10)

donde A es la amplitud del movimiento, independiente de t vy x, i = v/—1 ¥y
k = w/c es el numero de onda, siendo ¢ la velocidad de onda. Por otro lado,
definiendo las caracteristicas elasticas del sélido por medio de ¢, y ¢, y asumiendo
nulas, por simplicidad, las fuerzas de volumen, las ecuaciones de Navier pueden
escribirse como:

—2V xw+c Ve=1i (2.11)

Sustituyendo la ecuacién (2.10), cada término de (2.11) queda:

V x w=—k% x (s x d)el@!=Fsx) (2.12a)
Ve=—k?(s-d)sel@Fsx) (2.12b)
it = —w?l@i-ksxg (2.12¢)

Por lo tanto, y teniendo en cuenta que s X (s x d) = (s-d)s — d, la ecuacién
(2.11) se convierte en:

(=A)d+ (g —cZ)(s-d)s=0 (2.13)

Yy, en consecuencia:

. Jc=c¢cs = s-d=0 = mov. perpendicular a la direccién de propagacion
si
c=c¢, = sxd=0 = mov. paralelo a la direccién de propagacién

como se ilustra en la figura 2.1.
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P waves S waves
Cc—=cC CcC—=cC
)22 K

Figura 2.1: Movimientos y direcciones de propagacion correspondientes a ondas
planas tipo Py S. Extraido de [2]

En esta seccion solo se han apuntado algunos conceptos esenciales de los
fendmenos de propagacion de ondas elasticas para facilitar la comprension de
las siguientes secciones y capitulos. Una explicacion mas profunda de los fenéme-
nos de propagacion de ondas en elastodinamica y su resolucién con elementos de
contorno puede encontrarse en Dominguez [2]. Ademds, un andlisis exhaustivo del
problema se puede encontrar en [12,13]

2.4. Representacion integral del problema elas-
todinamico

En la seccién anterior se ha descrito el comportamiento dindmico de un medio
elastico, lineal, isétropo y homogéneo mediante sus ecuaciones de gobierno. La
transformacion de ese conjunto de ecuaciones diferenciales en expresiones integra-
les dara como resultado la formulacion del problema en términos del método de
elementos de contorno.

2.4.1. Teorema de reciprocidad en la elastodinamica

El punto de partida es el teorema de reciprocidad entre dos estados elasto-
dindmicos. Este es una extensién del cldsico teorema de la reciprocidad en la
elastoestatica de Betti, formulado en el dominio del tiempo. El teorema de reci-
procidad en la elastodindmica fue propuesto inicialmente por Graffi [14], siendo
extendido con posterioridad a dominios infinitos por Wheeler y Sternberg [15].
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Sean S(u,o,b;Q) v §*(u*, 0%, b";)) dos estados elastodinamicos diferentes
que satisfacen las ecuaciones (2.5) de Navier en un dominio regular Q. §* serd una
solucion de referencia conocida de antemano que se empleard para resolver el pro-
blema y obtener el estado desconocido §. Asumiendo condiciones iniciales nulas,
el teorema de reciprocidad en la elastodinamica puede escribirse como:

/(p*u*)df+p/(b*u*)d§2 :/(p**u)df+p/(b**u)d§2 (2.14)
r Q r Q

donde u y u* son los vectores de desplazamiento en cualquier punto del dominio,
mientras que p y p* son los vectores de tension en I', en equilibrio con los corres-
pondientes tensores de tension o y o, en los estados § y §* respectivamente. El
operador * representa la convolucién de Riemann.

La formulacién elastodinamica desarrollada en el presente trabajo considera
fuerzas de volumen y condiciones de contorno armoénicas en el tiempo con fre-
cuencia angular w, i.e., del tipo f(x, t) = f(x;w)e*!. En este caso, los movimientos
consisten en una parte transitoria (u’(x,¢)) y una permanente (u(x;w)) variando
armoénicamente en el tiempo, de modo que:

u(x, t) = u'(x,t) + u(x; w)e™ (2.15)

Sin embargo, todos los sistemas fisicos reales poseen alguna clase de mecanis-
mo de disipacion de energia, de modo que cuando ¢t — oo, la parte transitoria
desaparece. Esto hace posible la formulacion del problema cuando es sélo la parte
permanente (causada por las condiciones de contorno armoénicamente variables)
la que tiene influencia. En general, u(x;w) serd una funcién compleja desfasada
con la excitacion. Entonces, asumiendo que las propiedades del medio elastico
no varian con el tiempo, los campos de desplazamientos y tensiones se pueden
expresar como:

u(x,t) = u(x;w)e*’ (2.16a)
o(o,t) =u(x;w)e™ (2.16b)

La sustitucién de las ecuaciones (2.16) en las ecuaciones de gobierno per-
mite eliminar el término repetido e“! y reescribir las ecuaciones para el esta-
do elastodindamico permanente. Por lo tanto, es posible redefinir los dos esta-
dos elastodinamicos expuestos con anterioridad en el dominio de la frecuencia
So(u,o,b;w, Q) vy Sk(u*, 0%, b*;w, Q). Bajo estas consideraciones, los productos
de convolucién desaparecen de la ecuacién (2.14), simplificindose la expresion y
quedando, entonces, del modo siguiente:

/pu*dF+p/bu*dQ:/p*udF+p/b*udQ (2.17)
r 0 r Q
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2.4.2. Solucion fundamental

La formulacion de la ecuacion integral de la elastodinamica de la ecuacion
(2.17) pasa por escoger un estado de referencia S adecuado, generalmente de-
nominado solucion fundamental. Existen distintas soluciones fundamentales (o
funciones de Green) para diversos problemas de referencia. La solucién empleada
en el presente trabajo representa la respuesta, en términos de desplazamientos y
tensiones, de un medio elastico, lineal, isétropo y homogéneo no acotado cuando
es sometido a una carga armoénica unitaria concentrada de la forma:

pbi = (1) 6y " (2.18)

aplicada en el punto ¢, en direccién [, siendo dj, la delta de Kronecker y §(¢) la
delta de Dirac, definida como:

1 i Q
/ sydo = e (2.19)
Q 0, sie¢(

Se trata de un problema cldsico resuelto por Stokes [16] en el dominio del
tiempo, por Cruse y Rizzo [17] en el de Laplace, y, algunos anos antes, por Ku-
pradze [18] para problemas arménicos. Como ya ha sido mencionado, esta solucién
fundamental corresponde al espacio completo, lo que obliga a discretizar la super-
ficie libre cuando se estudia un dominio semi-infinito, como ocurre en este trabajo.
En la préactica, sin embargo, sélo se debe incluir en el modelo una pequena regién
alrededor del area de analisis para obtener resultados precisos.

Sean uj,(x,¢,w) los desplazamientos en direcciéon k en el punto x debidos
a la carga puntual. De igual modo, sea pj.(x,t¢,w) la componente en k de las
tensiones asociadas a un plano con normal exterior (unitaria) n en el punto x. Sus
expresiones, para k,[ = 1,2 o 3, son:

1
up (X, L, w) = m (Vo1 — X717 1] (2.20)

N 1 oY X or 2 or
Ph(X, L, w) = pp [(E — ;) <5kl n + TJml) — ;X (nlﬂ“,z — 27 kT 6_n) _

ox or CIZ, oy Ox 2
—25 T ET I + <g - 2) <E o ;X rang|  (2.21)

donde r = |x —¢| y
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2
Cs 1 1\ e®” 1 1 e
e () (e ) () 22)
Cp Zyr 2pr) T 22r ZsT r
e\ 3 3 e” 3 3 ex’
X=—\|= 2.9 +1 2.2 +1
Cp zsr Zpr r zgr ZsT r
siendo
iw iw
. = —— 2.23
Zp ) Z . ( )

Es interesante resaltar que esta solucion fundamental presenta una singulari-
dad cuando wr — 0, lo que implica la necesidad de un tratamiento especial de las
integrales de estas funciones en los aledanos del punto fuente (ver, p. €j., [2,19]).

2.4.3. Representacion integral

La aplicacién del teorema de reciprocidad (2.17) entre el estado desconocido
en estudio y el de referencia S definido con anterioridad lleva a la representacion
integral del problema. En lo sucesivo, las ecuaciones se escribiran representando un
conjunto de tres ecuaciones, que aparecen de la colocacién de la carga unitaria en
las tres direcciones del espacio, de modo que los vectores u*, p* y b* se organizaran
en las matrices de 3x3 u*, p* y b*. De esta manera, cuando se considera la solucién
fundamental definida anteriormente, y teniendo en cuenta la ecuacién (2.18), el
ultimo término de la ecuacién (2.17) se convierte en:

p/b*udQ:/é(L)udQ:uL (2.24)
Q Q

lo que hace que la ecuacién (2.17) se transforme en:

u‘—i—/p*udF:/u*de—l—p/u*bdQ (2.25)
r r Q

que es la representaciéon integral del campo de desplazamientos del problema elas-
todindmico armonico cuando la carga puntual se aplica en ¢ € €2, donde u y p son
los vectores de desplazamientos y tensién, mientras que u* y p* son los tensores
de la solucion fundamental, que en forma matricial se pueden escribir como:

* * *
Uy Uy Upp Upg
*

u= | up [; U= | uhy uh uls (2.26)

* * *
us3 Ugp Ugzp Usg
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D1 Pi1 Pla Pis
p=|p |: P P31 Dby D (2.27)
D3 P31 P3a P33

2.4.4. Representacion integral en el contorno

La ecuacién (2.25) permite obtener los desplazamientos en puntos internos
de ) cuando se conocen los desplazamientos y tensiones en I'. Para formular el
problema de modo que, dadas las condiciones de contorno, puedan obtenerse las
incognitas en los contornos, la ecuacién integral debe escribirse tinicamente en
términos de variables en I', lo que implica aplicar la carga unitaria en el contorno.
Sin embargo, el caso especifico de ¢ € I, que lleva a la representacién integral
en el contorno, requiere atencion especial debido a la singularidad de la solucién
fundamental cuando r — 0.

Figura 2.2: Procedimiento de eliminacion de la singularidad. Semiesfera alrede-
dor del punto de colocacion para integracion

El proceso de eliminacién de la singularidad suele llevarse a cabo modificando
ligeramente I' para evitar el caso r = 0. Para este fin, se considera un contorno
aproximado, elaborado aumentando el contorno I' del dominio 2 mediante una
semiesfera I'. de radio ¢ — 0. Como se puede observar en la figura 2.2, el punto
de colocacién ¢ se supone en el centro de la semiesfera. De esta manera, cada
integral en el contorno se puede descomponer en otras dos, extendidas a I' —I',. y
', respectivamente. Asi, la ecuacién (2.25) puede expresarse como:

u‘+/ p*udF+/ pudl =
r-T. .

:/ u*de—i—/ u*de—l—p/u*bdQ
r-T. r. Q
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Las integrales extendidas sobre I' — I'. no contienen la singularidad, y para
e — 0 representan el valor principal de Cauchy de la integral original.

lim [ p*udl = wval. princ. / p‘udl’ (2.28)
e—0 r-TI. r
lim [ u*pdl = val. princ. / u'pdl (2.29)
e—0 I—TI. r

Por otra parte, las integrales que se extienden sobre I'. se definen en el limite.
Teniendo en cuenta que u* ~ O(1/¢), p* ~ O(1/e?) y dI' ~ O(g?), se puede
escribir:

{11_1% Fgu pdl'=0 (2.30)
u' +lim | p*udl =c'u’ (2.31)
e—0 .

donde c' es el término libre que, en un caso tridimensional, es un tensor de 3 x 3
dependiente de la geometria del contorno en el punto ¢ y del coeficiente de Poisson
del dominio (ver, p. €j., [20]). Si el contorno es suave en ¢, entonces ¢ = 1/21
mientras que ¢ = I en puntos internos, siendo I la matriz unidad de 3x 3. Teniendo
en cuenta las ecuaciones desde (2.28) a (2.31), la ecuacion (2.30) se convierte en:

c‘u‘+/p*udF:/u*de+p/u*bdQ (2.32)
r r Q

donde todas las integrales son integrales en el sentido del valor principal de Cauchy;,
a pesar de que se ha omitido val. princ. por simplicidad.

2.5. El método de elementos de contorno

Para puntos ¢ € I, la ecuacién (2.32), junto con las condiciones de contorno,
constituye una formulacién cerrada que puede permitir obtener los campos de
desplazamiento y tensiones en el contorno. Una vez conocidos estos campos, los
desplazamientos en cualquier punto ¢ € €2 se pueden conocer mediante la ecuacién
(2.25). Sin embargo, no es posible obtener, en general, la solucién analitica del
problema, excepto para algunos casos simples. Por este motivo, es preciso llevar
a cabo un proceso de discretizacion para obtener un sistema de ecuaciones lineal
de donde puede obtenerse la solucion numérica del problema en un conjunto de
puntos.

En esta seccién, las fuerzas de volumen se asumirdan, como es habitual, nulas.
De esta manera, la ecuacién (2.32) queda:

cLuL+/p*udF:/u*de (2.33)
r r
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2.5.1. Proceso de discretizacion

La solucién numérica de la ecuacién (2.33) requiere, en primer lugar, la dis-
cretizacién del contorno en N, elementos I'; y en AV, nodos, de forma que:

Ne
r~|Jr; (2.34)
j=1

donde cada elemento se define mediante A/J nodos. Se aproximan los campos de
desplazamientos u y tensiones p sobre cada elemento j en términos de sus valores
nodales haciendo uso de un conjunto de funciones polinémicas de interpolacién
®(&). € representa el conjunto de coordenadas naturales empleado para definir un
punto en el elemento de referencia, que se presentara con posterioridad. De esta
manera, los campos de desplazamientos (u(§)) y tensiones (p(£)) en un elemento
se aproximan como:

u(é) = ®(&) w'; p(&) = (&) p’ (2.35)

donde u/ y p’ son vectores de 3N? x 1 que contienen los desplazamientos y
tensiones nodales de los elementos, y ®(£) es una matriz de 3 x 3N/ en la forma:

1 0 0 ¢ 0 0 - ¢ 0 0
BE=1{0 ¢ 0 0 ¢ 0 - 0 Gy 0 (2.36)
000 ¢ 0 0 ¢ - 0 0 ¢

conteniendo las funciones de interpolacion especificas del elemento, que se defi-
niran con posterioridad. Por otra parte, la geometria de cada elemento se puede
definir empleando las mismas funciones de interpolacion:

x(§) = ®(&)x’ (2.37)

donde x7 es un vector de 3N x 1 que contiene las coordenadas de los nodos que
definen al elemento j. Esta clase de elemento, en el que se emplean las mismas
funciones de interpolacién para describir la geometria y las incognitas, recibe el
nombre de elemento isoparamétrico.

Se debe destacar que la geometria aproximada mediante la ecuacién (2.37)
no sera, en general, completamente coincidente con el contorno original, como se
expresa en la ecuacion (2.34). El error en la aproximaciéon depende de la comple-
jidad de la geometria original, de la discretizacién empleada y de las funciones
de interpolacion ¢;. Sin embargo, esta clase de errores, que también existen en
los campos aproximados, son inherentes al concepto de aproximacién en el que el
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MEC, como muchos otros métodos, se basa y, en consecuencia, no invalida esta
clase de aproximacién.

Una vez que todos los contornos han sido discretizados,y teniendo en cuenta
que tanto w’ como p’ son vectores constantes en I';, la sustitucién de las ecuaciones
(2.35) en (2.33) da como resultado:

Ne Ne
c'u’ + Z / p*®dl yu/ = Z / u*®dl ; p’ (2.38)
j=1 (/L j=1 (/L
que constituye un conjunto de tres ecuaciones algebraicas que dependen de los
desplazamientos en el punto de colocacion y de los desplazamientos y tensiones en
todos los nodos del contorno correspondiente. La ecuacién (2.38) se puede escribir,
en forma matricial, como:

N Nn
c'u' + Z H" u™ = Z G"p™ (2.39)
m=1 m=1

donde, en esta ocasion, los sumatorios se extienden a todos los nodos de la dis-
cretizacion.

Se debe destacar que cada punto posee un tnico valor del desplazamiento. Sin
embargo, pueden existir valores distintos de las tensiones en el mismo punto si éste
pertenece a mas de un elemento con normales exteriores no paralelas. Esta situa-
cién puede resolverse considerando mas de un nodo en el mismo punto. Cuando
al menos una de las tensiones es conocida, los desplazamientos en ambos nodos
seran, de la solucién del sistema de ecuaciones resultante, iguales. Por el contrario,
cuando ambas tensiones son desconocidas, la matriz del sistema de ecuaciones se
convierte en singular porque las ecuaciones asociadas a los nodos duplicados son
iguales entre si. En este caso, conocido como problema de esquina, se lleva a cabo
una técnica denominada estrategia de colocacién no nodal. Este procedimiento,
empleado por primera vez por Medina [21], fue estudiado en profundidad por
Aznérez [19].

Los vectores u” y p", de dimensiones 3 X 1, representan las tres componentes
nodales de los desplazamientos y tensiones en el nodo m. Por su parte, las matrices
H" y G de dimensiones 3 x 3, representan la respuesta en el nodo m debida
a una carga armonica unitaria en el punto de colocacion ¢, y se definen como:

H" = Z /F Py dl (2.40)

G™ = Z/F u* ¢y, dl (2.41)
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donde los sumatorios se extienden sobre todos los elementos e, a los que per-
tenece el nodo m y ¢ es la funcién de forma del nodo m en el elemento T, .
Generalmente, el punto de colocacion ¢ se correspondera con un cierto nodo m de
la discretizacion. En este caso, llamando:

I:ILm X
H™ = { siezm (2.42)

~Lm .
c+H ,sie=m

la ecuacién (2.39) se puede expresar como:
N’n, Nn
Z H"u™ = Z G"p™ (2.43)
m=1 m=1

que representa la ecuacion integral en el contorno discretizada.

2.5.2. Sistema de ecuaciones que surge del método de ele-
mentos de contorno

Finalmente, escribiendo la ecuacion (2.43) para cada nodo, se obtiene un sis-
tema de ecuaciones del tipo:

Hu = Gp (2.44)

donde @ y p son vectores de dimensién 3N, X 1 que contienen los valores nodales
del problema, y donde las matrices H y G se componen de las submatrices H""
y G"". Aplicando las condiciones de contorno y reordenando las columnas de
modo que todas las incognitas (desplazamientos y tensiones) estén agrupadas en
un vector X, se obtiene un sistema lineal de ecuaciones linealmente independiente
de la forma:

Ax=f (2.45)
donde fes el vector de valores conocidos, obtenido por aplicacién de las condiciones

de contorno y por reordenacion de las ecuaciones.

2.5.3. Tipologia de elementos de contorno

A pesar de que la formulacion presentada con anterioridad es genérica y, por
tanto, valida para cualquier clase de elementos, en el presente trabajo se emplean
elementos cuadraticos de forma triangular y cuadrilatera de seis y nueve nodos
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respectivamente. Estos elementos, en conjuncién con sus funciones de aproxima-
cién (también llamadas funciones de forma), que se escriben en términos de las
coordenadas naturales &; y &, se definen en el cuadro 2.1. La funcién de aproxi-
macion ¢; se define de modo que toman un valor unitario en el nodo ¢ y cero en
el resto de nodos del elemento.

2.5.4. Acoplamiento entre regiones

Si el dominio bajo estudio estéd definido, no sélo por una tunica regién, sino
por un conjunto de regiones con distintas propiedades eldsticas, la formulacién
integral y su discretizacion son validas todavia para cada subdominio. Asi, para
el ejemplo mostrado en la figura 2.3, se deben obtener, previamente, dos conjuntos
independientes de ecuaciones, correspondientes a las regiones 1 y 2. A continua-
cién, se imponen las condiciones de equilibrio y compatibilidad para escribir un
unico sistema de ecuaciones que represente el problema completo.

Figura 2.3: Acoplamiento entre dos regiones solidas

Entonces, para una pareja de regiones, es posible escribir:

Hju} +Hju} = G} p} + G, p}

(2.46)
H; u; + H3uj = G;p3 + G} p3
que, junto con:
Wy=uy=1u, ; Py=—P5=D, (2.47)
lleva a un unico sistema de ecuaciones de la forma:
1 1 ﬁ% 1 1 p%
H, H;, O - G G 0 B
2 1y2 U | = 2 (2 P2 (2.48)
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&,

3 6 1 g El
¢ = 51(251 - 1) ; ¢4 = 4616
P2 = &2(262 — 1) ; Os5 = 46283
¢z = &3(263 — 1) ; Pe = 46183

E=1-&—& ;3 0<&a <1 ; 0<&<1

Cuadro 2.1: Tipos de elementos triangulares y cuadrildteros cuadrdticos
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2.5.5. Aspectos numéricos del MEC

Como se ha comentado anteriormente, la resolucion del problema de los valo-
res en el contorno mediante el método de elementos de contorno se apoya en la
discretizacion del problema, en la evaluacién numérica de las submatrices H" y
G'", en el ensamblaje de la matriz A del sistema de ecuaciones y del vector de
valores conocidos (mediante la aplicacién de las condiciones de contorno) y, final-
mente, en la resolucion del sistema lineal de ecuaciones algebraicas resultante. De
esta manera, se obtiene una aproximacién numérica de los campos de interés en
un conjunto de puntos del contorno pudiendo, entonces, obtenerse los desplaza-
mientos en cualquier punto interno x € ) mediante la aplicacién de la ecuacién
(2.25). Por lo tanto, uno de los puntos clave del método es la correcta y eficiente
evaluacion numérica de las integrales que intervienen, aspecto que se tratard en
lo sucesivo.

Cuando el punto de colocacién no pertenece al elemento j en el que se integra,
los integrandos de las ecuaciones (2.40) y (2.41) son regulares en I'; y, en con-
secuencia, las integrales se pueden evaluar empleando una cuadratura de Gauss
(ver, p. €j., [22,23]). Sin embargo, cuando la distancia r desde el punto fuente
hasta el elemento integrado es relativamente pequena, las integrales son casi sin-
gulares porque los integrandos son inversamente proporcionales a 7. En este caso,
se debe usar un esquema de normalizacién como el presentado por Telles [24].
Por el contrario, cuando el punto de colocacién pertenece al elemento j integra-
do, los tensores u* y p* de la solucién fundamental presentan singularidades de
orden O(1/r) y O(1/r?), respectivamente. La primera clase de singularidad, tam-
bién conocida como singularidad débil, se puede resolver mediante una técnica de
subdivisién elemental (similar a la presentada por Li et dl. [25] en coordenadas
polares) en conjuncién con un procedimiento de transformacion de coordenadas
(parecido al presentado por Telles [24] o por Cerrolaza y Alarcén [26]) para conver-
tir el integrando en regular. El segundo tipo de términos, denominados términos
fuertemente singulares, se evalian haciendo uso de una técnica directa propuesta
por Chirino et dl. [27] en la linea de trabajos previos de Cruse et dl. [28] y Li et
dl. [25]. Estas integrales fuertemente singulares se evalian identificando los ele-
mentos O(1/r?) y dividiéndolos en integrales regulares de superficie y una integral
de linea sobre el perimetro del elemento. De esta manera, las singularidades se
cancelan con la contribucién de los elementos adyacentes, eliminandose, por tanto
la problematica.

La exposicién rigurosa de estos detalles numéricos se encuentra fuera del al-
cance del presente trabajo, habiéndose comentado en el presente apartado unas
nociones basicas de referencia. Una explicacion mas detallada de la evaluacién
numérica de integrales y de otros aspectos numéricos del MEC puede hallarse,
entre otros, en [2,19].
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2.6. Modelado del amortiguamiento del material

A lo largo del presente capitulo se ha planteado la formulacion integral del
problema elastodindmico, junto con una metodologia numérica para la resolucién
del problema de valores en el contorno (MEC), estando el comportamiento eldstico
del dominio definido mediante una serie de ecuaciones de gobierno dependientes
de un conjunto de parametros del material.

Sin embargo, nada se ha mencionado hasta el momento sobre la posible exis-
tencia de mecanismos de disipacion de energia, A pesar de ello, se puede demostrar
que la formulacion expuesta hasta este punto es valida tanto para materiales con
amortiguamiento como para materiales en los que éste no se considera.

2.6.1. Materiales viscoelasticos lineales

En este trabajo, el amortiguamiento del material ha sido incluido en el modelo
considerando las regiones MEC como materiales viscoeldsticos. En las regiones
viscoeldsticas, como en solidos elasticos, las tensiones y deformaciones se supone
que estan relacionadas de modo lineal en un tiempo t, siendo de aplicacion, por
tanto, el principio de superposicién. Sin embargo, al contrario de lo que ocurre en
los sélidos elasticos, las tensiones y deformaciones en materiales viscoelasticos de-
penden, no soélo de la situacién en el tiempo ¢, sino también de las configuraciones
previas.

En sélidos viscoelasticos ocurren dos fenémenos que no se presentan en séli-
dos elasticos. En concreto, se trata de los fenémenos de fluencia y relajacion. Se
entiende por fluencia al incremento en la deformacién de un material debida a un
estado de tensién prolongado en el tiempo, mientras que la relajacion consiste en
la lenta reduccion del nivel de tensién en un sélido cuando esta sometido a una
deformaciéon constante. Una descripcion mas profunda de estos fenémenos puede
encontrarse en Christensen [29].

2.6.2. Relacion constitutiva para materiales viscoelasticos
armoénicos

Puede demostrarse que el comportamiento armonico en el tiempo de medios
elasticos, lineales, isotropos y homogéneos puede describirse mediante la ecuacién
constitutiva siguiente:

Oi5 = )\(w) 5Z‘j€kk + 2[&(&])82‘]' (249)

que es idéntica a la ecuacién (2.3) para problemas eldsticos y lineales, depen-
diendo ahora de parametros del material de valores complejos dependientes de
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la frecuencia (ver, p. €j., Dominguez [2]). Por lo tanto, siendo idéntica la formu-
lacién en ambos casos, los materiales con amortiguamiento (viscoelasticos) o sin
él (elasticos) pueden considerarse, simplemente, asumiendo que las constantes de
Lamé son valores reales o complejos, siendo éstos ultimos de la forma:

Re[p](1 4+ i26,(w)) (2.50a)
Re[A](1 + 126\ (w)) (2.50Db)

==
£EE
[

donde 3, y B tienen generalmente el mismo valor 5. Como Ay p son magnitudes
complejas en materiales viscoelasticos, cs, ¢, y los niimeros de onda £ tendran, tam-
bién, componente imaginaria. En consecuencia, de acuerdo a la ecuacién (2.10), el
movimiento de la onda se multiplicarda por una funcién exponencial decreciente,
proveniente de la parte imaginaria de k, de manera que, al aumentar la distancia
en la direccion de propagacién, la amplitud del movimiento decrece, estando este
fenémeno producido por el amortiguamiento del material.

2.6.3. Modelo histerético viscoelastico lineal

Esta manera de modelar materiales con amortiguamiento se corresponde con el
modelo tridimensional de Kelvin-Voigt, cuya representaciéon unidimensional con-
siste en un resorte R y un amortiguador C lineales conectados en paralelo, de
manera que:

0 =TRe+Cé=(R+ iwC)e = R(1 +i28(w))e (2.51)

Entonces, si se asume que 5(w) es directamente proporcional a w, el amortigua-
miento del material, que se incrementa linealmente con la frecuencia, seria de tipo
wviscoso. Por el contrario, el amortiguamiento histerético puede modelarse consi-
derando un coeficiente de amortiguamiento [ independiente de la frecuencia.

Este ultimo modelo (el modelo de amortiguamiento histerético viscoelastico
lineal), donde las constantes de Lamé son del tipo:

= Re[u](1+120) (2.52a)
A =Re[\(1 +i26) (2.52b)

se considera que es el que mejor representa el comportamiento dindmico de los
materiales incluidos en los andlisis posteriores y, en consecuencia, es el modelo que
ha sido implementado en los cédigos empleados en el presente trabajo.



Capitulo 3

Modelo BEM-FEM para el
analisis dinamico de
cimentaciones y estructuras
pilotadas

3.1. Introducciéon

A la hora de plantear el método directo de los elementos de contorno aplicado
al problema elastodindmico en el dominio de la frecuencia, la ecuacion integral
en el contorno se obtiene, generalmente, a partir del teorema de reciprocidad
en la elastodindmica, teniendo en cuenta la fuerzas por unidad de volumen. Sin
embargo, antes del proceso de discretizacion que permite plantear el sistema lineal
de ecuaciones del método de los elementos de contorno se asume, en la mayor parte
de las aplicaciones, que dichas fuerzas por unidad de volumen son nulas en todo
el dominio, lo que permite cancelar el iltimo término de la ecuacién integral, tal
y como se mostro en el capitulo anterior.

Por contra, el enfoque utilizado en este trabajo, similar al presentado por Ma-
tos Filho et al [30] en un modelo estdtico previo, incluye este término al considerar
que las tensiones que aparecen en la interfase pilote-suelo pueden entenderse co-
mo fuerzas de volumen que actiian en el interior del dominio. Por otro lado, la
rigidez aportada por los pilotes es tenida en cuenta a través de elementos finitos
longitudinales que relacionan los desplazamientos de distintos puntos internos del
suelo alineados a lo largo del eje del pilote. De este modo, no hay necesidad de
discretizar la interfase pilote-suelo utilizando elementos de contorno, con el consi-
guiente ahorro en grados de libertad. Asi, no se considera un vaciado en el suelo,
que se modela como un medio continuo.
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La seccion 3.2 presenta la ecuacion integral de contorno para el suelo, donde las
fuerzas y las tensiones que aparecen en la interfase pilote-suelo son consideradas
como lineas de carga y fuerzas internas que aparecen en el interior del dominio.
A continuacion, la seccion 3.3 expone la formulacion de elementos finitos utiliza-
da para modelar los pilotes, con la que es posible realizar el acoplamiento entre
los elementos finitos y los elementos de contorno, tal y como se hace en la sec-
cién 3.4. Posteriormente, la agrupacién de pilotes por medio de encepados rigidos
se presenta en la seccion 3.5 y, a partir de ahi, la seccién 3.6 aborda el modo en
que se introducen en el modelo estructuras cimentadas sobre los grupos de pi-
lotes formulados en los apartados anteriores. La exposicion del modelo numérico
de elementos de contorno y elementos finitos termina en la seccién 3.7, donde se
aborda el proceso de ensamblaje del sistema de ecuaciones final. Por tultimo, en
la seccion 3.8 se explican algunos aspectos numeéricos sobre la evaluacion de las
integrales relacionadas con las lineas de carga. Parte del material presentado en
este capitulo ha sido publicado en algunos trabajos realizados por los tutores del
proyecto [7,31]

3.2. Ecuaciones de elementos de contorno para
el suelo

El terreno se modela a través del método de los elementos de contorno como
una regién lineal, homogénea, isdtropa, viscoelastica y no acotada, con un modulo
de elasticidad transversal complejo p del tipo pu = Re[u](1 + 2i8), donde [ es
el coeficiente de amortiguamiento. La ecuacién integral en el contorno para un
estado elastodinamico definido en un dominio €2 con un contorno I' puede ser
escrito de forma general y condensada como:

cLu‘+/p*udI’:/u*de’+/u*XdQ (3.1)
r r Q

donde ¢ es el tensor del término libre en el punto de colocacién x*, X son las
fuerzas de volumen en el dominio €2, u y p son los vectores de desplazamientos y
tensiones, y u* y p* son los tensores de la solucion fundamental elastodinamica,
que representan la respuesta de una regién no acotada a una carga armonica
unitaria concentrada en un punto x* y con una variacién temporal del tipo e“!
En gran ntimero de aplicaciones se considera que las fuerzas de volumen X son
nulas. De aqui en adelante, por contra, se considerara que la interaccién pilote-
suelo se produce, desde el punto de vista de la ecuacién integral, a través de fuerzas
internas puntuales situadas en la punta de los pilotes y de lineas de carga reparti-
das a lo largo del eje de los pilotes. Se considera, por tanto, que la continuidad del
suelo no se ve alterada por la presencia de los pilotes. Las lineas de carga dentro
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del suelo, las tensiones a lo largo de la interfase pilote-suelo, actuando sobre el
pilote y en el interior del suelo (g” = —q*) y las fuerzas internas puntuales F},,
en la punta de los pilotes, estan representadas en la figura 3.1, donde se muestra
un esquema del modelo.
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Figura 3.1: Representacion de las lineas de carga

De acuerdo a las hipdtesis enumeradas anteriormente, la ecuacién (3.1) puede
ser escrita como:

c‘ub—i—/p*udF:/u*de—i—Z
r r

j=1

/ u'q”dl'y, — @-T{;ij (3.2)
r

Pj

donde Iy, es la interfase pilote-suelo a lo largo de la linea de carga j en el interior
del dominio €, n, es el nimero total de pilotes en el dominio €2, §; toma valor
unitario si la linea de carga j contiene a la punta de un pilote flotante, tomando el
valor cero en caso contrario, y Tf; es un vector de tres componentes que representa
la contribucién de la fuerza axial F,, en la punta de la linea de carga j-ésima.
Los contornos I' son discretizados por medio de elementos cuadraticos trian-
gulares o cuadrilateros con seis o nueve nodos, respectivamente. Cuando los con-
tornos han sido discretizados, la ecuacién (3.2) puede escribirse para cada region
Q) en todos los nodos sobre I' con el fin de obtener una ecuacién matricial del tipo:

Tp p
H*u® — G*p° — Z GPig* + Z 5j—rstpj -0 (3.3)

j=1 j=1
donde u® y p® son los vectores de desplazamientos y tensiones nodales de los
elementos de contorno, H** y G** son las matrices de coeficientes obtenidas de la
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integracion numeérica sobre los elementos de contorno del producto de la solucién
fundamental por las funciones de forma correspondientes y G*7 es la matriz de
coeficientes obtenida de la integraciéon numérica sobre la linea de carga j del
producto de la solucién fundamental por las funciones de interpolacién (3.12),
cuando la carga unitaria esta aplicada sobre I'.

Por otro lado, la ecuacién (3.2) se aplica también en los puntos internos que

pertenecen a la linea de carga I'y,, lo que lleva a la siguiente expresion:
Tp Tp
cu” + H"u’® — GP*p® — Z GPPigq® + Z 5ijijij =0 (3.4)
Jj=1 Jj=1

donde H”** y G”** son matrices de coeficientes obtenidas a través de la integracién
numérica sobre los elementos de contorno del producto de la solucién fundamental
por las funciones de forma correspondientes y GP¥#7 es la matriz de coeficientes
obtenida a través de la integracion numérica sobre la linea de carga j del producto
de la solucién fundamental por las funciones de interpolacién (3.12), cuando la
carga unitaria estda aplicada sobre la linea de carga I',,. Aqui, u? es el vector
de desplazamientos nodales de la linea de carga i, el cual es multiplicado por el
vector ¢, que toma el valor 1/2 en posiciones correspondientes a nodos del pilote
localizados sobre un contorno suave (como en el caso de las cabezas de los pilotes)
o toma un valor unitario en los puntos internos. Debe tenerse en cuenta que la
posicion del nodo que define la cabeza del pilote puede coincidir con la posicién
de algiin nodo de la superficie. En este caso, existiran dos nodos con idénticas
coordenadas espaciales. Entonces, dos de las ecuaciones del sistema, la escrita
para el nodo de la superficie y la escrita para el nodo de la linea de carga, seran
equivalentes, pero el término libre ocupard diferentes posiciones en la matriz de
coeficientes, lo que evitard que se tenga un sistema de ecuaciones singular.

Por otra parte, dado que para pilotes flotantes se considera la existencia de
una fuerza axial actuando en la punta, es necesario escribir una ecuacién extra.
Para ello, la carga puntual debe ser aplicada en la direccion x3 en algin punto no
nodal. Dada su cercania a la punta del pilote, el punto idéneo es el de coordenada
elemental adimensional & = —1/2 del elemento inferior (véase la seccion 3.3.2).
De este modo, la ecuacion extra es:

1
S (3ug’c + 6uy — u?]”) —i—/f)*u dl' =
r

'p
= /ﬁ*p dr+>
r =
by

b . :
donde uy,uY v ub™ son los desplazamientos verticales de los nodos k, [y m del
elemento inferior, p* = {p§;, Pis Pis} v 0" = {ul,, uly, uis}. En forma matricial,
la ecuacién (3.5) puede escribirse como:

(3.5)

/ a'q¥ dl,, — 0; (1]), Fp,
Tp;
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DT + HP*w® — GEop® — > GEPigY + Y 6 T)E, =0 (3.6)

J=1 J=1

donde u}’ es el vector de desplazamientos nodales en los nodos del elemento in-
ferior de la linea de carga i (que corresponde al extremo inferior de un pilote
flotante), donde la carga unitaria estd aplicada, H?*® y GP*® son vectores obte-
nidos por integracién numérica sobre I' del producto de la solucién fundamental
elastodinamica por las funciones de forma de los elementos de contorno y GZ#7 es
el vector obtenido de la integracion sobre I',, del producto de la solucién funda-
mental elastodinamica por las funciones de forma definidas en (3.12), cuando la

carga unitaria esta aplicada en el punto extra de la linea de carga i. Finalmente,
D’ =1/8{0,0,3,0,0,6,0,0, —1}.

3.3. Ecuaciones de elementos finitos para la ci-
mentacion pilotada

3.3.1. Ecuacion de movimiento

El comportamiento de un pilote sometido a cargas dindmicas puede ser descrito
a través de la siguiente ecuacién diferencial:

M ii(t) + Ca(t) + K u(t) = £(t) (3.7)

donde M, C y K son, respectivamente, las matrices de masa, amortiguamiento y
rigidez del pilote, u(t) es el vector de desplazamientos nodales y f(t) es el vector
de fuerzas nodales sobre el pilote.

Considérese ahora que el pilote estd sujeto a cargas armoénicas, en cuyo caso
los vectores de desplazamientos y fuerzas nodales pueden ser expresados como:

u(t) = u? e’ f(t) = Fe“ (3.8)

donde u? es el vector que contiene las amplitudes de las traslaciones y rotaciones
nodales, F es el vector que contiene las amplitudes de las fuerzas y momentos
nodales, w es la frecuencia angular de la excitacién, e i = v/—1. De este modo, y
considerando un pilote con amortiguamiento interno nulo, la ecuacién (3.7) puede
expresarse ahora como

(K —w’M)u” =F (3.9)
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Figura 3.2: Definicion del elemento finito

3.3.2. Definicion del elemento viga

Los pilotes son modelados, haciendo uso del método de los elementos finitos,
como elementos verticales de acuerdo a la teoria de vigas de Euler-Bernoulli, siendo
discretizados utilizando elementos de tres nodos (como se muestra en la figura 3.2)
que han sido definidos de manera que sea posible aproximar la deformada del pilote
con un numero reducido de elementos. Se definen 13 grados de libertad sobre dicho
elemento: un desplazamiento vertical y dos desplazamientos horizontales en cada
nodo y, ademas, dos rotaciones 6 en cada uno de los nodos extremos, uno alrededor
del eje x; y otro alrededor del eje x,.

Los desplazamientos laterales u; y us a lo largo del elemento son aproximados
a través de un conjunto de funciones de forma de cuarto grado, mientras que los
desplazamientos verticales uz son aproximados por funciones de segundo grado.
De este modo, los deplazamientos se aproximan del siguiente modo:

U; = P1UL, -+ 90291% -+ w3uy, + Palpy, -+ 905¢9m2.; = 1, 2 (3.10&)
us = gblukB + gbgulB + ¢3um3 (310b)

donde
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3 1 1
o1 = §<_Z +&+ 152 - 553)
2= 7E(-1+E+E8~€)
05 =1—2¢24 ¢ (3.11)

o1 = £ +E— 18— 26)

o5 = 7E(-1-E+E+€)

y
1
b1 = §§ €-1)
¢p=1—¢ (3.12)
1
¢3 = §§ €+1)
siendo £ la coordenada adimensional elemental que varia desde & = —1 hasta
§=+1

Las submatrices de rigidez que definen el comportamiento lateral y axial del
elemento (indicadas por los superindices [ y a respectivamente), pueden obtenerse
haciendo uso de las funciones de forma arriba indicadas y del principio de los
desplazamientos virtuales como:

kgj:/<p;’EIgo;’da;3; i,j=1,..5 (3.13)
L

= [ 0lBAG des ij=1,2.3 (3.14)

donde las primas indican derivada respecto de la coordenada x3. De este modo,
las submatrices de rigidez son:

316 94 512 196 =34

L2 L L2 L2 L

94 —128 34 _ _

436 B M 6 7 -8 1
Kl — El 512 —128 1024 —512 128 . K = EA -8 16 -8

5L L2 L L2 L2 L ) 3L

196 34 —512 316 94 _

L? L L? L2 L 1 8 7

—34 . —128 =94

L L 6 L L 36 i

(3.15)
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donde F es el médulo de Young del pilote, A e I son, respectivamente, el area y
el momento de inercia de la seccion del pilote, v L es la longitud del elemento.
Ademas, se ha considerado que los momentos de inercia respecto a ambos ejes
principales de inercia son iguales.

De manera similar, los coeficientes de influencia que constituyen la matriz de
masa de un elemento, y que representan las fuerzas de inercia que se oponen a la
aceleracién experimentada por un cierto grado de libertad, pueden ser evaluadas
de manera similar como:

méj :/L%m%' dus; mg; I/L@ﬁwﬁj dxs (3.16)

De este modo, y considerando un viga con una masa m uniformemente distri-
buida, las matrices de masa consistente que rigen los comportamientos lateral y
axial son, respectivamente:

13 L 4 =23 L
63 63 63 630 180
L L2 2L L _L 2 1 =L
63 630 315 180 1260 2
Lm
U Ly 4 2L 128 4 2L | . (————
M = Lm 63 315 315 63 315 ’ M" = 15 1 8 1
—23 L 4 3 =L =1 1 9
630 180 63 63 63 2

L L? —2L —-L L?

L 180 1260 315 63 630

(3.17)

3.3.3. Fuerzas sobre el pilote

Dentro de las fuerzas externas actuando sobre el pilote, se considera la existen-
cia de fuerzas y momentos puntuales en la cabeza del pilote, fuerzas distribuidas
a lo largo del fuste debidas a la interaccion pilote-suelo y una fuerza axial so-
bre la punta del pilote. De este modo, el vector de fuerzas nodales F puede ser
descompuesto como:

F=F“ 4 F“=F,, +F, + F (3.18)

donde F** incluye las fuerzas en la cabeza (Fy,,) y la fuerza axial en la punta del
pilote (F,,) y F? es el vector de fuerzas nodales equivalente debido a la interaccién
pilote-suelo, que puede ser calculado como F¢ = Q - gP, siendo Q la matriz que
transforma las tensiones en fuerzas nodales equivalentes.

Las fuerzas externas que se definen sobre un elemento genérico estan esque-
matizadas en la figura 3.3. Las tensiones g a lo largo de la interfase pilote-suelo
se aproximan como:

G = P1Gr; + G201, + O3Gm,; 1=1,2,3 (3.19)



3.3. Ecuaciones de elementos finitos para la cimentacion pilotada 33

14 p
m, " q” 4., q,,
>S5 [ m

fmlﬂ m,, I
T

CIIZ I 6]1[;
o C
q; / T
[, T

as,

P
4y,

My, L~
ky - sz
f &y M,

Figura 3.3: Fuerzas puntuales externas (izquierda) y tensiones a lo largo de la
interfase pilote-suelo, definidas sobre un elemento genérico

p
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utilizando el conjunto de funciones de forma definidos por la ecuacién (3.12). La
distribucion de tensiones a lo largo de la interfase pilote-suelo es continua entre
elementos.

De nuevo, los coeficientes de la matriz Q para la obtencién de las fuerzas late-
rales pueden ser obtenidos utilizando el principio de los desplazamiento virtuales:

dy= [ oopdn i=15; =123 (3.20)
L

mientras que los coeficientes de la matriz correspondiente a las fuerzas axiales se
obtienen haciendo:

% = / Gigjdr; 1,5 =1,2,3 (3.21)
L
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lo cual permite obtener las siguientes matrices:

&5 6 =
& 1 42 -1

Q= | 4 Lo 4L |, Q“z% 2 16 2 (3.22)
L UL 2L 1 2 4

28 105 140

L2 -2 —I?
L 210 105 84

3.3.4. Sistema de ecuaciones para el pilote simple

Una vez que todas las matrices elementales han sido obtenidas para el pilote
completo, es posible escribir, para cada pilote, la siguiente expresion

Ku' =F“ +Qq’ (3.23)

donde K = K — w?M. Dado que cada pilote es discretizado utilizando tantos
elementos como sea necesario para poder seguir de forma precisa su deformada,
las matrices K y Q deben ser entendidas como matrices globales, obtenidas a partir
de las matrices elementales siguiendo los procedimientos usuales del método de
los elementos finitos.

Notese que, dado que se asume que la continuidad del suelo no se ve alterada
por la presencia de los pilotes, el valor de la masa distribuida asignado a cada
pilote debe ser modificado segun la expresién m = A(p, — ps), con el objetivo
de no sobrestimar la masa total del sistema, siendo p, y ps, respectivamente, las
densidades del pilote y del suelo. Consideraciones de similar naturaleza fueron
adoptadas en [32-34].

3.4. Acoplamiento MEC-MEF

El siguiente paso es la construccion de un sistema de ecuaciones global a partir
de las expresiones deducidas en las secciones anteriores. El acoplamiento se realiza
a través de las tensiones q* = —q” a lo largo de la interfase pilote-suelo y de los
desplazamientos u?’ a lo largo del pilote 3.

La ecuacién (3.23), escrita para el pilote j, puede expresarse ahora como:

K” v’ —F, +Qq” =F}, (3.24)

Imponiendo condiciones de compatibilidad y equilibrio soldados a lo largo de
las interfases pilote-suelo, y tomando como criterio de signos que las tensiones q°
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son positivas, las ecuaciones (3.3), (3.4), (3.6) vy (3.24) pueden ser reordenadas
en un unico sistema de ecuaciones que representa al sistema suelo-cimentacién
pilotada. Para un semiespacio uniforme, el sistema acoplado sera de la forma:

[ HY -G” Y 0| [u]
H* -G” Y C || ¢
H* -G Y, D ||F,

%) Q -I K u?

-8B (3.25)

donde H** es una matriz de dimensiones 3N x 3N obtenida mediante la integra-
cién, sobre los elementos de contorno del producto de la solucién fundamental
armonica en tensiones por las funciones de forma correspondientes, cuando la car-
ga es aplicada sobre los contornos, N es el ntimero de nodos en el contorno, D’ es
una matriz constituida por los distintos vectores D, C’ es una matriz que contiene
los términos libres correspondientes a la colocacién sobre los nodos del pilote e T’
es una matriz nula excepto en los términos correspondientes a las incognitas ),
donde se coloca un término de valor unidad. El resto de las submatrices son:

QP @PwP2 ... QPPn
GPr2pr (@P2P2 ... (QP2Pn
Grr =
G_pnpl Gpnp2 . G_pnpn
pP1p1 Pip2 P1Pn
Ge Ge Ge
p2p1 p2p2 DP2Pn
G.pp o Ge Ge Ge
o=
PnpP1 Pbnp2 PnPn
Ge Ge Ge
'rpll -rp12 ... YPn
P2l p22 . pen
TP =
'rpnl -rpn2 ... YPnm
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1 2 n
. TR T
b3 .
nl n2 nm
| T T T,
Gr = [am gn .. G|
TS [ TSl ’rSQ Tsn ]
HP® [ HPs HP2S ... HP® i|T
HES = [ HI;IS Hzgzs H};ns }T
QPI %) R %)
Q B %) Qp2 e %)
%) %) R Qpn
[ K* o ... O ]
= o K” ... 0
o o ... K"

B es el vector del lado derecho, obtenido de aplicar las condiciones de contorno,
mientras que el vector de incégnitas es:

x={u’,q™,q”,....q", F,, F,,,..., F,, ,u’ u” . .,up"}T (3.26)

3.5. Formulacion del encepado rigido

Pilotes diferentes pueden trabajar juntos en un grupo si sus cabezas estan vin-
culadas a través de un encepado. En este trabajo en concreto, se considerard que
los pilotes estan fijamente conectados a un encepado rigido. Las restricciones ci-
nematicas entre los distintos pilotes, junto a las ecuaciones de equilibrio del con-
junto, se presentan en las siguientes secciones.
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3.5.1. Restricciones cinematicas

La vinculacién de los desplazamientos de las cabezas de los pilotes de un
grupo es ejecutada definiendo las ecuaciones de movimiento de sélido rigido y,
posteriormente, condensando los grados de libertad deseados. Con el objetivo de
simplificar la implementacién, los grados de libertad definidos sobre las cabezas
de algunos pilotes seran los utilizados como referencia para condensar el resto
de grados de libertad. Sélo existen cinco grados de libertad en la cabeza de un
pilote, mientras que se necesitan seis grados de libertad (tres desplazamientos y
tres rotaciones) para representar el comportamiento del encepado rigido, por lo
que se utilizaran dos pilotes. Estos seran denominados como pilote de referencia
y pilote periférico, siendo este 1ltimo necesario tan solo para la definicién de la
rotacion del encepado alrededor de un eje vertical.

AY2

VXX

N \w
>
°

\g¥

Figura 3.4: Pilote de referencia (r) y pilote periférico (p)

Sean f3,, y 7, €l angulo y la distancia existentes entre las cabezas de los
pilotes de referencia y periférico (véase la fig. 3.4). Bajo la hipétesis de pequenas
deformaciones, se pueden escribir las siguientes relaciones:

Up, = Uy, — Typsin(fFy) (3.27a)

Upy, = Upy + Trpr cOS(Byp) (3.27b)

donde los subindices 1 y 2 indican desplazamientos a lo largo de los ejes x1 y
Zo, respectivamente. De este modo, el dangulo o de rotacién del encepado puede
definirse entre ambos pilotes como:

45° < B, < 135° s —
entonces o= ——>< (caso a)
225° < fB,p < 315° Trp SI(Brp)
i (3.28)
315° < B,, < 45° —
S Pep < entonces o= —p2Ura_ (caso b)
135° < 3, < 225° Trp €0S(Brp)
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de tal modo que en el caso a, el grado de libertad auxiliar del pilote periférico es u,,
mientras que en el caso b, el grado de libertad utilizado es w,,. Teniendo en cuenta
el conjunto de grados de libertad elegidos para representar el comportamiento del
encepado rigido, el acoplamiento entre los pilotes de referencia y periférico puede
expresarse, para los casos a y b respectivamente, a través de las siguientes matrices:

Up,
Up, tan(B,,)"t 1 0 0 0 —tan(B,,) " Uy
ups _ 0 01 _drpl —Yrp2 0 Upg (329)
0, 0 00 1 0 0 0,
0,, 0 00 0 1 0 0.,
y
Up,
Up, 1 tan(B,,) 0 0O 0 —tan(B,,) Uy
Ups | _ 0 0 1 —dyp, —dpp, 0 Uy (3.30)
0,, o 0 0 1 0 0 0,
6, ] [0 o 0o 0o 1 o || 6,

donde d,,, = x,, — x,,, siendo x el vector de posicién del punto de interés. Sean
ahora f3,; y r,; el angulo y la distancia existentes entre la cabeza del pilote de
referencia y la de cualquier otro pilote j. Las matrices de acoplamiento, para los
casos a y b, son, respectivamente:

774 sin(Br;) g sin(Brj) 1 [ T
B u 7] n 7"7"1]9 Sin(ﬁri) O 0 TTZ? Sin(BTI]?) url
d ey cos(fy) 0 o0 _racst) | | o,
Uj, rrp sin(Brp) Trp sin(Brp)
Uy
Ujs 0 *drjl *deQ 0 0 ’ (3'31)
T1
9]’1 0 1 0 0 97’2
Z
- 0 0 1 0 | [
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y
r rrj sin(Br;) rrgsin(Bry) 1T ]
r " A 1 rrj, COS(ﬁr;) 0 0 0 B 7%1]9 COS(@"L) Uy
J1
Trj €0s(Brj) Trj c08(Br;) Uy
ug, 0 I-maen 0 0 0 ey :
Uy
Ujg = 0 0 1 *drjl *der 0 0 ’ (3'32)
T1
9j1 O O O 1 0 0 97‘2
| 0. |
0 0 0o 0 1 0 ] L]

donde d,;, = x;, — x,,. Tal y como ya se ha comentado con anterioridad, estas
matrices son utilizadas para condensar los grados de libertad definidos en las
cabezas de los pilotes de un grupo en solo seis grados de libertad de referencia.

3.5.2. Ecuaciones de equilibrio

Deben imponerse condiciones de equilibrio dindmico sobre el encepado entre
las fuerzas externas, las fuerzas de inercia y las reacciones en la cabeza de los
pilotes. Sean FY las fuerzas externas aplicadas sobre el centro de gravedad del
encepado xg, en direccion ¢ y My, My y Mg los momentos externos aplicados
alrededor de los ejes x5, 1 v x3, respectivamente. Las propiedades inerciales del
encepado son su masa m¢ y sus momentos de inercia I, I e I3, definidos alrededor
de los ejes x5, x1 y x3, respectivamente. Finalmente, la reacciones en la cabeza del
pilote j-ésimo son las fuerzas Fj, y los momentos M;, y Mj,, definidos alrededor
de los ejes xo y w1, respectivamente. Con esta nomenclatura, las ecuaciones de
equilibrio dindmico del encepado ¢ pueden escribirse como:

Fie + Z F]l - —w2mcucgi 1=1,2,3
j=1
M; + Z (Mji - (xji o chi)FjS + (xja - xcya)Fji) = _WQIiei 1=1,2
j=1
M§ + Z ((le - xCQl)F}Q - (ij - xcgg)F’j ) = _W2]304 (333)

j=1

donde n; es el numero de pilotes agrupados bajo el encepado c.
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3.6. Modelo para las estructuras pilotadas

3.6.1. Introduccién

En esta secciéon se describe la formulacién que se ha adoptado para el anélisis
dinamico de estructuras pilotadas compuestas por uno o mas pilares verticales
extensibles y uno o mas forjados horizontales infinitamente rigidos, tal y como
se muestra en la figura 3.5. Los pilotes son modelados como vigas de Euler-
Bernoulli sin masa, con deformacién axial y lateral y con amortiguamiento de
tipo viscoelastico, introducido a través de un modulo de rigidez complejo del tipo
k = Re[k](1 + 2iC). Se desprecia la rigidez torsional de los pilares. Se considera,
ademas, que los ejes principales de inercia de los forjados rigidos son paralelos a
los ejes de coordenadas, aunque la posicién de sus centros de gravedad en el plano
horizontal puede variar entre distintas plantas.

W7zzzzzz2272Z77777227272777772777777Z7777777777777777/777/7Z77777777777) fO rjadO nT
u u u u u
"

W7zzzzz7z22272Z77727227272777772777777Z77777777777777777/7727/7Z77 7777777772

forjado j+1

W7zzzzz772Z777777777277777777777777777777 7777777 7777777777

forjado j

W7zzzzzz77z77777272777777777 7777777777777/ 777777777772

forjado j—1

] ] ] ] ] .
W7zzzz777722777777777777777777777777777777 7777772777777 fOr_]adO 1

Figura 3.5: Esquema bidimensional del modelo de estructuras pilotadas

Con el objetivo de escribir las ecuaciones de movimiento directamente en fun-
cién de los desplazamientos y rotaciones de los forjados (pardmetros de mayor
interés en este trabajo), se condensan todos los grados de libertad correspondien-
tes a los extremos de los pilares al centro de gravedad del forjado o del encepado
situado a su mismo nivel. Dado que las matrices elementales de rigidez de los
pilares seran expresadas inicialmente respecto a los extremos de los pilares, es ne-
cesario escribir primero las relaciones cinematicas existentes entre tales extremos
y los centros de gravedad de los forjados o los encepados. Posteriormente, se define
una matriz de rigidez elemental para la entreplanta entre dos niveles consecutivos.
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3.6.2. Relaciones cinematicas

Sea X7 = {chlj, Uggyi s Ueggi s Vegis Ocgris Ocgyi }T el vector que define los despla-
zamientos y rotaciones del centro de gravedad del forjado o encepado j, donde
Qegis Opgri Y Orgyi s0n las rotaciones en sentido antihorario alrededor de los ejes
T3, To y T1, respectivamente. Sea Y{ = {Ui,, Uiy, Wig, 0, O3, }jT el vector que define
los desplazamientos y las rotaciones en un extremo del pilar ¢ vinculado al forjado
o encepado j. La compatibilidad entre X7 y Yg puede ser expresada, en forma
matricial, como:

_ : - Uy |
w;, 100 (2, — ) 0 0 oy
cg3
Ui, 010 (:Eil - I'ngl') 0 0 w gj
ulg = O O 1 O (,Z'Z‘l — ,Z'ngl') (1'2‘2 - xcg%) acgj (334>
0;, 0 00 1 0 =) ’ ,
0, | |0 0 0 0 0 1 o
) IR " [ Oy

Sobre el acoplamiento entre pilares y encepado

Sin embargo, tal y como se vio en la seccion 3.5, los grados de libertad co-
rrespondientes al centro de gravedad del encepado no estdn presentes de modo
explicito en el sistema de ecuaciones final, estando, por contra, definidos en fun-
cién de los correspondientes a dos de los pilotes del grupo. Por esta razon, las
columnas de la matriz de rigidez elemental de la entreplanta, correspondientes a
la vinculacion de los pilares con el encepado, deberan ser escritas en funcion de
dichos grados de libertad auxiliares.

A A2
V\(x
re o pe e
X cg ‘xl
" V\ - rcg/\ >
[ ° o )
r B r 5.

Figura 3.6: Grados de libertad para el acoplamiento entre pilares y encepado

Para ello, sean 3,, y r,, el angulo y la distancia entre las cabezas de los pilotes
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de referencia y periférico y B., v 14 €l dngulo y la distancia entre el pilote de
referencia y el centro de gravedad del encepado (véase figura 3.6). En concordancia
con el conjunto de seis grados de libertad elegido para definir los desplazamientos
y rotaciones del encepado, se definen las matrices de acoplamiento entre la cabeza
del pilote de referencia y el centro de gravedad del encepado que, para los casos a
y b (véase la seccién 3.5), son, respectivamente:

Uegy
Uegs

Ucgs

Ocq:
Ocgs

Uegy
Uegy

chg

@Cgl
9092

donde d,,, = x,, — x,

_Tcg sin Beg
rrp sin Brp

reg €OS Beg

Trp Sin Brp

0 0

1
Trp Sin Brp

Tcg Sin Beg
Trp €OS Brp

rrp cos Brp

0

1
Trp €OS Brp

0
0

o O O O O =

k3

_ Teg cosfeg

- drpz

0 -1

Tcg Sin Beg

Trp Sin Brp
reg COS Beg
" Trp Sin Brp

0

1
rrp sin Brp

0
0

Tcg Sin Beg

" Trp €OS Brp
Tcg €08 Beg
Trp €08 Brp

0

1
Trp COS Brp

0
0

(3.35)

(3.36)
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3.6.3. Matriz de rigidez de entreplanta

La submatriz elemental de rigidez de dimension 10 x 10 de un pilar ¢, modelado
como una viga de Euler-Bernoulli, puede ser definida como:

[ a,, 0 0 b, 0O -ay, O 0 —-b, 0 |
az, O 0 by, 0 —az, 0 0 -b,
c 0 0 0 0 - 0 0
dyy 0 by 0 0 g
£ dyy 0 by O 0 Zo || YT
£ | 4y, 0 0 by, 0 Y
az, 0 0 b,
sim c 0 0
d,, 0
L de .
(3.37)
donde
Uy, = 12EL{,’$"; by, = 6ELI;"; c= ETA; dy, = 4%

siendo, ademas, f/ = { Jaris Janis fusis My, m$21}j T las reacciones en la conexién
entre el pilar y el forjado.

Con el objetivo de construir una matriz elemental equivalente X! para la entre-
planta que relacione directamente los grados de libertad de los forjados superior
e inferior, la submatriz de rigidez correspondiente a cada extremo del pilote i es
post-multiplicada por la ecuacién (3.34), obteniéndose las submatrices de rigidez
expresadas en términos de los grados de libertad asociados a los centros de grave-
dad de forjados y encepados. Del mismo modo se opera con las filas para definir
las fuerzas resultantes respecto a los centros de gravedad de los forjados. Este
proceso lleva a la obtencion de la siguiente matriz de rigidez elemental del pilar ¢
para la entreplanta situada entre los niveles 7 — 1y j:

i i i j-1
‘F.j-fl _ ]Cll(GzG) IC12(616) X (338)
F X

) 4
21 (6x6) ICQQ(st)

donde
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Elg EI EI
1 r1 ..b Tl
12— 0 0 —12—5taf —6—%5 0
Elg EI EI
2 r2 ..b 2
0 12— 0 12522} 0 —6—3
EA FEA_ b FEA_ b
. 0 0 A 0 BA L BAg
1 =
Elzy g Elzg 4 E 1yb Elzy g Blzy 4
—12=5kah 1275228 () 125 1x 6—5-ab —6—52 2}
Elzy EA b Blzy p Ele; | BA b2 EA _b.b
—6—5 0 ) 66— 3 4—F—+5x] = xor]
Elg EI EI 2
_ 2 EA b _ z2 b EA _b.b z9 | EA_b
0 6—= I T2 66— 7] 7 L2711 A==+
Elg, Elzy Elz
—12=% 0 0 12— 5k g —6—3 0
Elz, Elry Elqz,
0 —1253 0 —12° 52 a8 0 —6—5
0 0 _EA 0 _EAga _EA,a
Ko = " i b
12
Elg EI ET. EIT.
1.6 _ zo b 1o E ab Ty b _ Ty b
125k af —12=522% 0 125 1x 6—5a} 65>t
Elg EI EI
1 _EA b _ 1 .a ] FEA .a,b _EA _a.b
6 72 0 Tz 6 75 22—tz =z
Elg EI EI
2 EA_b 2 a EA . a.b x9 EA_a..b
0 6 72 — 5 x3 6 PR — - xfzg 2—=— ey
Elg EI EI
_ 1 r1 ..b Tl
125 0 0 1251 b 6= 0
Elg EI EI
_ 2 _ r2 ..b o
0 125 0 122524t 0 6=
_EA _EA_ b _EA_b
i 0 0 ) 0 54 b 5440
21 =
Elzy o Eleg o E ab Elz) o Eley 4
12—glag  —12—32af 0 —1251x —6—5t g 6— 5% xS
Elg, EA _a Elzy _p Eley  EA _a, b EA_ b, a
—6 72 0 -t 6 77 23 2—- z{x] - xgrd]
Elzg EA _a Elzy EA_b.a Eley  EA_b.a
0 —6 72 — 5wy —6 72 %] i 22— —Fwyxh
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122701 0 0 —1280ag 675" 0
0 127722 0 122024 0 653
_— 0 0 EA 0 Fhag s
2 §1 g 12E£§2 x§ 0 12%[}(“ *6ELI§1 Ty 6ELI§2 z§
675 0 Blap —655tag 4TF4BAar? Bloga
|0 oS B eTmer Slagep aSEiSeg |
siendo

IX*=1, x“2 + L, :1:“2

X = [mlaz;’ + 1,2t

En estas expresiones, xy = T;, — Tege ¥ =1, —x, gv son las coordenadas
horizontales relativas del eje del pilar respecto al centro de gravedad del forjado
superior o inferior, respectivamente, y .FT {Fy,, Frpy, Fryy Mo, M., sz}] co-
rresponde a las reacciones que aparecen en la conexion entre el pilar y el forjado,
expresadas también respecto al centro de gravedad correspondiente.

Habiendo definido una matriz de rigidez de la entreplanta con cardcter genéri-
co, puede seguirse el procedimiento de ensamblaje usual del método de los ele-
mentos finitos para obtener la ecuacion de movimiento de la estructura una vez
discretizada, quedando de la forma:

(K—wM)X =F (3.39)

donde K es la matriz de rigidez global de la estructura, X es el vector de despla-
zamientos y rotaciones en los forjados, F es el vector de fuerzas externas sobre la
estructura y M es la matriz de propiedades inerciales de la estructura, definida
para cada forjado.

3.7. Ensamblaje de la matriz global del sistema

La manera en que las ecuaciones (3.23), (3.3), (3.4), (3.6) y (3.39) son re-
organizadas en un unico sistema de ecuaciones depende de la configuracién de
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estructuras, cimentaciones y suelos y de las condiciones de contorno. Sin embar-
go, siempre deben aplicarse las condiciones de equilibrio y de compatibilidad,
considerando contacto soldado entre las diferentes interfases del sistema. En la
situacion mas general, existen multiples estructuras cimentadas sobre diferentes
grupos de pilotes que estan embebidos en el terreno, estando el sistema sometido
a fuerzas externas o a ondas sismicas. En tal caso, el sistema de ecuaciones es:

‘A{us’pqusanaupaxjaFtopafo}T =B (340)

donde A, cuya estructura esta esquematizada en la fig. 3.7, es la matriz de coe-
ficientes y B es el vector del lado derecho, ambos obtenidos después de aplicar
las condiciones de contorno y de reordenar las ecuaciones. El vector de incognitas
incluye los desplazamientos u® y/o las tensiones p® en los nodos correspondien-
tes a los elementos de contorno, las tensiones en la interfase pilote-suelo q°, las
fuerzas en la punta de los pilotes F,, las traslaciones y rotaciones nodales a lo
largo del pilote u?, los grados de libertad definidos en las superestructuras X7,
las reacciones en las uniones pilote-encepado Fy,, v las fuerzas en la base de la
estructura f,

Ec. MEC sobre los contornos <

Ec. MEC sobre las
lineas de carga

N

Ec. MEF de los pilotes

N
N

Ec. MEF de las estructuras

Equilibrio

o I

|

} Pt
w X' Fy,f,

Figura 3.7: Estructura de la matriz de coeficientes A del sistema
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3.8. Evaluacion numérica de las integrales defi-
nidas sobre las lineas de carga

Siempre que la fuente esté situada fuera de la linea de carga j, las integrales de
u*q* y t'q*, definidas sobre la linea de carga I',; y que aparecen en las ecuacio-
nes (3.2) y (3.5), respectivamente, son calculadas como integrales monodimensio-
nales extendidas sobre una linea definida por el eje del pilote correspondiente. Por
contra, estas mismas integrales poseen una singularidad cuando la fuente esta si-
tuada sobre la linea que esta siendo integrada. En este caso, y para evitar esta
singularidad, las integrales se evalian sobre un cilindro cuyo radio R, tiene por
valor /A/m. Considérese entonces que la interfase I', entre el pilote (cualquiera
que sea su seccién) y el suelo es un cilindro de radio R,, sobre el que existen
unas tensiones o,,. En este caso, el dltimo sumando de la ecuacién (3.1) incluye
integrales del tipo:

qS
uo,,dl’ :/ u'—--dl', =
/Fp ps Al p N 2R, p

donde N, es el niimero de elementos en que se ha discretizado la linea de carga, y
donde se ha utilizado la ecuacién (3.19) para expresar q° a lo largo del elemento.
Tal y como se vio en el capitulo 2, la solucion fundamental elastodinamica utilizada
en este trabajo, que da el desplazamiento en el punto x y en la direccion k£ cuando
la fuente es aplicada en el punto x* y en la direccién [, tiene la siguiente expresion:

1

U?k = m W)élk - XT,kT,l]

2
e, 1 1\ e 11 e
b=- <—) <ﬂ - —> + <ﬂ -+ 1) (3.42)
Cp Zpr ZpT T ZST zZsT T

e\ [ 3 3 T 3 3 e
X=—|— S5 T +1 + S5 +1
Cp ZpT ZpT T ZST zZsT T

donde g es el modulo de elasticidad transversal, 0 es la delta de Kronecker y
r = |x —x'|. Para este caso especifico (véase la figura 3.8), las derivadas del vector
posicion r = x — x* son:

> [/ u*@drp] @ (341)

e=1i=k,l,m

1
2R,

"R
T71 — ﬁ — et A COS(,}/) (343&)
T T
T R 3
ryo 8 _ RpsinG) .
T T
T3

== 43
rs= (3.43¢)
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X3

Eje del pilote

Figura 3.8: Superficie cilindrica de integracion sobre la interfase pilote-suelo
cuando el punto de colocacion pertenece al pilote

Entonces, las integrales del ultimo término de la ecuacién (3.41) pueden ser
evaluadas, en coordenadas cilindricas (véase la figura 3.8), como:

1
/Fpe u“¢;dl') = /mg /6 I (0w — X717 1] $i Ry dO dixs
R

2w
=_P [271’1/)5[k — X/ T k"1 d9:| (bl d.T3 (344)
AT ) 0

R 1
=—4p / {2@/)5119 - —QXRzk} ¢i ds
I xh r

donde 2% = z3 — 2% y
R2 0 0
Ry=| 0 R 0 (3.45)
0 0 2(x5)?

Ahora, la integral de la ecuacién (3.41) puede ser expresada de la siguiente
forma:
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1

N,
< L / X
wo,,dl, = 206, — =R, ¢id§} q 3.46
/F,, LT, ;16%%[1( - SRy (3.46)

Puede adoptarse, también, una estrategia de colocacién no nodal para compu-
tar las integrales sobre I',. desde el mismo pilote. Esto lleva a un procedimiento
que permite la reinterpretacion de la ecuacion anterior. En tal caso, deben elegirse
al menos cuatro puntos no nodales, colocados simétricamente alrededor del pilote
(tal y como se muestra en la figura 3.9) para evitar romper la simetria del proble-
ma. Se obtiene asi, por superposicién de las cuatro ecuaciones procedentes de esta
estrategia de colocacion no nodal, una unica ecuacién, que es dividida entre cuatro
para mantener el orden de los coeficientes resultantes. En tal caso, e integrando
sobre la linea de carga, el dltimo término de la ecuacion (3.1) se convierte en:

1
u‘q’dl’, ==
[ e

N. 1
Z Z m /xr (1/15lk - XT,kT,l) (0 dl’s] Qf

4

n=1 e=1 i=k,l,;m 3

1 cf N . ) (3.47)
1 Z Z A / b; (1/15lk - T—QR?k) dﬂ?:s] q;
n=1 e=1 i=k,l,;m H L/ 5
c.p.
donde
0 0 0
—?kz =10 Rf, (—1)"R,a}
| 0 (=1)"Ryzy  (3)°
(3.48)
R’ 0 (—1)"R,a}
e = 0 0 0
n=3,4

(=) "Ryzy 0 (a5)*

Tal y como puede apreciarse, este procedimiento lleva a una ecuaciéon com-
pletamente equivalente a la ecuacién (3.46), con lo que se demuestra que ambas
aproximaciones son analogas.

Por otro lado, cuando el punto de colocacion ‘késta situado fuera de la linea
de carga j, puede afirmarse que:

Ti = {ul3 us; u§3}k (3.49)
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. Puntos de
r g M colo;:arzzlo‘?n g).c.)
1 R . ’ 5 s &y
iy 2 S 5-
clm
o
4

Xy
X it
dr

<«—— Linea de carga

Figura 3.9: FEstrategia de colocacion no nodal

Sin embargo, cuando el punto de colocacion estd situado en el nodo inferior de
la linea de carga j y éste coincide con el extremo inferior del pilote, Tinj pasa
a contener una singularidad. Para evitar tal singularidad, la fuerza axial en la
punta del pilote puede modelarse como una presion uniforme o, aplicada sobre
una superficie circular con radio R, = \/A/7w. En este trabajo, esta estrategia ha
sido utilizada siempre que el punto de colocacion estd situado a lo largo de la linea
de carga j. De este modo, puede escribirse

Y|F, = /F uy oy dTy (3.50)
3

donde I'y es la superficie de la punta del pilote y 0, = F,/A. Asi, y utilizando
coordenadas polares (véase la figura 3.10), la ecuacién (3.50) pasa a ser expresada
como:

Y = ! /%/Rp[wd — xrrs] adadd =
= A ), ; i3 — XT4T3 =
1 [fe

:2,LLA 0

i3 [1/1 — (23)? 1} ada (3.51)

r2

donde la integral es regular y puede ser evaluada numéricamente.
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Figura 3.10: Integracion sobre la superficie de la punta del pilote






Capitulo 4

Ecuaciones del campo incidente
producido por ondas SH, P y SV
con angulo de incidencia genérico

4.1. Introduccion

Comentado el modelo acoplado de elementos de contorno y elementos finitos
es hora, pues, de profundizar en el objeto del presente trabajo. Para ello, se esta-
blecen a continuacion las consideraciones y expresiones que permitiran estudiar el
comportamiento de un medio sometido a la incidencia de ondas sismicas tipo SH,
P y SV que llegan a la superficie con un angulo de incidencia totalmente genérico.

El presente capitulo se estructura de modo que en la seccién 4.2 se establecen
las consideraciones generales respecto a los fendmenos asociados a la propagacién
de ondas a través del terreno. Una vez planteados los datos de partida, se anali-
zan, en las secciones 4.3, 4.4 y 4.5, las caracteristicas propias de cada tipo de onda
incidente, haciendo especial hincapié en sus particularidades especificas. Por 1lti-
mo, la seccién 4.6 indica el modo de incluir el campo incidente en la formulacién
general del problema explicada hasta ese punto.

4.2. Fundamentos

Considérese un semiespacio con propiedades mecanicas homogéneas, constan-
tes con la profundidad, dadas por su modulo de elasticidad E y su coeficiente de
Poisson v. Asumase, ademds, que por el medio se propaga un tren de ondas cuya
direccion de propagacion se encuentra contenida en un plano perpendicular a la
superficie del semiespacio (plano zyx3 en la figura 4.1), formando un angulo 6,
con el eje w9, medido en sentido trigonométrico. Ese tren de ondas puede supo-
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xs3

7

€

Figura 4.1: Definicion de ejes en el semiespacio

nerse formado por ondas volumétricas de tipo P o S, pudiendo estar estas ultimas
polarizadas horizontal o verticalmente (tratandose, respectivamente, de ondas SH
y SV).

La propagacion del tren de ondas a través del medio produce en éste una
perturbacion en forma de campo de desplazamientos que, como se verd, es funcién
del angulo 6, de incidencia y de las propiedades mecéanicas del terreno. A fin de
obtener las expresiones explicitas del campo de desplazamientos provocado por
el tren incidente (denominado en lo sucesivo campo incidente), se establecerd a
continuacion el conjunto de parametros que se precisaran para la total definicién
posterior del problema.

A x3

Sup. Libre T2

A\

02
0

ref
inc ref A2
AO Al

0o

Figura 4.2: /fngulos de interés en el plano x9 x3 para los distintos problemas

En la figura 4.2 se puede observar el angulo 6, de la onda incidente y los
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angulos 0, v 05 de las ondas reflejadas. Esto se debe a que, a la llegada del frente de
ondas a la superficie libre del semiespacio, se produce un proceso de reflexién que
provoca la generacién de dos ondas adicionales en el caso mas genérico (ver, por
ejemplo, [12]). Como més tarde se verd, la cantidad de ondas reflejadas depende
del tipo de onda incidente, siendo de dos cuando la onda que incide es de tipo P
0 SV y de una tnica cuando es una SH (ver, también, [12]).

Se pueden definir, en funcién de los dngulos presentados en el parrafo ante-
rior, los vectores s y d mencionados en el capitulo 2 (figura 2.1) que contengan,
respectivamente, los cosenos directores de las direcciones de propagacion y de los
desplazamientos de las particulas que cada una de las ondas que intervienen en el
problema provocan, sabiendo que ambas direcciones son ortogonales en ondas S
y coincidentes en ondas P.

Sabiendo lo anterior, las expresiones del campo de desplazamientos se pueden
representar en notacién subindicada del modo que a continuacién se muestra:

u; = Z dl Aje (s0r) (4.1)
j=1

donde u; es la componente en la direccion i del desplazamiento, n es el ntimero
de ondas total del problema en anélisis, d{ es la componente en la direccién ¢ del
vector que contiene los cosenos directores de los desplazamientos que la onda j
provoca en las particulas del medio, A; y k; son, respectivamente, la amplitud de
la onda j y su nimero de onda (definido como el cociente entre la frecuencia w y
la velocidad de propagacién de la misma en el medio -k; = w/c;-), mientras que
s . r representa el producto escalar del vector de la direccién de propagacion
de la onda j por el vector de posicion del %)unto donde se pretenden determinar
los desplazamientos (sV) - r = s(j)x + 85 Ty + 33 {L'g, siendo x1, xo y w3 las
coordenadas del punto bajo anahsls). Es interesante mencionar, por ultimo, que
la i que aparece en el exponente de la funcion representa a la unidad imaginaria
(i = v=1).

Obtenidas las expresiones del campo de desplazamientos en las tres direcciones
del espacio para cualquier punto del medio, el tensor de pequenas deformaciones
puede obtenerse, para cada punto, por aplicacién directa de las ecuaciones de
compatibilidad. La ecuacién es la (2.1), que se establecié en el capitulo 2. Obtenido
el tensor de deformaciones para cada caso, las componentes del tensor de tensiones
se pueden determinar de la ecuacion constitutiva que, asumiendo que el suelo es
un medio eldstico, lineal, homogéneo e isétropo, se establece por la ley de Hooke,
representada por la ecuacion (2.3).

Una vez obtenidos los tensores de tension para los puntos del semiespacio es
posible establecer las condiciones de contorno que permitiran, una vez aplicadas,
determinar las relaciones existentes entre la amplitud de la onda incidente y la
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reflejada (o las reflejadas). Las condiciones de contorno a aplicar en esta ocasion
son las condiciones de superficie libre, es decir, que la tensién normal o33 v la
tensién tangencial 0,3 sean nulas en los puntos de coordenada x3 cero.

Las consideraciones realizadas hasta el momento son de aplicacién totalmente
genérica, sin estar referenciadas a ningun tipo de onda incidente en concreto. A
continuacion se procede a la particularizacién de las expresiones obtenidas a cada
caso a fin de aclarar los conceptos introducidos e incidir en las caracteristicas
propias de cada tipo de problema.

4.3. Onda SH incidente

4.3.1. Campo incidente

En el presente epigrafe se estudiara el problema de una onda de tipo SH inci-
dente en un semiespacio. En este caso, se puede demostrar (ver, por ejemplo, [2])
que la llegada del frente de ondas a la superficie libre del semiespacio provoca un
fenémeno de reflexién que propicia la generacién de una tnica onda que, ademas,
es del mismo tipo que la onda incidente. En la figura 4.3 adjunta se refleja lo
comentado, definiéndose, ademas, los angulos de interés del problema.

A T3

Sup. Libre T

. 91
mc
Ash

AR
s s

Figura 4.3: /fngulos de interés en el plano xo x3 para una onda SH incidente

En estas circunstancias, los vectores s y d que, como se indico en el apar-
tado anterior, son los que contienen, respectivamente, los cosenos directores de
las direcciones de propagacion y desplazamientos de cada una de las ondas que
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intervienen en el problema, son los que se muestran a continuacién. Es convenien-
te resaltar que el 0 se refiere a la onda SH incidente, mientras que el 1 indica
referencia a la onda SH reflejada.

5O = 0,587, 57| = [0, cos (6) ,sen (6o)] d = [1,0,0]
50 = [0,58, 5] = [0,c08(61), — sen (6,) d" = [1,0,0]

Por su parte, las expresiones del campo de desplazamientos son, en funcion
de los vectores definidos en el parrafo anterior y de las amplitudes de las ondas
implicadas:

uy = d® Aine g ik (50m) y g{1) gref ik (s0r)
Uy = 0
us =0 (4.2)

Tal y como se puede observar, la estructura de las expresiones del campo de
desplazamientos es totalmente andloga a la establecida en la ecuacién (4.1). Se
comprueba que una onda SH incidente con un angulo 6, cualquiera con respecto a
la superficie del semiespacio provoca en éste desplazamientos solo en la direccién
del eje x1, siendo nulas el resto de componentes del desplazamiento. Ademas,
el desplazamiento no nulo se obtiene como la suma de las contribuciones de los
provocados por las ondas SH incidente y reflejada.

Por tratarse de un semiespacio y ser un problema en régimen estacionario,
la condicién de contorno debe ser independiente de la direccién . Por ello, es
posible establecer las siguientes igualdades:

0 o
kosy) = kst = COSC( ) _ COSC( - (4.3)

de donde la ecuacién (4.3) establece la igualdad entre el dngulo 6, de la onda
incidente y el angulo 6; de la onda reflejada. Una vez sabido esto, es simple
demostrar algunas relaciones adicionales, como las que se muestran a continuacion:

3;1) = sgo) = cos ()

3:(51) = —séo) = —sen (6p)
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4.3.2. Tensores de deformacién y tension

Una vez determinadas las expresiones del campo incidente, es posible pasar a
la determinacién de los tensores de deformacién y tensién. El procedimiento que
se seguird es el indicado en la seccién 4.2, es decir, comenzar con la determinacién
del tensor de deformaciones haciendo uso de las ecuaciones de compatibilidad
(ecuacién (2.1)) y continuar aplicando la ley de comportamiento (ecuacion (2.3))
para obtener el tensor de tensiones en cada punto del semiespacio.

Cuando la onda que incide en el semiespacio es una de tipo SH, el campo de
desplazamientos s6lo posee componente en z; (ecuacién (4.2)). De esta manera,
todas las derivadas parciales de las componentes en x5 y x5 del campo de despla-
zamientos se anularan. Asi, el tensor de deformaciones tiene el aspecto siguiente:

0 €12 €13
e=|¢e1 0 O (4.4)
€31 0 0

cuyas componentes no nulas valen:

1 1 _ .
e =en = sup =5 |—d” s AR (k) o 77—
_dgl) Sgl) A;alf (1 /{ZS) e_iks (8(1).7,):|
1 1 | |
ciy = e = Jung = 5 |~ s AR (k) o7 ()

i 50 AgE (k) o7t (=)

Obtenido el tensor de deformaciones, es posible determinar las componentes
del tensor de tensiones haciendo uso de la ley de comportamiento del material.
Para un suelo que se comporta de manera elastica y lineal, con caracteristicas
de homogeneidad e isotropia, aplicando la ley de Hooke se tiene que el tensor de
tensiones es:

0 o012 013
o=\ on 0 0 (4.5)
031 0 0

donde las componentes no nulas tienen por valor:
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012 =091 =2[1E10 = 4t [—dﬁo’ s Aine (3 ) ik (s@0r)

i o0 A5t (i) e ()]

O13 =031 =21€E13= [ [—dﬁm 3:(50) Ale (if,) e7ihe (s©r) _

—d{V sV AT (k) et (S“M)}

4.3.3. Aplicacion de las condiciones de contorno

Todas las expresiones anteriores son funcién de los pardametros introducidos en
4.2. Sin embargo, nada se ha comentado hasta el momento acerca de las amplitudes
de las ondas incidente y reflejada. Como se verd, las condiciones de contorno en
estos problemas se materializan en la obtencion de relaciones entre las amplitudes
de la onda incidente y las reflejadas.

Las condiciones de contorno a aplicar son las de superficie libre, es decir, que
la tension en el contorno del semiespacio sea nula. Esto, traducido a las variables
ya presentadas, implica que:

Enxz3 =0 = o013=0 (46)

Por lo tanto, recuperando las expresiones del tensor de tensiones en los puntos
del semiespacio, se puede escribir:

—dy” 5" A7 — i 57 A =0 = —sen (6) AR sen (o) A =0,
Alge = Axf

Por tanto, las amplitudes de la onda incidente y reflejada coinciden cuando
la onda que incide en el semiespacio es una onda SH. Sin embargo, sigue siendo
necesario darle valor a una de esas amplitudes. Por esta razon, se le asigna, a

modo de condiciéon de contorno adicional, un valor unitario a la amplitud de la
onda incidente.

& =Ag =1 (4.8)
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4.4. Onda P incidente

4.4.1. Campo incidente

El caso de una onda SH incidente estudiado con anterioridad es el mas simple.
La existencia de una tunica onda reflejada simplifica en gran medida las expresio-
nes. En esta linea, la formulacién relativa a una onda P supone un incremento de
su complejidad.

La reflexién producida por la llegada del frente de ondas P a la superficie libre
del semiespacio provoca la aparicion, de dos ondas, una de tipo P y otra de tipo
SV. Los angulos del problema son los que se pueden observar en la figura 4.4.

A T3

Sup. Libre Z2

02
Ainc ref 0
p AT 1
Aref
F10) d®
s®
Figura 4.4: Angulos de interés en el plano x5 x3 para una onda P incidente
Los vectores s y d para este problema pueden escribirse:
s© = 1o, séo), 35(50) = [0, cos (6p) ,sen (6)]

s = _0, sgl), sz(,’l)_ = [0, cos (01) , —sen (6,)]

8(2) — _07 552)7 52(,’2)_ = [0, CcoS (92) , — Sel (92)]

d® = [0,d”,dS] = [0,cos () ,sen (6)]

d — _()’dgl)’dgl)- = [0,cos (A1), —sen (6,)]

d® — _07 d§2)7 dgz)_ = [0, —sen () , — cos (65)]
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La expresion del campo de desplazamientos para este problema es la siguiente:
Uy = 0

d(O AIHC —Ik?p< ) + d(l Aref —Ik?p< ) + d(2 Aref —1]95( (2). )
Uz = d(o) Amc 71kp( . ) d(l Aref 71kp( . ) d(2 Aref 7114:5( (2. ) (49)

Aplicando el concepto de independencia de las expresiones respecto al eje o
se tiene:

7 0 0
oD = gy s o 0SW) _cost) _cosll) oy g g0
C

p Cp Cs

0) _
kpsy' =k
por lo que, también en este caso, el angulo 0, es igual al angulo 6. Esta igualdad
permite relacionar ciertas componentes de los vectores s y d entre si.

5; ) = sgo) = cos () d(l) = d(o) = cos ()
3:(5) = —séo) = sen (6y) d(1 d(o = —sen (6p)

De la primera y tercera igualdad de la ecuacién (4.10) puede obtenerse la
relacion existente entre el angulo de la onda P incidente y el de la SV reflejada:

COSC(QO) _ 0s(0a) = cos(6y) = ° cos (6o) (4.11)

P Cs Cp

En la ecuacién (4.11) se establece que la relacién entre el angulo de incidencia
de la onda P y el dngulo de la onda SV reflejada es proporcional al cociente entre
la velocidad de propagacion de la onda S y la velocidad de propagacion de la onda
P. A ese cociente se le denominara en lo sucesivo con la letra x, dependiendo en
exclusiva del coeficiente de Poisson del medio y tomando valores inferiores a la
unidad.

cs  ky 1-2v
—=—=/———=kr<1 4.12
¢, ks 2(1-v) (412)
Pueden establecerse relaciones entre los vectores de propagacion y de desplaza-
mientos de la onda SV reflejada con los de la onda P incidente, de modo similar al
que ocurria entre las ondas P incidente y reflejada tras aplicar la ecuacién (4.10).
En esta ocasién:

3;2) = cos (02) = k cos () d;z) = —sen (63) = —/1 — K2 cos? (fy)

3:(52) = —sen (6y) = —/1 — K2 cos? (fy) dgf) = —cos (#3) = —k cos ()
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Resulta interesante en este punto estudiar qué ocurre con la relacién entre los
dngulos 0 y # en funcién del propio 6. Asi, el valor de x varfa entre /2/2 para
un valor del coeficiente de Poisson de 0 y 0 para un valor del coeficiente de Poisson
de 0,5. De esta manera, para un angulo de incidencia de la onda P de entre 0 y
90 grados, se comprueba que el angulo 6, varia entre 45 y 90 grados.

4.4.2. Tensores de deformacion y tension

Para una onda P incidente, el tensor de deformaciones es de la forma siguiente:

0 O 0
€= | 0 &2 e23 (4.13)
0 €32 €33
cuyas componentes no nulas son:
622 — u2 2 — d2 52 AlHC (‘ kp) eilkp (S(O).T)—

d2 82 Aref( kp) e—ikp (s(l)-'r)_
d2 82 Aref( L ) efiks (5(2)-7")

€33 = U33 = — dg 53 Amc (ikp) et (s17r)
d3 83 Aref ( kp) e—ikp (s(l)-'r)
D o AT (1) ¢ (50

1 1 . .
f23 = Ex = S a3 = 5 [ (d(o O 4 d O)> AY (i kp) eike (sr) _
_ (dgl (1) + d(l (1)> Aref (1/{3 ) —ikp (s(l)-r)_

— (5§ + ) ) A (i) e ()]

Ademas de las componentes del tensor de deformaciones, otro valor de interés
posterior es la suma de los elementos de la diagonal principal del tensor.
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Ekk = €11 T €22 + €33 = — (dg)) 5;0) + dg)) 3§50>> Aionc (ikp) e ke (s r) _
— (50 4 ) V) AT (i) e (2 7)
<d(2 +d(2 > Aref ( L ) —iks (3(2)~'r)
El tensor de tensiones puede escribirse como:
011 0 O
o = 0 o099 093 (414)

0 o032 o033

cuyas componentes distintas de cero, conociendo la expresién de €, son:

= )‘gkk = _— )\ (d(o (0) + d(o ) AIHC ( k:p) efikp (3(0)-7')_
0 (s D s ) A (k) o ()
-\ (d(2 + d(2 ) Aref ( k ) —iks (3(2).r>

oy = — -(A +2.) dO 5O +)\d(0) )] Al (i) e ik (sOr) _
— [ 2p) d s+ ad s A;ff (iky) etk (0 7)
— [ 2p d s +Ad§2 | A (k) et (54n)

ay = — '\ 49 5O (1 24) d¥ sgo)' A (1)) et (s©@r) _
_ dgl) Sgl) (A +2p) dgl) Sgl)' A;ef (ik,) e i (s0r)
N P (0t 2p0) 2 D) AT (i) o ()

093 = 039 = 2[1523 — (dgo + d ) Alnc ( k/'p) efikp (3(0)-7')_
1 <d<21> s 4 d ) AT (i) e (sVr)_

— <d(2 —I—d(2 ) Aref ( k ) —iks (s(2)~r)
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4.4.3. Aplicacion de las condiciones de contorno

Las condiciones de superficie libre se enuncian como:

— 0
Ena;=0 = { 72 (4.15)

0'33:0

De la primera igualdad se extrae que:

0 =— p [cos (6p) sen (6p) + sen (6y) cos (6)] ALHC (ik,) e~ thpleos@)aa] _
— 1 [—cos (0p) sen (6y) — sen (6y) cos (6p)] A;ef (iky,) e ihwleos@o)za] _
— 1 [(1 = K? cos® (6)) — K? cos® (6p)] A (i k) e hwlcosto)e2]

como k = ¢g/c, = ky/ks y, ademas:

2 sen (6p) cos (0y) = sen (2 6y) (4.16)

093 se puede expresar como:
; 1
0= —psen(260) A+ pusen (260p) AL — i [1— 252 cos® (6p)] = ALY
K
Si se tiene en cuenta que 1 — 2 k? cos® (6y) = 1 — 2 cos? (), se puede escribir:
1 —2 cos® (6y) = 1 — cos® (fy) — cos® (B2) = sen® (fy) — cos® (6;) = — cos (265)
y dividiendo finalmente entre u, se obtiene la siguiente expresién:
1 .
sen (2 6y) A;ef + cos (26;) — A™ = sen (26,) A (4.17)
K

Por otro lado, de o33 = 0, se tiene:

0=— [A+2pusen® ()] (ik,) A;nc — [M 42 sen® (6o)] (ik,) Arpef—
— [=X sen (6y) cos (63) 4 (X + 2 1) sen (0y) cos (65)] (iks) A™

de donde:

0=—[A+2pusen®(6p)] A — [XA+2pu sen’(6)] AL~

1
— 2 11 sen (0y) cos (0y) - At
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Dividiendo entre 2 u, se tiene:

1A . 1A
0=— |:§ E -+ Sen2 (00):| Ai)nc — |:§ ; -+ Sen2 (00):| A;ef—

1 1
= 20 - Aref
2 sen ( 2) P

y como existe la siguiente relacién entre el coeficiente de Poisson y las constantes
de Lamé:

A
= - 4.18
Y73 (A+ ) (4.18)
k puede escribirse del modo como:
A [
1—2v L A+ A+ M
" 2 (1—v) { A } A+2p \a+2p (4.19)
2 [1— —— SEu—
2 (A+p) A+
por lo que, en virtud de lo anterior, \/u es equivalente a:
A A+ 2 1
AR P L (4.20)
HoH H K

Asi, retomando la expresién de o33, se puede poner:

1 1 inc 1 1 re
0= g1t )] Ay [ -1t 00] 451

1 1
= 20 - Aref
9 sen ( 2) P

de donde, reordenando términos, se obtiene, finalmente:

1 2 ref 1 ref 1 2 inc
[ﬁ — COS (00)] AT+ 5, sen (20y) A = {—ﬁ +cos” (6p) | A)C  (4.21)
Las ecuaciones (4.17) y (4.21) constituyen un sistema de dos ecuaciones con
tres incognitas. Dandole, como en el caso de la onda SH incidente, un valor unitario
a la amplitud de la onda incidente, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
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1
sen (26p) AS" + cos (26,) - A = sen (2 6))
(4.22)

1 2 ref 1 ref 1 2
[ﬁ — cos (90)] AT+ 5. Sen (20,) A = oy + cos® (0p)

De la resolucién del sistema de ecuaciones anterior se obtienen los valores para
las amplitudes de las ondas reflejadas:

k2 sen (26) sen (26,) — cos? (2 65)

At = 4.2
P K2 sen (20y) sen (20,) + cos? (26,) (423)
para la onda P reflejada y
Al — 2k sen (26y) cos (26,) (4.24)

k2 sen (26y) sen (260y) + cos? (26,)
para la onda SV reflejada.

4.4.4. Cambios de modo

Analizando las expresiones de las amplitudes de las ondas reflejadas, puede
comprobarse que existe un cierto angulo de incidencia que produce que la amplitud
de la onda P reflejada se anule, produciéndose un fenémeno conocido como cambio
de modo. De esta manera, una onda incidente de tipo P se refleja en forma de
una unica onda de tipo SV (de ahi el nombre de cambio de modo). Asi, para cada
valor del coeficiente de Poisson existe, a priori, al menos un angulo de incidencia
para el que sélo se refleja una onda SV. La ecuacion que permite obtener el angulo
(0 los angulos) para el que se produce el fenémeno explicado surge de la anulacién
de A;ef y es la siguiente:

K% sen (260p) sen (26,) — cos? (2605) =0 (4.25)

que, expresada en funcion tnicamente del dangulo de incidencia queda:

— 4k cos® (Ay) + 4 K3 cos? (By) /1 — cos? (6p) /1 — k2 cos? (6y)+
+4 k% cos® (Bp) —1=0 (4.26)

La expresién anterior permite obtener el angulo en el que se produce el cambio
de modo en funcién de las propiedades del terreno, al estar la variable « relacionada
con el coeficiente de Poisson v del mismo segiin la ecuacién (4.12). Sin embargo,
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el comportamiento de la ecuacién (4.26) presentada con anterioridad difiere segtin
el valor del coeficiente de Poisson del terreno por el que se propagan las ondas.

Para ilustrar el fenémeno, la figura 4.5 presenta la variacién de los valores de
la amplitud de la onda P reflejada en funcion del angulo 6y de incidencia y del
coeficiente de Poisson del medio. Puede observarse que el cambio de modo sélo
tiene lugar para valores del coeficiente de Poisson inferiores a 0,263.

Notese que cuando el coeficiente de Poisson del terreno toma un valor de 0,5,
la amplitud de la onda P reflejada pasa a valer -1 con independencia del angulo
de incidencia.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90
0o 0o

Figura 4.5: Variacion de la amplitud de la onda P reflejada con el dngulo de
incidencia 6y y el coeficiente de Poisson v del terreno

El cuadro 4.1 resume los valores del dngulo de cambio de modo (0m040) para
algunos coeficientes de Poisson del suelo tipicos.
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v K 0 crnodo
0,110,667 | 0,803° y 47,618°
0,210,612 | 5,216° y 39,519°
0,3 | 0,535 -

0,4 | 0,408 -

Cuadro 4.1: Cuadro resumen de los dngulos de cambio de modo para una onda
incidente tipo Py un conjunto de coeficientes de Poisson del terreno

4.5. Onda SV incidente

4.5.1. Campo incidente

En este apartado se estudiaran las caracteristicas del campo incidente cuando
la onda que incide es una SV.

La incidencia de una onda SV en el semiespacio genera, tras su reflexién, la

aparicién de una onda SV y una P reflejadas. La figura 4.6 presenta los parametros
de interés para el problema en analisis.

A T3
Sup. Libre T2
01 02
Ainc A;ef 8(2)
sV d(Z)
‘90 Aref
s(0) 4O s

d©

Figura 4.6: Angulos de interés en el plano x4 x3 para una onda SV incidente

Los vectores s y d son:
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50 _ -O sgo)’ng) = [0, cos () , sen (6p)]

s = () 5§ ,sgl) = [0, cos (0;) , —sen (0;)]

s? = O 32 ) 55(52) [07 Cos (‘92) » — Sel (92)]

d© — () dQO)’ d ] = [0, sen (6y) , — cos ()]

dV = () sV, d g = [0, —sen (61), — cos (61)]

d? = (),d2 ,d3 | = [0, cos (0) , —sen ()]

La expresion de las componentes del campo de desplazamientos es la siguiente:

Uy = 0
Uy = d;o) AISI\I/C 1ks( (0) ) + d(l Aref 1ks( @ ) + d (2) Aref —ikp (3(2)-7-)
Uz = d;(J,O) Alsrxlzc e—iks( 5(0) ) + d(l Aref —1ks< M ) + d A;ef e—lkp (8(2)~'r) (427>

Si se tiene en cuenta la independencia de las expresiones con respecto al eje
o puede escribirse:

0 o 0
by s = ks — i, o = ©5W0) _cosO) _coslB) gty o)

Cs Cs Cp

donde los angulos 6y y 6, son, también en esta ocasion, iguales. Se puede compro-
bar que:

sgl) = sgo) = cos (0p) d(l d = —sen (6o)
S:(;) — _S:())O) = —sen () dgl = dgo = —cos (6y)

De la segunda y tercera igualdad de la ecuacién (4.28) se obtiene la relacién
entre el angulo de la onda incidente (6p) y el de la onda P reflejada (6s):

cos (6p) _ cos (62) = cos(f,) = %P os (6o) (4.29)
Cs Cp Cs
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La relacién que existe en esta ocasion entre el angulo de incidencia de la onda
SV y el de la onda P reflejada es proporcional al cociente entre la velocidad ¢, y
Cs, es decir, a 1/k.

cp 2(1—-v) 1
Y S S A | 4.30
Cs 1—-2v K ( )
La expresion (4.29) permite relacionar los vectores de propagacion y de des-
plazamientos de la onda P reflejada con los de la onda SV incidente:

1 1
352) _ 2 S;O) d;Q) _ sf) _ 1 8&0)
K
2 2
3:(52) = —4/1— [5;2)] déz) = sg) = —4/1— [sg)]

4.5.2. Angulo critico

Existe una particularidad para este tipo de ondas incidentes que puede obser-
varse analizando la ecuacion (4.30). Témese un dngulo de incidencia 6, tal que
el dngulo de la onda P reflejada se anule. En estas circunstancias, cos (6y) = k.
Llamese al angulo que produce ese efecto angulo critico y dendtese por 6,... A con-
tinuacién, supéngase que el angulo de incidencia sea superior a ese angulo critico
0. (dngulo supercritico), siendo pues el coseno del dngulo de incidencia menor a
Ky, por tanto, el coseno del dngulo reflejado igual a cos (f2) = 1/k cos (6y) < 1

Ahora, imaginese el lector que el angulo de incidencia resulte ser inferior al
citado dngulo critico (dngulo subcritico). Entonces, cos (6y) > k, de modo que el
coseno del dngulo reflejado serd cos (02) = 1/k cos (6y) > 1. Se trata, pues, de una
singularidad que implica que sen (fy) € 1. Debido a esto, se hace necesaria una
modificacién de la formulacién que permita tener en cuenta el hecho descrito.

A modo de informacién adicional, el cuadro 4.2 resume los angulos criticos
para algunos valores habituales del coeficiente de Poisson del suelo.

Es preciso, por tanto, modificar la formulacién planteada hasta el momento
para tener en cuenta el fenémeno asociado al angulo critico. Para ello, partase
de las expresiones ya conocidas del campo de desplazamientos y analicense las
componentes del mismo debidas a la contribucién de la onda P reflejada.

Us g B [ de)
=L
cos ()
—sen (6y)

Aref efi kp [cos(62) z2—sen(f2) z3] _
p

(4.31)

Aref efi kp [cos(02) z2—sen(02) x3]
p
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v K 0.,
0,1 | 0,667 | 48,16°
0,2 0,612 | 52,24°
0,3 | 0,535 | 57,69°
0,4 | 0,408 | 65,91°

Cuadro 4.2: Cuadro resumen de los dngulos criticos para una onda incidente
tipo SV y un conjunto de coeficientes de Poisson del terreno

puesto que:

cos (6y) = = cos (0p) ; sen (6y) = \/— cos? (6y) — 1 (4.32)
K

Pese a no poder establecer, a priori, el signo de la unidad imaginaria, la ex-
presion de los desplazamientos se puede poner del modo siguiente:

P
U9 - % cos(fo)
Us +i(—1) /2y cos?(60)—1

de donde, analizando la funcién exponencial, la solucién adecuada sera la que
sirva para mantener la estructura de la misma. En esta ocasién, la estructura se
mantiene si se toma —i. Se tiene:

Aref —ikp [; cos(0p) xa—(Li) z3 2 cos?(6p)— ]
p

P _ _

Us % cos(fo) Aref efikp [; cos(0p) za+izs 2 cos2(fp)— ] _
U3 i '%2 cos2(0g)—1

1

= cos(0o) Aref kp 3 2 cos?(6p)—1 —1k [; cos(@o)]

1./ L 2 —
iy/—5 cos (60)—1

+ cos(0) £ —iks cos(f
= ATt €3 s cos(f) a2 (4.33)
i/ =2 cos2(0p)—1

En la expresion anterior puede observarse que la componente de uno cualquiera
de los desplazamientos es igual al producto de un cierto valor por una amplitud
por el producto de dos exponenciales, ambas decrecientes al aumentar la variable
de la que dependen (algo evidente para el caso de zy y facilmente visualizable
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para el caso de la exponencial dependiente de x3, pues los puntos del semiespacio
poseen valores de la citada componente negativas). De este modo, la exponencial
dependiente de x3 es un término que modula la amplitud de la onda, decreciendo
ésta con la profundidad. El valor de la constante real que acompana a la variable
T3 es:

E=k, \/% cos? (0p) — 1 (4.34)

Analizando las expresiones obtenidas puede concluirse que se trata de una
onda rasante que se propaga en direccion xs con una velocidad que no es ni la de
las ondas P ni la de las ondas S, dependiendo, ademaés, del angulo de incidencia,
con desplazamientos en x5 y z3, ambos desfasados 90° y con una amplitud A;ef
que decrece con la profundidad (z3 negativos) segin . Esta clase de ondas tiene
grandes similitudes con las ondas de superficie.

A nivel de implementacién, se puede considerar que s y d® son las siguientes
expresiones complejas:

0 0
s =1 cos(hy) | = . cos (0)
| —sen (05) 1\/é cos? (6y) — 1
_ . - _ . -
d? = cos (6) = % cos (6)
— sen (65) 1\/$ cos? (6y) — 1

Las expresiones anteriores permiten implementar de modo relativamente sen-
cillo un édngulo de incidencia inferior al critico. Sin embargo, resulta instructi-
vo obtener las ecuaciones del campo de desplazamientos para el caso en el que
0y = 0... En este caso, los vectores de propagacién y de desplazamientos de la
onda P reflejada son los siguientes:

s =1 d¥ =1
s§2) =0 d:(f) =0

siendo el campo de desplazamientos:
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Uy = 0
d(o AlnC flks( (0) ) + d (1) Aref flks( @)y )+A;efefikp (z2)
d(O Amc —lks( ) + d A;S,f e—lk;s (s( )-1-) (435>

donde puede observarse que los desplazamientos en las direcciones x5 y x3 son la
suma de las contribuciones de las ondas SV incidente y reflejada y, en el caso de
los desplazamientos en x5, también de la aportacion de la onda P reflejada, que
es una onda P rasante.

4.5.3. Tensores de deformacién y tensién

En este caso, se anulan las siguientes componentes del tensor de deformaciones:

€11 = U111 = 0
1

€91 = €12 = B (urg+uz1) =0
1

€31 = €13 = 5 (w13 +ugy) =0

teniendo el tensor de deformaciones de un punto cualquiera del semiespacio el
siguiente aspecto:

0 0 0
€= 0 ex éx (4.36)
0 e32 €33
Sus componentes se obtienen con:
€22 = U2 = — dQO) Séo Alne (1) etk (s@r)_

d2 82 Aref( k) —iks (s(l)-'r)_
d2 82 Aref( kp) e—ikp (s@)-'r)

€33 = U33 = — dg 53 Amc (iks) e i (s17r)

— d 5D AT (k) R (50)

3 S3

D o2 A (k) i (50)

3 S3
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1
€93 = €32 = 5 U233 =

[— (déo) sy + d§°> 5;0>) A (i) e te (8Or)
() A k)
— (ng) 8;2) + ng) 852)> A;ef (1 kp) o ikp (3(2)_7_)]

Por su parte, la suma de los elementos de la diagonal principal del tensor de
deformaciones vale:

N | —

Ekk = €11 + €22 + €33 = — (d(o +dy) s ) AR (k) e (s@-r) _
— (" s+ i sé”) AT (i) ot ()
= (758 4l s) AT (k) 7t (00

En lo que se refiere al tensor de tensiones, sus componentes nulas son:

012 =091 =22 =10

o13 =031 =2pue3=0

y el tensor de tensiones de un punto cualquiera del semiespacio se escribe como:

011 0 0
o = 0 0929 0923 (437)
0 o3 o033

Sus las componentes distintas de cero son:

O11 = Aegp = — A <d(0 + d(o ;(J,O ) Al ( _1’“8( @) _
- <d§1) 8&1) 1 ) Aref —1ks( @. 'r)_

—\ (d(2 (2) +d(2 2)) Aref —ikp (3(2).7-)
oo = — [(A+2p) & s + AdD s Al (ik,) e e (50T)

— [ 2p) d s a0 ) AT (k) e ()

| ref /: —ikp s
- ()\+2u)d @ 4 xd? s _Apf(lkp)e by (s2)r)
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053 =~ Adéo s b (A 2p) dP O] A (k) et ((Or)

- )‘ dgl) 3;1) +(A+2p) dgl) sél) A;‘e]f (iks) o ik (sVr) _

093 = O30 = 2 1 €3 = — L (dg Vs 4 d ) ARe (iks) oihs (5O _

4.5.4. Aplicacion de las condiciones de contorno

Las condiciones de superficie libre son:

=0
Fn s =0 = { o2 (4.38)
033 — 0

El valor de la componente x5 de los vectores s y d en funcion de 6, es:

sgo) = cos () d;o) = sen (6)

sgl) = cos () d;l) = —sen (6p)
1 1

552) = cos (0o) de) = cos (0o)

mientras que la componente x3 es:

sgo) = sen () dgo) = —cos (6p)
sgl) = —sen () dgl) = —cos (6y)
1 1
sgf) = —\/1 = cos? (6p) d:(f) = —\/1 = cos? (6p)

De la aplicacion de la primera condicion de contorno se obtiene:

0 =— p [sen’ (6y) — cos® (6o)] (iks) AnC—
— 1t [sen® (6p) — cos® (6p)] (ik,) AL—
— p [—sen (63) cos (f2) — sen (0y) cos (62)] (ik,) A;ef
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Recordando las propiedades de los angulos dobles y dividiendo entre u ks se
tiene, finalmente:

cos (26p) A+ sen (26,) k A™ = —cos (26,) A"C 4.39
SV P SV

De la otra condicién de contorno (o33 = 0) se obtiene:

0= — [X sen (6g) cos (Ap) — (A4 2p) cos (Ag) sen (By)] A (ik,) e HhsleosBo)z] _
— [=X sen (6y) cos (Bp) + (A + 2 ) cos (6y) sen (Ay)] A (ik,) e ks leos@o)z] _

K2

1 1 : —i L cos x9
— A = cos” (6p) + (A +2 1) (1 — — cos? (90))] A (iky) e kp [ cos(6o) 2]

Tras realizar algunas operaciones se llega a:

2 11 cos (6) sen (0p) (1ks) Alc—
—2 pu cos (6) sen (6p) (ik,) A~
— [)\ cos? (6) + (A + 2 ) sen? (92)} (ikp) A;ef =0

Si se divide entre ik, y se aplican las propiedades del angulo doble se tiene:

psen (200) A — i sen (200) A% — [\ + 2 sen® (0)] 5 AT =0

y, tras modificar la expresion, se llega a:

1 .
sen (26) A™ + p [1 =2k cos® (A2)] Al = sen (26,) AL (4.40)

Las expresiones (4.39) y (4.40) forman un sistema de dos ecuaciones con tres
incégnitas. Dandole un valor unitario a la amplitud de la onda SV incidente se
tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

cos (260) A + sen (26,) K A;ef = —cos(26y)
ref 1 2 2 ref (441)
sen (260p) A%+ = [1 —2K” cos® (65)] AT = sen (2 6p)
K

De su resoluciéon se obtienen los siguientes valores para las amplitudes de las
ondas reflejadas:

k2 sen (26) sen (26) — cos? (26y)
k2 sen (20y) sen (20s) + cos? (2 6)

At = (4.42)

para la onda SV y:
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B K sen (4 6y)
k2 sen (26y) sen (20s) + cos? (26y)

At = (4.43)
para la P.

Las expresiones obtenidas son de validez general sea cual sea el angulo 6
incidente. Sin embargo, resulta interesante estudiar determinadas situaciones a
fin de ver cémo se comportan las amplitudes de las ondas reflejadas al variar el
angulo incidente. Cuando 6y = 6., se tiene:

1
cos (03) = — cos (fp) = cos(f2) =1 = sen(fy) =0 (4.44)
K
por lo que, bajo estas circunstancias, las amplitudes toman los siguientes valores:

_ cos® (26)

Aref —
Y cos? (26y)

— 1 (4.45)

para la onda SV reflejada y:

Cmsen(46)  ARVI—R2 (2K —1) 4RV - K (4.46)
cos? (260) (2K2—1)° B 2k%2—1 '

ref
AT =

para la P reflejada. Asi pues, cuando una onda incide con un angulo igual al
critico, la amplitud de la onda SV reflejada toma un valor igual a -1, mientras que
la amplitud de la onda P reflejada es funcién sélo del coeficiente de Poisson del
medio.

Es posible expresar la amplitud de la onda P reflejada del modo siguiente:

wi R R (a+0i)
P a—bi a2+ b2

= M e (4.47)

donde M y tan («) valen:
b
_ Va2 + b2 _ Y
=aap Ve + b tan (a) - (4.48)

por lo que z‘l’fpef se puede escribir:

R .
At = ———¢'® 4.49
Sustituyendo estos valores en las componentes del desplazamiento debidas a

la contribucion de la onda P reflejada se obtiene:
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P
U9 . de)
us dz(;’z)
donde S y « son expresiones andlogas a las obtenidas por Achenbach en [12], es
decir:

R

ds

dy

el et g ikr T2 [ ] S ef¥s gmikraatian (4 50

K sen (4 6y)
S = 4.51
/4 [cos? (0) — k2] sen? (26,) cos? (0p) + cos* (26) (4.51)
o 2 sen (26y) cos (0y) /cos? (6y) — K> (452)

cos? (20y)

Otro supuesto de interés es el que se produce cuando el angulo de incidencia
es inferior al critico. Cuando el angulo es subcritico, el seno del angulo 6, toma
un valor complejo. Ast:

1 1
cos (0p) > Kk = cos () = — cos (6o) >1 = sen(by) = \/1 = cos? (0y) €1

que se puede poner:

sen (0y) = —i \/% cos? (6y) — 1 (4.53)

Sustituyendo ese valor en las expresiones de las amplitudes de las ondas refle-
jadas se obtiene:

—cos? (26y) — 21 k? sen (26p) = cos (6) \/i2 cos? (6p) — 1
K K

Aret = (4.54)

1 1
cos? (26y) — 2ik? sen (20y) — cos (6p) \/—2 cos? (6p) — 1
K K

Es de interés verificar una propiedad de esa amplitud. Asi pues, llamando
a=cos®(20y) y b= —2r sen (26y) cos (6y) \/é cos? (0y) — 1 se puede escribir:

ref

v a—bi__(a—bi)(a+bi)__a2+62_a2+b21

~a+bi  (a+bi) (a+0i) a® — b 2ab (4.55)

siendo el médulo de esa expresion:
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(@>—0°)° +4a20*  a* +2a20> + bt (a®+1?)°
(a? + b?)* (a? + b?)* (a? + b?)*

| A = =1 (4.56)

De esta manera, para un angulo de incidencia inferior al angulo critico se
cumple que |AXf| = 1.
En lo referente a la amplitud de la onda P se tiene:

K sen (4 6p)
cos? (260y) — 21 sen (20y) cos (0y) \/cos? () — K2

ref
Aref — (4.57)

4.5.5. Cambios de modo

También cuando la onda incidente es de tipo SV existe, por lo menos, un angulo
de incidencia que produce que la amplitud de la onda SV reflejada se anule. Asi,
para cada valor del coeficiente de Poisson existe al menos un angulo de incidencia
para el que sélo se refleja una onda P. Para este caso, la expresién es:

K% sen (260p) sen (26,) — cos® (260) = 0 (4.58)

que, en funcién tnicamente del angulo de incidencia, se puede escribir:

1
4k cos? (6y) /1 — cos? (00)\/1 - cos? (6y)—

—4 cos* (0p) +4 cos® (6)) —1=0 (4.59)

La amplitud de la onda SV reflejada es, en el caso general, un valor complejo,
puesto que el radicando de la segunda raiz del primer miembro de la ecuacién
(4.59) (1 — 1/K? cos® (6y)) toma valores negativos cuando el dngulo de incidencia
es subcritico.

Existe una componente imaginaria distinta de cero en las amplitudes de las
ondas SV reflejadas cuando el angulo de incidencia es subcritico, componente que
se anula al sobrepasar el angulo critico, momento a partir del cual la amplitud de
la onda toma valores reales.

De modo semejante al que ocurria cuando la onda que incidia era de tipo
SV, el fenémeno de cambio de modo tan solo tiene lugar para coeficientes de
Poisson del terreno inferiores a 0,263. Para valores inferiores, existen dos angulos
de cambio de modo. El primero de ellos se encuentra muy préximo al angulo critico
correspondiente, presentandose el segundo para un valor del dngulo de incidencia
superior al critico en todos los casos.
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La figura 4.7 representa la variacion de las partes real e imaginaria de la
amplitud de la onda SV reflejada con el angulo 6, de incidencia para algunos
valores del coeficiente de Poisson del terreno. Las inmediaciones del angulo critico
no se encuentran suficientemente bien representadas en la figura, por lo que en
4.8 se representan los angulos cercanos al critico a una mayor escala. Por tltimo,
la figura 4.9 muestra, en funcion del coeficiente de Poisson del medio, la variacién
de los angulos critico y de cambio de modo.

ref
sV

A;

ref
sV

A;

37 : : Y : ;
-1 | | 1 v 1 | |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

0o 6o

Figura 4.7: Variacion de la amplitud de la onda SV reflejada con el dngulo de
incidencia 6y

El cuadro 4.3 presenta los valores del dangulo de cambio de modo (6¢pmed0) para
algunos coeficientes de Poisson tipicos del suelo. Es destacable la existencia de
dos valores por cada coeficiente de Poisson del medio para los que la amplitud de
la onda SV reflejada se anula, con excepcién de cuando el coeficiente de Poisson
toma por valor 0,263, valor para el cual tan solo existe un angulo que produce el
fenémeno descrito.
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T T
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Figura 4.8: Ampliacion de la figura 4.7 en el entorno del dangulo critico para
ondas incidentes SV
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Figura 4.9: Variacion de los dngulos de cambio de modo y critico con el coefi-
ciente de Poisson del terreno para ondas incidentes SV
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v K 0 cimodo

0,1 | 0,667 | 48,195° y 63,206°
0,2 1 0,612 | 52,422° y 61,752°
0,3 | 0,535 -

0,4 | 0,408 -

Cuadro 4.3: Cuadro resumen de los dngulos de cambio de modo para una onda
incidente tipo SV y un conjunto de coeficientes de Poisson del terreno

4.6. Implementacién del campo incidente en la
formulacion

La presencia de elementos enterrados en el semiespacio origina fenémenos de
reflexion que producen la aparicion de un campo de ondas que se superpone al
que incide en el lugar bajo estudio. El campo de ondas original se asume que
proviene de una fuente lejana, recibiendo la denominacion de campo incidente uy,
mientras que el producido por los fenémenos de reflexién se conoce como cam-
po difractado ugr. De esta manera, los campos de desplazamientos y tensiones
resultantes (campos totales) pueden obtenerse por superposicion siendo, respecti-
vamente, u = u; +ur y p = p; + Pg-

I

@ )

Semiespacio

Figura 4.10: Campos incidente y reflejado para pilotes embebidos en un semies-
pacio

Asi pues, considérese una cimentacién pilotada embebida en un semiespacio
homogéneo sometida a un tren de ondas arménicas incidentes, tal y como se puede
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observar en la figura 4.10. Astimase que el dominio semiinfinito ) esta definido
por el contorno I'. Debe destacarse que la magnitud del campo reflejado disminuye
con la distancia debido al amortiguamiento del material y de radiacion del suelo
y, en consecuencia, no es preciso discretizar el contorno alejado de la cimentacion.

De esta manera, puede escribirse la ecuaciéon (3.3) para €2 en términos del
campo total como:

Hu® — Gssps o Z G_SquSj + Z 5jT8jij =0 (460)
j=1 Jj=1

Por otro lado, como tanto el campo incidente, como el reflejado y el total sa-
tisfacen las ecuaciones de gobierno, la ecuacién (3.3) puede escribirse, en términos
del campo incidente, como:

H*uj — G*p] =0 (4.61)

donde las tensiones sobre la interfase pilote-suelo ¢% y las fuerzas en las puntas de
los pilotes Fj,, no estdn presentes por existir tinicamente en el campo difractado.
La sustraccién de la ecuacién (4.61) en (4.60) da:

H*u' — G*p’ — Y  G¥iq7 + > §;YVF, =H"u; — G*pj (4.62)

J=1 J=1

donde el vector del lado derecho se conoce, ya que las expresiones explicitas de
los campos de desplazamienos y tensiones uj y pj se han obtenido a lo largo
del presente capitulo para cada onda incidente. El mismo procedimiento puede
seguirse para obtener las ecuaciones MEC (3.4) y (3.6) para las lineas de carga. Por
el contrario, la ecuacién de elementos finitos (3.23) contiene variables tinicamente
en el campo difractado y, en consecuenta, no precisa ser reescrita.

De esta manera, los campos de desplazamientos y tensiones del campo inciden-
te obtenidos en este capitulo se convierten en un dato mas del problema, formando
parte del vector del lado derecho del sistema global de ecuaciones.






Capitulo 5

Influencia del tipo de onda y
angulo de incidencia en la
respuesta sismica de estructuras
de edificacién pilotadas

5.1. Introduccion

Para la determinacion del comportamiento dinamico de estructuras teniendo
en cuenta los efectos de interaccion suelo-estructura es posible emplear, principal-
mente, dos metodologias diferentes. La primera se basa en la sustitucion del suelo
por un conjunto de resortes y amortiguadores que representen su rigidez y su
amortiguamiento, respectivamente, denominandose modelo de subestructuracion
y constituyendo un método sencillo y computacionalmente menos exigente que la
otra metodologia. La segunda, denominada método directo, analiza la respuesta
del sistema teniendo en cuenta los efectos de interaccién suelo-estructura median-
te una modelizacion mas precisa y de manera conjunta de los aspectos principales
del problema y de sus interacciones mutuas.

A lo largo del presente capitulo se presentan resultados obtenidos haciendo uso
de una metodologia directa, estudiandose la influencia del angulo de incidencia
y del tipo de onda en la respuesta dinamica de estructuras de edificacion cuya
cimentacion es pilotada, desde el punto de vista de la interaccién cinematica, de
la deflexion lateral del edificio y del andlisis de los esfuerzos que se generan en los
pilotes. Estos resultados se presentan tanto en el dominio de la frecuencia como
en el dominio del tiempo.



86 Capitulo 5. Influencia del tipo de onda y dngulo de incidencia

5.2. Influencia del angulo de incidencia y tipo de
onda en la respuesta sismica de estructuras
de edificacion pilotadas

5.3. Definicion del problema

Esta seccion se centra en la respuesta dinamica en el dominio de la frecuencia
de estructuras pilotadas ante trenes de ondas incidentes con un angulo genérico.
Para ello, se utilizan modelos de una tnica masa vibrante que, de encontrarse
sobre base rigida, corresponderian a sistemas de un unico grado de libertad. El
modelo puede responder tanto a estructuras que pueden modelarse directamente
como sistemas de un grado de libertad (edificios de una tnica planta, por ejemplo)
como a sistemas equivalentes que aproximen el comportamiento de una estructura
multimodal segin un modo de vibracién especifico. Recuérdese que, de acuerdo a
la teoria clésica de la Dinamica de Estructuras, el comportamiento de un sistema
de n grados de libertad puede expresarse como la suma de n problemas equivalen-
tes de un solo grado de libertad, cada uno de ellos con propiedades de masa, rigidez
y amortiguamiento efectivos correspondientes a un modo de vibracién concreto.
Distintos autores [35,36] destacan el hecho de que la interaccién suelo-estructura
afecta principalmente al modo fundamental de vibracién de estructuras de varias
plantas, lo que justifica el empleo de esta aproximacion.

El comportamiento dinamico de la estructura puede definirse por su periodo
fundamental en base rigida 7T, la altura h de la resultante de las fuerzas de inercia
para el primer modo, la masa m que participa en ese modo y el correspondien-
te amortiguamiento estructural ¢ (ver la figura 5.1). La rigidez horizontal de la
estructura es k = Relk] = 47*m/T?, considerdndose amortiguamiento histerético
del material, dado por una rigidez compleja del tipo k = Re[k](1 + 2i().

Las estructuras se suponen cimentadas en grupos cuadrados de pilotes embebi-
dos en semiespacios viscoelasticos, tal y como se muestra en la figura 5.1, estando
el grupo de pilotes definido por la longitud L y el didmetro d de los mismos, la
distancia entre los centros de pilotes adyacentes s, la masa del encepado m, y el
momento de inercia del encepado respecto a un eje horizontal que pase por su
centro de gravedad I,. Ademas, b es la mitad del ancho de la cimentacion.

Si se tienen en cuenta los efectos de interaccion suelo-estructura, el compor-
tamiento del sistema puede aproximarse mediante un sistema de cuatro grados
de libertad, definidos por el desplazamiento horizontal, vertical y el giro de la
cimentacion (u®, u$ y ¢, respectivamente), junto con la deflexién horizontal de la
estructura ugefie,- Los giros de encepado y estructura son iguales y los pilares de
la superestructura se consideran infinitamente rigidos en direccion axial.
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Udeflex m

"—>

Figura 5.1: Definicion del problema

Las propiedades mecéanicas y geométricas de cimentacién y suelo se definen
mediante el coeficiente de amortiguamiento del terreno = 0,05, la relacién entre
el médulo de elasticidad del pilote y el suelo E,/Es = 100, el cociente entre las
densidades del suelo y del pilote ps/p, = 0,7, la esbeltez de los pilotes L/d = 15,
el coeficiente de Poisson del suelo v, = 0,4 y la relacion entre la separacion de los
pilotes y su didmetro s/d = 5.

Por otro lado, los parametros de interés para definir el comportamiento dinami-
co de la superestructura son las relaciones de aspecto h/b = 2, 3 y 4, el cociente
entre las rigideces de la estructura y del suelo h/(T ¢s) = 0,3, siendo ¢, la ve-
locidad de las ondas de corte en el suelo y el coeficiente de amortiguamiento de
la estructura, ( = 0,05. Otros parametros a emplear son el momento de inercia
de la cimentacién, que se toma como el 5% del factor m h?, la relacién entre la
masa de la estructura y la masa vibrante del suelo, de valor m/4p,b*h = 0,2 y la
relacién entre la masa de la cimentacién y la de la estructura, m,/m = 0,25. Los
valores tomados para estos tres tltimos parametros se consideran representativos
de tipologias estructurales habituales, habiendo sido empleados con anterioridad
por otros autores [36-38]. De cualquier modo, la interaccién suelo-estructura no
es significativamente sensible a su variacién (ver [39]).

5.4. Variaciéon del desplazamiento de campo
libre con el angulo de incidencia (6,)

La variacion del modulo del desplazamiento horizontal de campo libre con el
angulo de incidencia en el plano x5 x3 resulta interesante de analizar por depender
los resultados posteriores de este parametro. Asi, la figura 5.2 presenta el cociente
entre el médulo del desplazamiento horizontal de campo libre y la amplitud de la
correspondiente onda incidente frente al angulo 6, cuando inciden ondas SV y P.
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Figura 5.2: Variacion del médulo del desplazamiento horizontal de campo libre
con el dngulo 0y y vs. Ondas SV y P incidentes
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En la grafica correspondiente a la onda SV incidente se observan variaciones
moderadas del valor de los desplazamientos para angulos de incidencia entre 0 y
45°, dngulos para los que los desplazamientos se anulan. A continuacion, los des-
plazamientos se incrementan drasticamente hasta alcanzar un maximo cuando el
angulo de incidencia coincide con el angulo critico, momento en el que descienden
hasta alcanzar un valor igual a 2 cuando la incidencia de la onda es vertical.

Por otro lado, cuando la onda que incide es de tipo P, la variacion es suave
con valores nulos en 6, = 0° y 6, = 90°.

Los cuadros 5.1 y 5.2 recogen los valores del médulo del desplazamiento ho-
rizontal de campo libre (divididos entre la amplitud de la onda incidente corres-
pondiente) cuando la onda que incide es de tipo SV o P.

6, 0°| 30° | 45°| 50° | 60° | 70° | 90°
lugs] / |AR] | 0 | 0,426 | 0 |0,423 | 2,449 | 2,102 | 2

Sv

Cuadro 5.1: Cuadro resumen de los valores del modulo del desplazamiento ho-
rizontal de campo libre en el punto de referencia (0,0,0) en funcion del dngulo Oy
de incidencia. Onda SV incidente y vy =0,4

6 0° | 30° | 45° | 50° | 60° | 70° | 90°
lugs| / |AZ| | 0 | 1,005 | 0,994 | 0,939 | 0,771 | 0,545 | 0

Cuadro 5.2: Cuadro resumen de los valores del médulo del desplazamiento ho-
rizontal de campo libre en el punto de referencia (0,0,0) en funcion del dangulo 0y
de incidencia. Onda P incidente y vs =0,4

En relacién a las ondas SH, el médulo de los desplazamientos horizontales
de campo libre es independiente del angulo 6, de incidencia, valiendo la relacién
luge|/| A%<l 2 en todo caso, como puede comprobarse particularizando la ecuacién
(4.2) al punto (0,0,0) de referencia.

5.5. Resultados en el dominio de la frecuencia

5.5.1. Factores de interaccion cinematica de las
cimentaciones empleadas

En este apartado se expondran las funciones de transferencia en desplaza-
mientos y giros del encepado sin masa y sin edificio (interaccién cinemadtica). El
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problema de la determinacion de esfuerzos en los miembros de estructuras de ci-
mentacién enterradas en problemas de interaccién dinamica suelo-estructura es
habitual considerarlo como la superposicién de dos problemas que tienen lugar de
manera simultanea, pero cuyos origenes estan bien diferenciados. Asi, los esfuerzos
pueden provenir de las fuerzas de inercia que, como consecuencia del movimiento
de la superestructura, llegan al elemento de cimentacién (interaccién inercial).
Histoéricamente, ha sido esta clase de interaccién la que mas atencién ha recibido
por parte de la comunidad cientifica. Sin embargo, el impedimento a la libre defor-
macion del suelo que los miembros de la cimentaciéon imponen produce otra clase
de esfuerzos, conocidos como esfuerzos de interaccion cinematica, cuya importan-
cia, especialmente en pilotes que atraviesan fronteras entre estratos de diferente
rigidez (ver, por ejemplo, [40]), puede ser muy superior a la producida por el
problema de interaccion inercial. Existen evidencias experimentales que incluyen
medidas de campo (ver [41,42]) y estudios de danos en pilotes tras los terremotos
de México D.F. (México, 1985) o Kobe (Japén, 1995), que ponen de manifiesto la
relevancia de los esfuerzos de interaccién cinematica en la practica. Se pretende en
este apartado cuantificar la importancia del angulo de incidencia en el problema
de interaccion cinematica, es decir, de cuantificar cémo se modifica el desplaza-
miento de campo libre al introducir el elemento estructural y someterlo a trenes
de ondas con distintos angulos de incidencia.

El conocimiento de los factores de interaccion cinematica permite evaluar ten-
dencias en variables de interés en la superestructura de manera mas sencilla. Los
resultados se presentan adimensionalizados entre el médulo desplazamiento hori-
zontal de campo libre en el punto de referencia en la figura 5.3 para desplazamien-
tos y en la 5.4 para los giros.

Los resultados en términos de desplazamientos para ondas SV son similares a
los obtenidos por Kaynia y Novak en [43], donde las diferencias existentes se justi-
fican por tratarse de problemas con coeficientes de Poisson ligeramente diferentes.
Para ondas SH, los resultados se ordenan correspondiéndole valores mayores a las
ondas de incidencia mas vertical, disminuyendo al hacerse la onda mas rasante.
Por 1ltimo, la influencia del angulo de incidencia en factores de interaccion ci-
neméatica en desplazamientos para ondas P incidentes es muy escasa, siendo los
resultados muy similares para todos los angulos.

Ocurre un fenémento en los factores de interaccion cinematica en giros cuando
la onda incidente es una SV. Los giros para 6y = 30° y 6y = 50° (dngulos subcriti-
cos) son muy superiores a los que se obtienen para el resto de dngulos de incidencia.
Ello se debe, en parte, al menor valor del médulo del desplazamiento horizontal de
campo libre para tales angulos de incidencia. Este fenémeno tendrd una gran im-
portancia en el comportamiento del sistema con superestructura (apartado 5.5.3).
Para ondas SH, la tendencia observada se debe al hecho de que, cuando la onda
posee incidencia vertical, los pilotes son empujados de modo sincrono hacia una
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cierta direcciéon a unas profundidades y hacia esa misma direccién sélo que en
sentido contrario a otras, lo que provoca el giro de la cimentaciéon. Sin embargo,
al hacerse la onda mas rasante, el empuje sobre los pilotes pierde el mencionado
sincronismo, de modo que se producen interferencias en los desplazamientos que
provocan, a su vez, que el giro total en estas circunstancias se vea reducido frente
al caso vertical. Por tltimo, para ondas P, los giros toman valores muy parecidos
para los dngulos de incidencia analizados, conforme con lo concluido en [43] para
grupos de 4 x 4 pilotes.

5.5.2. Funciones de transferencia en desplazamientos y
giros en los encepados

Mostrados los factores de interaccién cinematica de las cimentaciones, es mo-
mento de ocuparse de las funciones de transferencia en desplazamientos y giros
cuando se considera el problema de la cimentacion con la superestructura.

Los resultados se pueden encontrar, para las distintas relaciones de aspecto
h/b, en las figuras 5.5, 5.7 y 5.9 para los desplazamientos y en 5.6, 5.8